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ΑΝΤΙΚΕΙΜΕΝΟ: Συµπεράσµατα για την αβεβαιότητα 

Θέµατα που καλύπτονται: 

• MEAN, MEDIAN, MODE, VARIANCE, STANDARD DEVIATION 

• ∆ιαφοροποίηση 

• Θεώρηµα κεντρικής τιµής 

• Κανονική κατανοµή και τυπική απόκλιση 

Εισαγωγή 
Πολλοί άνθρωποι όταν αντιµετωπίζουν ένα γεγονός το οποίο εµπεριέχει αβεβαιότητα (π.χ. 

µελλοντικές πωλήσεις,  επιτόκια, …) υποκύπτουν στον πειρασµό της αντικατάστασης της 

τιµής του αβέβαιου µεγέθους µε µια απλή µέση τιµή. Η ενέργεια αυτή όµως οδηγεί συνήθως 

όµως στην επιβεβαίωση του κανόνα: 

 "Αποφάσεις οι οποίες βασίζονται σε υποθέσεις µέσου όρου είναι λανθασµένες". 

Παράδειγµα (Risky Business 1) 

Έστω ότι ένας επιχειρηµατίας εξετάζει την έναρξη µιας νέας επαγγελµατικής 

δραστηριότητας. Τα έσοδα για το πρώτο έτος είναι αβέβαια. Αν τα έσοδα είναι λιγότερα από 

200.000€ ο επιχειρηµατίας πρόκειται να καταστραφεί οικονοµικά. 

 

Έστω ότι η αβεβαιότητα περί των εσόδων µπορεί να µοντελοποιηθεί ως εξής: 

Τα έσοδα για το πρώτο έτος θα είναι ένας τυχαίος αριθµός στο διάστηµα (0,1) ο οποίος θα 

πολλαπλασιάζεται µε τον αριθµό 1.000.000€.  

 

Μπορούµε να φανταστούµε ότι ο τυχαίος αριθµός θα 

προκύπτει από µια σβούρα η οποία θα έχει σηµειωµένες 

πάνω της τις τιµές από το 0 µέχρι το 1 όπως στο διπλανό 

σχήµα. 

 

 
 

Συσχετιζόµενο µε κάθε αβέβαιο αριθµό είναι ένα ιστόγραµµα το οποίο δείχνει την 

πιθανότητα ο αβέβαιος αριθµός να πέσει σε διάφορες περιοχές τιµών που αναφέρονται ως 

"καλάθια" (bins). Τα ιστογράµµατα είναι µια από τις πλέον σηµαντικές εξόδους των 

προγραµµάτων προσοµοίωσης.  

∆ηµιουργία της προσοµοίωσης των αβέβαιων εσόδων 

Σε ένα κενό φύλλο εργασίας εισάγουµε στο κελί Α2 τον τύπο =RAND(). Στο κελί A1 

γράφουµε "Έσοδα (σε εκατοµµύρια)".  

Από το µενού Simulate επιλέγουµε Simulation και ορίζουµε ως κελί στο οποίο θα γίνει η 

προσοµοίωση το A2. Επιπλέον ορίζουµε ότι θέλουµε να γίνουν 10.000 δοκιµές. 

 

 

 



Τα στατιστικά αποτελέσµατα τα οποία θα λάβουµε θα έχουν οµοιότητα µε τα αποτελέσµατα 

της παρακάτω εικόνας. 

 
 

∆ηµιουργούµε ένα ιστόγραµµα µε 5 περιοχές επιλέγοντας από το µενού Simulate το Graphs 

(Number of Bins = 5, Number of Dec = 1). 

 

 
Όλα τα bins έχουν περίπου το ίδιο ύψος επειδή στο παράδειγµά µας οι αριθµοί µεταξύ του 0 

και του 1 είναι εξίσου πιθανοί. Το άθροισµα από τα ποσοστά όλων των bins θα πρέπει να 

είναι 100%. 

Ερµηνεία των MEAN, MEDIAN, MODE, VARIANCE και STANDARD 
DEVIATION 

Mean ή Average ή Expected Value (µέση τιµή): Αν το ιστόγραµµα ήταν κατασκευασµένο 

από κάποιο στερεό υλικό θα ήταν το σηµείο ισορροπίας του. 

Median (διάµεσος): Πρόκειται για την στήλη στην οποία το άθροισµα από τα ύψη στα 

αριστερά ισούται µε το άθροισµα από τα ύψη στα δεξιά (γνωστό και ως 50
στο

 

εκατοστηµόριο). 

Mode (συχνότερη τιµή): Πρόκειται για την στήλη µε το µεγαλύτερο ύψος στο ιστόγραµµα 

Variance (διακύµανση): Αναπαριστά τον βαθµό της αβεβαιότητας και συµβολίζεται µε σ
2
. 

Standard Deviation (τυπική απόκλιση): Είναι η τετραγωνική ρίζα του variance.   
 

∆ηµιουργούµε ένα συσωρευτικό  γράφηµα επιλέγοντας από το µενού Simulate το Graphs  



 
Το γράφηµα αυτό δείχνει την πιθανότητα του αριθµού να έχει χαµηλότερη τιµή από την τιµή 

στον άξονα x. 

Τα εκατοστηµόρια στην καρτέλα Statistics είναι τα αριθµητικά ισοδύναµα του cumulative 

graph. 

Κοιτώντας στο συσωρευτικό γράφηµα στον άξονα του x την τιµή 0,2 (που αντιστοιχεί σε 

έσοδα 0,2 * 1.000.000€ = 200.000€) διαπιστώνουµε ότι η πιθανότητα για χρεοκοπία είναι 

20%.  

 

Συµπέρασµα: Οι αβέβαιες τιµές µπορούν να αναπαρασταθούν ως σχήµατα που δείχνουν την 

πιθανότητα των πιθανών αποτελεσµάτων και η προσοµοίωση Monte Carlo µπορεί να 

δηµιουργήσει αυτά τα σχήµατα. 

 

Συνδυασµός τυχαίων µεταβλητών (diversification- 
διαφοροποίηση) 

Παράδειγµα (Risky Business 2) 

Έστω ότι πριν αποφασίσουµε για την έναρξη της επιχειρηµατικής δραστηριότητας του 

προηγούµενου παραδείγµατος εµφανίζεται και µια δεύτερη επιχειρηµατική ευκαιρία. Σε στην 

2
η
 επιχειρηµατική δραστηριότητα τα έσοδα µπορούν να µοντελοποιηθούν ως ο µέσος όρος 

από 2 τυχαίους αριθµούς στο διάστηµα 0 έως 1 πολλαπλασιασµένος επί 1.000.000€. Πάλι θα 

υπάρξει πτώχευση αν τα έσοδα είναι µικρότερα από 200.000€. 

 

Σε ένα νέο κενό φύλλο εργασίας εισάγουµε στο κελί Α2 τον τύπο = (RAND() + RAND()) /2. 

Στο κελί A1 γράφουµε "Έσοδα (σε εκατοµµύρια)".  

Από το µενού Simulate επιλέγουµε Simulation και ορίζουµε ως κελί στο οποίο θα γίνει η 

προσοµοίωση το A2. Επιπλέον ορίζουµε ότι θέλουµε να γίνουν 10.000 δοκιµές. 

Τα στατιστικά αποτελέσµατα και τα γραφήµατα (ιστόγραµµα και συσωρευτικό) τα οποία θα 

λάβουµε θα έχουν οµοιότητα µε τα αποτελέσµατα των παρακάτω εικόνων. 

 

 
 



  
 

Σε αντίθεση µε το προηγούµενο παράδειγµα το ύψος των bins δεν είναι ίδιο µεταξύ τους και 

είναι υψηλότερο για τα bins του κέντρου. Το άθροισµα των ποσοστών είναι βέβαια πάλι 

100% γεγονός που σηµαίνει ότι τα ποσοστά στα ακραία bins είναι χαµηλότερα. 

 

Κοιτώντας στο συσωρευτικό γράφηµα στον άξονα του x την τιµή 0,2 (που αντιστοιχεί σε 

έσοδα 0,2 * 1.000.000€ = 200.000€) διαπιστώνουµε ότι η πιθανότητα για χρεοκοπία είναι 

τώρα περίπου στο 8%.  

∆ιαφοροποίηση και το θεώρηµα κεντρικής τιµής 

Προκειµένου να γίνει περισσότερο κατανοητός ο λόγος για τον οποίο το ιστόγραµµα των 2 

τυχαίων µεταβλητών ήταν ανεβασµένο στο κέντρο θεωρείστε τα παραδείγµατα  µε την ρίψη 

ενός και δύο ζαριών αντίστοιχα. Με ένα ζάρι υπάρχουν έξι αποτελέσµατα τα οποία µπορούν 

να συµβούν µε την ίδια πιθανότητα. Με ένα ζεύγος ζαριών όµως τα αποτελέσµατα είναι 

έντεκα και δεν προκύπτουν µε την ίδια πιθανότητα µεταξύ τους διότι κάποιοι αριθµοί 

µπορούν να σχηµατιστούν µε περισσότερους συνδυασµού από ότι οι άλλοι. Αυτό φαίνεται 

και από τα παρακάτω σχήµατα. 

 

 

 
 

 

Ουσιαστικά δεν υπάρχει διαφορά και για το παράδειγµα µε τις τυχαίες τιµές στο διάστηµα 0 

έως 1. Υπάρχουν πολλοί συνδυασµοί που δίνουν άθροισµα στην περιοχή του 0,5 (0,0 & 0,5 – 

0,1 & 0,4 – 0,2 & 0,3 – 0,3 & 0,2 – 0,4 & 0,1 – 0,5 & 0,0) αλλά λίγοι που δίνουν άθροισµα 

στην περιοχή του 0 (0,0 & 0,0).  

 

Συνεπώς παρατηρούµε διαφορά στην συµπεριφορά 1 από την συµπεριφορά 2 τυχαίων 

µεταβλητών. Προσθέτοντας επιπλέον τυχαίες µεταβλητές η κατανοµή ανεβαίνει στο κέντρο 

και κατεβαίνει στα άκρα. 

 

Παράδειγµα (Risky Business 3) 

Έστω µια ακόµα παραλλαγή του προηγούµενου παραδείγµατος στην οποία τα έσοδα 

µπορούν να µοντελοποιηθούν ως ο µέσος όρος από 5 τυχαίους αριθµούς στο διάστηµα 0 έως 

1 πολλαπλασιασµένος επί 1.000.000€.  

Σε ένα νέο κενό φύλλο εργασίας εισάγουµε στο κελί Α2 τον τύπο = (RAND() + RAND() + 

RAND() + RAND() + RAND()) /5.  

Κάνοντας προσοµοίωση πάλι για 10000 δείγµατα προκύπτουν οι παρακάτω τιµές και τα 

γραφήµατα. 

 



 
 

 
 

  

Τώρα η πιθανότητα για χρεοκοπία είναι µικρότερη από 2%.  

 

Θεώρηµα Κεντρικής Τιµής (Central Limit Theorem) 
Αν αρκετά ανεξάρτητα δείγµατα οποιασδήποτε κατανοµής αθροιστούν η κατανοµή που θα 

προκύψει θα είναι κανονική. 

 

Παραδείγµατα επιπτώσεων του θεωρήµατος κεντρικής τιµής. 

Βιολογία 

Το ύψος ενός ζώου προκύπτει ως µέσος όρος των υψών από όλους τους προγόνους του. 

Συνεπώς το ύψος από όλο τον πληθυσµό ενός συγκεκριµένου είδους έχει κανονική κατανοµή. 

 

Οικονοµικά 
Θεωρείστε µια αρχική επένδυση Ε, η οποία στην ροή του χρόνου πολλαπλασιάζεται µε 

τυχαίους συντελεστές αύξησης. Για παράδειγµα τον πρώτο µήνα αυξάνεται µε συντελεστή 

1,1 τον δεύτερο µήνα υπάρχει µείωση διότι γίνεται πολλαπλασιασµός µε 0,97 και έστω ότι 

τον τρίτο µήνα υπάρχει αύξηση λόγω πολλαπλασιασµού µε το 1,2. Η αξία στο τέλος του 

τριµήνου θα είναι Ε * 1,1 * 0,97 * 1.2.  Υπενθυµίζουµε ότι οι  λογάριθµοι έχουν το 

χαρακτηριστικό της µετατροπής των πολλαπλασιασµών σε προσθέσεις. Άρα ο λογάριθµος 

της αξίας µετά από τρεις µήνες θα είναι Log(Ε) + Log(1,1) + Log(0,97) + Log(1,2).  Άρα ο 

λογάριθµος της αξίας µια επένδυσης µετά από ένα µεγάλο αριθµό περιόδων είναι το 

άθροισµα από ένα µεγάλο πλήθος τυχαίων αριθµών, και έχει συνεπώς κανονική κατανοµή. 

Ένας αβέβαιος αριθµός που ο λογάριθµός του έχει κανονική κατανοµή αναφέρεται ως 

lognormal. Αυτός είναι ο λόγος για τον οποίο συχνά οι τιµές των επενδύσεων  

µοντελοποιούνται συχνά µε τυχαίες µεταβλητές log normal. 

Κανονική κατανοµή και τυπική απόκλιση 
Η τυπική απόκλιση (σ) και η διακύµανση (σ

2
) είναι µέτρα του πλάτους της κατανοµής  

 

68% της κανονικής κατανοµής βρίσκεται 

σε απόσταση ±σ από την µέση τιµή. 

 

 



95% της κανονικής κατανοµής βρίσκεται 

σε απόσταση ±2σ από την µέση τιµή. 

 

 
99% της κανονικής κατανοµής βρίσκεται 

σε απόσταση ±3σ από την µέση τιµή. 

 

 
 

Στο XLSim προκειµένου να δηµιουργηθεί µια κανονική τυχαία µεταβλητή χρησιµοποιούµε 

την συνάρτηση gen_Normal(median, std_dev). 

 

Η κανονική κατανοµή είναι µια εξιδανίκευση που µπορεί να χρησιµοποιηθεί ως χρήσιµη 

προσέγγιση σε πολλές περιπτώσεις. Μερικές ακόµα ιδανικές µορφές είναι οι ακόλουθες: 

• Lognormal κατανοµή  

• Poisson κατανοµή 

• Binomial κατανοµή 

• Exponential κατανοµή 

 

Όταν πολλές ανεξάρτητες τυχαίες τιµές προστίθενται ή λαµβάνουµε τον µέσο όρο τους το 

ιστόγραµµα της τυχαίας µεταβλητής που προκύπτει ανεβαίνει στο κέντρο και αποκτά το 

σχήµα καµπάνας. Λόγω του παραπάνω χαρακτηριστικού οι κανονικές κατανοµές 

χρησιµοποιούνται για να µοντελοποιήσουν πληθώρα καταστάσεων που  εµπεριέχουν 

αβεβαιότητα. 

 

Παράδειγµα (Επένδυση) 

Σενάριο Α’ 

Έστω µια δηµοτική επιχείρηση η οποία εξετάζει την επένδυση ενός µέρους του 

αποθεµατικού της σε ένα αµοιβαίο κεφάλαιο.  Η ανάλυση των δεδοµένων υποδεικνύει ότι το 

αµοιβαίο κεφάλαιο έχει ποσοστιαία απόδοση που περιγράφεται ως µια κανονική κατανοµή µε 

µέση τιµή 10% και τυπική απόκλιση 10%. ∆ηλαδή το αναµενόµενο κέρδος για κάθε 1 ευρώ 

επένδυσης είναι 10 λεπτά. Ζητείται η εύρεση της πιθανότητας να χάσει η επιχείρηση 

χρήµατα. 

 

Θα χρησιµοποιηθεί η συνάρτηση του Excel NORMDIST όπως φαίνεται στο ακόλουθο 

σχήµα. Η συνάρτηση αυτή καλείται µε τα ακόλουθα ορίσµατα:  

 

=NORMDIST(0;0,1;0,1;TRUE) 
 

Το πρώτο όρισµα υποδηλώνει ότι ο υπολογισµός θα πρέπει να γίνει για απόδοση 0 ή 

λιγότερων ευρώ. Το δεύτερο και το τρίτο όρισµα είναι η µέση τιµή και η τυπική απόκλιση 

της κανονικής κατανοµής. Το τελευταίο όρισµα λαµβάνει την τιµή TRUE που σηµαίνει ότι 

θα υπολογιστεί συσσωρευτικά η πιθανότητα για όλες τις τιµές που είναι µικρότερες του 

µηδενός. 

Το αποτέλεσµα είναι 15,87% που σηµαίνει ότι µε αυτή την πιθανότητα η επιχείρηση θα 

παρουσιάζει ζηµιά. 

 



Στο ακόλουθο σχήµα υπολογίζεται επίσης η πιθανότητα το κέρδος να είναι λιγότερο ή ίσο 

από 1%  (18,41%), λιγότερο ή ίσο από 2% (21,19%) κοκ.  

 

Σενάριο Β’ 

Έστω ότι η δηµοτική επιχείρηση που αναφέρθηκε έχει να επιλέξει την τοποθέτηση των 

κεφαλαίων της ανάµεσα σε δύο αµοιβαία κεφάλαια ένα εσωτερικού και ένα εξωτερικού. 

Θεωρείστε ότι τα αµοιβαία κεφάλαια είναι ανεξάρτητα µεταξύ τους και έχουν συµπεριφορά 

σχετικά µε την ποσοστιαία απόδοση τους που περιγράφεται από την κανονική κατανοµή µε 

µ=10% και σ=10%. Το ερώτηµα είναι, τι συµφέρει την επιχείρηση περισσότερο, η επένδυση 

όλων των χρηµάτων σε ένα από τα αµοιβαία κεφάλαια ή η επένδυση του µισού κεφαλαίου 

στο αµοιβαίο κεφάλαιο εσωτερικού και του άλλου µισού στο αµοιβαίο κεφάλαιο εξωτερικού. 

 

 
 

Εκτελώντας προσοµοίωση µε το XLSim διαπιστώνουµε ότι η πιθανότητα να συµβεί ζηµιά 

ορισµένου µεγέθους (π.χ. -0,1 είναι µεγαλύτερη στην περίπτωση που το συνολικό κεφάλαιο 

επενδυθεί σε ένα µόνο  αµοιβαίο κεφάλαιο. 

 

 
 



Λήψη αποφάσεων για αβέβαιες εισόδους 
Συναρτήσεις τυχαίων µεταβλητών: Συναρτήσεις στις οποίες κάποιες από τις εισόδους είναι 

τυχαίες µεταβλητές. 

Παράδειγµα (κανονική κατανοµή & τυπική απόκλιση) 

Έστω µια  επιχείρηση η οποία έχει την ιδέα για µια νέα υπηρεσία e-commerce. Η επιχείρηση 

έχει αποφασίσει να  χρεώνει κάθε συναλλαγή προς 0,1€.  Ο server θα παρέχει την τεχνική 

υποστήριξη όλων των συναλλαγών µε ανώτατο όριο συναλλαγών που µπορεί να φέρει εις 

πέρας στο διάστηµα ενός µήνα τις 200.000 συναλλαγές. 

Η νέα αυτή υπηρεσία πρόκειται να λειτουργήσει µόνο για ένα µήνα. Η ζήτηση για τον µήνα 

αυτό είναι αβέβαιη αλλά υπάρχει πρόβλεψη για πιθανότερο αριθµό συναλλαγών τα 200.000 

µε 95% διάστηµα εµπιστοσύνης µεταξύ 100.000  και 300.000  συναλλαγών.  Εποµένως, 

προγραµµατίζοντας για τη µέση περίπτωση τα έσοδα από τις συναλλαγές θα είναι 20.000€ 

από τα οποία τα 16.000€ θα δοθούν για την τεχνική υποστήριξη του εγχειρήµατος και κατά 

συνέπεια θα υπάρξει κέρδος 4.000€. 

 

Από τις εισόδους του προβλήµατος προκύπτει ότι αφορούν:  

• Αποφάσεις (αριθµούς του οποίους εµείς µπορούµε να αποφασίσουµε). 

• Βεβαιότητες (πράγµατα για τα οποία γνωρίζουµε εκ των προτέρων και δεν µπορούµε 

να αλλάξουµε) 

• Αβεβαιότητες (πράγµατα που δεν γνωρίζουµε εκ των προτέρων και δεν µπορούµε να 

αλλάξουµε)  

 

Ερώτηση: Αν η προσοµοίωση επαναληφθεί για µερικές χιλιάδες φορές και κάθε φορά η 

ζήτηση επιλέγεται τυχαία µε µέση τιµή 200.000 και διάστηµα εµπιστοσύνης 95%  µε ± 

100.000. Είναι τα 4.000€ µια λογική πρόβλεψη για το µέσο κέρδος που πρέπει να 

περιµένουµε;  

Προσοµοίωση του κέρδους για την υπηρεσία E-Commerce  

Προκειµένου να µοντελοποιηθεί το πρόβληµα εισάγουµε τα παρακάτω στοιχεία σε ένα νέο 

φύλλο εργασίας 

 

 
 



Από το µενού Simulate επιλέγουµε Simulation. Ορίζουµε ως πεδίο στο οποίο 

θα γίνει η προσοµοίωση το Κέρδος δηλαδή το κελί B7. Τα αποτελέσµατα της 

προσοµοίωσης είναι αντίστοιχα µε τα αποτελέσµατα της διπλανής εικόνας. 

Αυτό που συνέβη είναι ότι το µέσο κέρδος είναι κοντά στις 20.000€ και όχι 

στις 40.000€ όπως αρχικά είχαµε προβλέψει. Ο λόγος είναι ότι όπως φαίνεται 

και από τα εκατοστηµόρια (percentiles) το κέρδος δεν µπορεί να γίνει 

µεγαλύτερο από 40.000€ ακόµα και αν η ζήτηση είναι µεγαλύτερη από 

200.000 καθώς η συµφωνία που έχει γίνει αφορά υποστήριξη το πολύ για 

200.000 συναλλαγές κατά την διάρκεια του µήνα.  

 

  
 


