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Πξόινγνο 

΢ήκεξα, άιινο ιηγφηεξν θαη άιινο πεξηζζφηεξν, φινη είκαζηε εμνηθεησκέλνη κε ηελ έλλνηα ηεο 

δεκνζθφπεζεο. Δπίζεο, ζε αξθεηνχο απφ εκάο ζα έρεη ηχρεη λα καο ηειεθσλήζνπλ γηα λα ζπκκεηάζρνπκε ζε 

θάπνηα έξεπλα. Γηα λα είλαη απηνχ ηνπ είδνπο νη έξεπλεο ζσζηέο, θαη ζπλεπψο αμηφπηζηεο, ζα πξέπεη απφ ηελ 

αξρηθή νξγάλσζε έσο ηελ εμαγσγή θαη δηαηχπσζε ησλ ζπκπεξαζκάησλ, λα βαζίδνληαη ζηε Θεσξία ηεο 

Γεηγκαηνιεςίαο. 

Ζ Θεσξία ηεο Γεηγκαηνιεςίαο είλαη ην θνκκάηη εθείλν ηεο ζηαηηζηηθήο πνπ αζρνιείηαη κε ηηο ιεγφκελεο 

δεηγκαηνιεπηηθέο έξεπλεο. Αζρνιείηαη κε ηελ νξγάλσζε θαη πινπνίεζε ησλ εξεπλψλ απηψλ, καο δίλεη ηηο 

έλλνηεο ηνπ πιεζπζκνχ, ηεο απνγξαθήο θαη ηνπ ηπραίνπ δείγκαηνο, θαη κειεηά ηξφπνπο (π.ρ. απιή ηπραία 

δεηγκαηνιεςία, ζηξσκαηνπνηεκέλε θηι.) γηα ηελ επηινγή ελφο ηέηνηνπ δείγκαηνο. Όινη απηνί νη ηξφπνη 

δεηγκαηνιεςίαο βαζίδνληαη ζηηο πηζαλφηεηεο. Σν γεγνλφο απηφ καο επηηξέπεη, ηα ζπκπεξάζκαηα πνπ 

δηαηππψλνπκε γηα ην δείγκα, λα κπνξνχκε εχθνια λα ηα γεληθεχζνπκε θαη γηα ηνλ πιεζπζκφ απφ ηνλ νπνίν 

επηιέμακε ην ηπραίν δείγκα. 

Έλαο βαζηθφο θνξκφο ηεο ζεσξίαο ηεο δεηγκαηνιεςίαο παξνπζηάδεηαη κε απιφ θαη ζαθή ηξφπν ζηηο ζειίδεο 

ηνπ παξφληνο ειεθηξνληθνχ ζπγγξάκκαηνο. Κάζε θεθάιαην πεξηιακβάλεη αξηζκεηηθά παξαδείγκαηα, ε 

αλάιπζε ησλ νπνίσλ πξαγκαηνπνηείηαη κέζσ ηεο γιψζζαο πξνγξακκαηηζκνχ R (ε γιψζζα απηή είλαη 

δσξεάλ, θαη πεξηζζφηεξα γη‟ απηήλ ν αλαγλψζηεο κπνξεί λα δεη ζηα δχν Παξαξηήκαηα). Οη απνδείμεηο είλαη 

θπξίσο απιέο θαη κπνξνχλ λα παξαιεηθζνχλ ζηελ πξψηε αλάγλσζε. Οη πην ζχλζεηεο απνδείμεηο δίλνληαη ζην 

ηέινο ηνπ θεθαιαίνπ. Ζ θαηαλφεζε ησλ απνδείμεσλ απηψλ είλαη έλα ρξήζηκν εξγαιείν γηα λα κπνξέζεη ν 

αλαγλψζηεο λα θάλεη ηνπο δηθνχο ηνπ ζπλδπαζκνχο ησλ δεηγκαηνιεπηηθψλ ζρεκάησλ, πνπ δελ 

παξνπζηάδνληαη ζην ζπγθεθξηκέλν ζχγγξακκα, θαη λα είλαη ζε ζέζε λα βξεη ηνπο εθηηκεηέο θαη ηηο ηδηφηεηεο 

πνπ αληηζηνηρνχλ ζηνλ ζπγθεθξηκέλν ζπλδπαζκφ ησλ πξνο εθηίκεζε παξακέηξσλ ηνπ πιεζπζκνχ. Δίλαη 

ιάζνο λα ρξεζηκνπνηνχκε έλα ζχλζεην δεηγκαηνιεπηηθφ ζρέδην θαη ζην ηέινο νη εθηηκεηέο καο θαη νη 

ηδηφηεηέο ηνπο λα βαζίδνληαη ζε απιά δεηγκαηνιεπηηθά ζρήκαηα. 

΢ην ζεκείν απηφ, ζα ήζεια λα ζπγραξψ ηελ νκάδα ηνπ kallipos γηα ηελ ηδέα πνπ είραλ λα δεκηνπξγήζνπλ κηα 

ειεθηξνληθή βάζε κε ζπγγξάκκαηα πνπ θαιχπηνπλ δηάθνξα επηζηεκνληθά πεδία.  

Σειεηψλνληαο, ζα πξέπεη λα εθθξάζσ ηηο επραξηζηίεο κνπ ζηε ζπγγξαθέα, ηελ θ. Ηνπιία Παπαγεσξγίνπ, γηα 

ηε δπλαηφηεηα πνπ κνπ έδσζε, κε ηελ πξφζθιεζή ηεο, λα είκαη ν θξηηηθφο αλαγλψζηεο ηνπ ζπγθεθξηκέλνπ 

ζπγγξάκκαηνο. Απηφ ζεκαίλεη φηη γηα νηηδήπνηε δελ είλαη ζσζηφ ζην παξφλ ζχγγξακκα ππεχζπλνο είλαη ν 

θξηηηθφο αλαγλψζηεο. 

 

Κσλζηαληίλνο Καξαθψζηαο 
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Oξνινγία – ΢πληνκεύζεηο – Αθξσλύκηα 

 

Ελληνικόσ όροσ Κεφ Αγγλικόσ όροσ 

     

 
ακροιςτικι τετραγωνικι ρίηα των 
ςυχνοτιτων 

4 rootfreq cumulative root frequency method 

 ακρίβεια 1  Accuracy 

 αμερολθψία 1  Unbiasedness 

 αναλογικι καταμζριςθ 3  proportional allocation 

ΑΝΑΔΙΑ ΑΝΑλυςθ τθσ ΔΙΑκφμανςθσ 3 ANOVA ANalysis Of VAriance 

 αναμενόμενθ τιμι 1  expected value 

 ανεξάρτθτοσ εκτιμθτισ λόγου 7  separate ratio estimate 

 
ανεξάρτθτοσ εκτιμθτισ 
παλινδρόμθςθσ 

7  separate regression estimate 

 
αντικειμενικόσ πλθκυςμόσ – ι - 
κεωρθτικόσ πλθκυςμόσ 

1  
target population 
theoretical population 

α.τ.δ. απλι τυχαία δειγματολθψία 2 srs simple random sampling 

α.τ. απλό τυχαίο (δείγμα) 2  simple random (sample) 

 απογραφι  1  Census 

 αποτελεςματικόσ (εκτιμθτισ) 1  efficient (estimator) 

 αυτο-ςτακμιςμζνο (δείγμα) 3  self-weighting (sample) 

 βζλτιςτθ καταμζριςθ 3  optimal allocation 

 βιμα 5  step 

 βοθκθτικι μεταβλθτι 4  auxiliary variable 

 δείγμα  1  sample 

 δείγματα κρίςθσ 1  judgmental samples 

 δείγματα ευκολίασ 1  
accessibility or convenience 
samples 

 
δείγματα με προκακοριςμζνα 
ποςοςτά 

1  quota sampling 

 δείγματα μθ-πικανότθτασ 1  non-probability samples 

 δείγματα πικανότθτασ 1  probability samples 

 δείγματα χιονοςτιβάδασ 1  snowball sampling 
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Ελληνικόσ όροσ Κεφ Αγγλικόσ όροσ 

 δειγματικζσ ποςότθτεσ 1  sample quantities 

 δειγματικι διαςπορά 1  sample variance 

 δειγματικι κατανομι 1  sampling distribution 

 δειγματικι μζςθ τιμι 1  sample mean value 

 δειγματολθπτικι ζρευνα 1  sampling survey 

 δειγματολθπτικό ςχζδιο 1  sampling design 

 
δειγματολθπτικό ςχζδιο ςε πολλά 
ςτάδια 

6  multistage sampling 

 
δειγματολθψία κατά ομάδεσ ι 
ςυςτάδεσ 

6  cluster sampling 

 
δειγματολθψία κατά ομάδεσ ςε 
δφο ςτάδια 

6  two-stage cluster sampling 

 
δειγματολθψία κατά ομάδεσ ςε 
ζνα ςτάδιο 

6  one-stage cluster sampling 

 
δειγματολθψία με πικανότθτεσ 
ανάλογεσ του εκτιμϊμενου 
μεγζκουσ 

6 ppes 
probabilities proportional to 
estimated size sampling 

 
δειγματολθψία με πικανότθτεσ 
ανάλογεσ του μεγζκουσ 

6 pps probabilities proportional to size 

 
δειγματολθψία με 
προκακοριςμζνα ποςοςτά 

4  quota sampling 

 
δειγματολθψία χωρίσ 
επανατοποκζτθςθ 

2 swr sampling without replacement 

 
δευτερογενισ δειγματολθπτικι 
μονάδα 

6 ssu secondary sampling unit 

 δθμοςκόπθςθ 1  opinion poll 

 διακφμανςθ ι διαςπορά 2 Var variance 

ΔΕ διάςτθμα εμπιςτοςφνθσ 2 CI confidence interval 

 διεξαγωγι τθσ ζρευνασ 1  survey operations 

 
διόρκωςθ πεπεραςμζνου 
πλθκυςμοφ  

2 fpc finite population correction 

 
εκ των υςτζρων 
ςτρωματοποιθμζνθ 
δειγματολθψία 

4  post-stratified sampling design 

 εκτιμθτισ 1  Estimator 

 εκτιμθτισ λόγου 6  ratio estimator 
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Ελληνικόσ όροσ Κεφ Αγγλικόσ όροσ 

 εκτιμθτισ παλινδρόμθςθσ 7  regression estimate 

 ερωτθματολόγιο 1  questionnaire 

 Θεωρία Δειγματολθψίασ 1  Sampling Theory 

 
κεντρικά τοποκετθμζνθ 
ςυςτθματικι δειγματολθψία 

5  
centrally located systematic 
sampling 

 μζγεκοσ δείγματοσ 1  sample size 

 μζγεκοσ του πλθκυςμοφ 1  population size 

 μζςθ τιμι 1  mean value 

 μζςο τετραγωνικό ςφάλμα 1  mean square error 

 μετριςεισ τθσ ζρευνασ 1  survey measurements 

 πεπεραςμζνοσ πλθκυςμόσ 1  finite population 

 πθλίκο δείγματοσ  3 f sampling fraction 

 
πικανότθτεσ ςυμπερίλθψθσ ςτο 
δείγμα πρϊτθσ και δεφτερθσ τάξθσ 

6  
first and second order inclusion 
probabilities 

 πιλοτικι ζρευνα 1  pilot study 

 
πλθκυςμιακζσ ποςότθτεσ - ι -  
πλθκυςμιακά μεγζκθ – ι - 
παράμετροι του πλθκυςμοφ 

1  
population quantities, population 
parameters 

 
πολλαπλι γραμμικι 
παλινδρόμθςθ 

7  multiple linear regression 

 ποςό μερολθψίασ 1  bias 

 ποςοςτό 1  percentage 

 
πρωτογενισ δειγματολθπτικι 
μονάδα 

6 psu primary sampling unit 

 ςτατιςτικι ανάλυςθ 1  statistical analysis 

 
ςτατιςτικι ςυνάρτθςθ (ς.ς.) - ι -  
ςτατιςτικό 

1  
statistical function 
statistic 

 ςτατιςτικό λάκοσ 1  statistical error 

 ςτρϊματα 3  strata 

 ςτρωματοποιθμζνθ 3 st stratified 

 
ςτρωματοποιθμζνθ με τυχαία 
προκακοριςμζνα ποςοςτά 

3  stratified with random quotas 

 
ςυμμεταβλθτότθτα ι 
ςυνδιακφμανςθ 

1  covariance 
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Ελληνικόσ όροσ Κεφ Αγγλικόσ όροσ 

 
ςυνδυαςμζνοσ ι από κοινοφ 
εκτιμθτισ λόγου 

7  combined ratio estimate 

 
ςυνδυαςμζνοσ ι από κοινοφ 
εκτιμθτισ παλινδρόμθςθσ 

7  combined regression estimate 

 ςφνολο 1  population total 

 ςυντελεςτισ μεταβλθτότθτασ 2 CV coefficient of variation 

 
ςυντελεςτισ ςυςχζτιςθσ 
intracluster 

5  intracluster correlation 

 ςυςτθματικι δειγματολθψία 5  systematic sampling 

 ςυςχζτιςθ 1  correlation 

 ςφάλματα μθ-κάλυψθσ 1  non-coverage error 

τ.ς. τυπικό ςφάλμα 2 se standard error 

τ.μ. τυχαία μεταβλθτι  2 rv random variable 

 
τυχαία ςυςτθματικι 
δειγματολθψία 

5  random systematic sampling 

 τυχαίο ςτρωματοποιθμζνο  3  random stratified  

 
υπό μελζτθ πλθκυςμόσ - ι - 
δειγματολθπτικό πλαίςιο 

1  sampling frame 

 χαρακτθριςτικό ενόσ πλθκυςμοφ 1  population characteristic 
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(i) ΢ηε ζηήιε «Κεθ» αλαγξάθεηαη ην Κεθάιαην ζην νπνίν ζπλαληάηαη γηα πξψηε θνξά ν φξνο. 
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Κεθάιαην 1 - ΔΗ΢ΑΓΧΓΖ 

΢ύλνςε 

΢ην θεθάιαην απηό, πεξηγξάθνληαη ηα θπξηόηεξα ζηάδηα κηαο δεηγκαηνιεπηηθήο έξεπλαο θαη δίλεηαη κηα 

εηζαγσγή ηεο Θεσξίαο Γεηγκαηνιεςίαο. Οη δεηγκαηνιεπηηθέο έξεπλεο βαζίδνληαη ζε δεδνκέλα πνπ 

θαηαγξάθνληαη γηα έλα ππνζύλνιν ηνπ πιεζπζκνύ, ην δείγκα (sample), θαη έρνπλ σο ζηόρν ηελ εμαγσγή 

ζπκπεξαζκάησλ πνπ αθνξνύλ άγλσζηεο παξακέηξνπο ηνπ πιεζπζκνύ. Σόζν ε ρξήζε, όζν θαη ε ζεκαηνινγία 

ηνπο, είλαη επξύηαηε. Οη κέζνδνη δεηγκαηνιεςίαο ρσξίδνληαη ζε κεζόδνπο πηζαλόηεηαο (probability sampling) 

θαη κεζόδνπο κε-πηζαλόηεηαο (non-probability sampling). Γηα ηα δείγκαηα πνπ επηιέγνληαη ζύκθσλα κε κηα 

κέζνδν πηζαλόηεηαο, ε εμαγσγή ζπκπεξαζκάησλ θαη ε επέθηαζή ηνπο ζηνλ πιεζπζκό είλαη εθηθηή θάλνληαο 

ρξήζε ηεο ΢ηαηηζηηθήο ζπκπεξαζκαηνινγίαο. Γηα ηα δεδνκέλα πνπ ζπιιέγνληαη ζύκθσλα κε έλα δείγκα κε-

πηζαλόηεηαο, είλαη εθηθηό λα εθαξκνζηεί πεξηγξαθηθή ζηαηηζηηθή ώζηε λα παξνπζηαζηνύλ ηα απνηειέζκαηα ηεο 

έξεπλαο, αιιά δελ κπνξεί λα γίλεη επέθηαζε ησλ απνηειεζκάησλ γηα ηνλ πιεζπζκό. ΢πλνπηηθά, ε Θεσξία 

Γεηγκαηνιεςίαο (Sampling Theory) είλαη ην πεδίν ηεο ζηαηηζηηθήο πνπ πεξηιακβάλεη ηε κεζνδνινγία (α) γηα ηελ 

επηινγή ελόο δείγκαηνο από έλαλ κεγαιύηεξν πιεζπζκό θαη (β) γηα ηελ εμαγσγή αμηόπηζησλ ζπκπεξαζκάησλ γηα 

ηα εξσηήκαηα ηεο έξεπλαο πνπ ζα έρνπλ ηζρύ γηα ηνλ πιεζπζκό. Οη πην γλσζηέο από ηηο κεζόδνπο 

δεηγκαηνιεςίαο πνπ βαζίδνληαη ζηηο πηζαλόηεηεο είλαη ε απιή ηπραία (simple random), ε ζπζηεκαηηθή 

(systematic), ε ζηξσκαηνπνηεκέλε (stratified) θαη ε δεηγκαηνιεςία θαηά νκάδεο (cluster). 

1.1. Γεηγκαηνιεπηηθή Έξεπλα 

Με ηελ αλάπηπμε ησλ ππνινγηζηψλ, ηνπ δηαδηθηχνπ (internet) θαη ησλ κέζσλ καδηθήο ελεκέξσζεο θαη 

επηθνηλσλίαο, ε πξφζβαζε ζε δεδνκέλα είλαη πνιχ πην εχθνιε απ‟φ,ηη παιηφηεξα. Σα δεδνκέλα απηά 

πξνέξρνληαη ή αθνξνχλ δεηήκαηα γχξσ απφ θάζε ηνκέα ηεο πξνζσπηθήο, θνηλσληθήο ή επαγγεικαηηθήο δσήο 

καο. Ο κεγάινο φγθνο ησλ δεδνκέλσλ θαζηζηά αλαγθαία ηελ έθθξαζή ηνπο κε πνζνηηθά ζηνηρεία θαη 

γξαθήκαηα, κε ζθνπφ ηελ θαιχηεξε νξγάλσζε, παξνπζίαζε θαη θαηαλφεζή ηνπο, θαη ηελ εμαγσγή 

ζπκπεξαζκάησλ. Ζ αλάγθε γηα ηελ χπαξμε πνζνηηθψλ ζπκπεξαζκάησλ γηα δηάθνξα ζέκαηα ηεο 

θαζεκεξηλφηεηαο είλαη ην αληηθείκελν ησλ δεηγκαηνιεπηηθψλ εξεπλψλ. 

Υαξαθηεξηζηηθφ παξάδεηγκα δεηγκαηνιεπηηθψλ εξεπλψλ είλαη νη δεκνζθνπήζεηο (opinion polls), φπνπ 

επηιέγεηαη έλα δείγκα απφ έλα ζχλνιν αλζξψπσλ θαη φζνη ην απνηεινχλ θαινχληαη λα απαληήζνπλ 

εθθξάδνληαο ηελ πξνζσπηθή ηνπο άπνςε ή πξνηίκεζε γχξσ απφ έλα ζέκα, π.ρ. εάλ είλαη ηθαλνπνηεκέλνη απφ 

ην ζχζηεκα πγείαο, ζε ηη βαζκφ πξνηηκνχλ έλα θαηαλαισηηθφ πξντφλ, πνην πνιηηηθφ θφκκα ηνχο εθθξάδεη 

πεξηζζφηεξν θηι. Οη δεκνζθνπήζεηο ρξεζηκνπνηνχληαη κε κεγάιε ζπρλφηεηα ζε έξεπλεο καξθεηηγθ, 

δηαθήκηζεο θαη έξεπλεο πνιηηηθνχ ραξαθηήξα. 

Οη δεηγκαηνιεπηηθέο έξεπλεο κπνξεί λα αθνξνχλ θαη πιεζπζκνχο πνπ δελ έρνπλ σο κέιε ηνπο αλζξψπνπο. 

Π.ρ. κηα έξεπλα πνπ έρεη σο ζηφρν λα απαληήζεη ζην εξψηεκα πφζα ζηξέκκαηα θαιιηεξγήζηκεο γεο κηαο 

ρψξαο θαιιηεξγνχληαη κε ζηηάξη, ή πνην πνζνζηφ ησλ πξντφλησλ απφ κηα γξακκή παξαγσγήο είλαη 

ειαηησκαηηθά. 

Άιια παξαδείγκαηα δεηγκαηνιεπηηθψλ εξεπλψλ είλαη νη έξεπλεο πνπ δηεμάγνληαη ζε επίπεδν ρσξψλ ή 

κηθξφηεξσλ δηνηθεηηθψλ κνλάδσλ, κε ζθνπφ ηελ εθηίκεζε π.ρ. ηνπ πνζνζηνχ αλεξγίαο ησλ θαηνίθσλ θαη πψο 

απηφ κεηαβάιιεηαη αλά κήλα, ηνπ πνζνζηνχ ησλ θαηνίθσλ πνπ νινθιεξψλνπλ ηελ εθπαίδεπζε ζε θάζε 

εθπαηδεπηηθή βαζκίδα (βαζηθή, ππνρξεσηηθή, αλψηεξε, αλψηαηε), ηνπ κεγέζνπο ηνπ πιεζσξηζκνχ, ηνπ 

πνζνζηνχ ησλ λνηθνθπξηψλ ηεο ρψξαο πνπ δελ έρνπλ θεληξηθή ζέξκαλζε θηι. 

Οη δεηγκαηνιεπηηθέο έξεπλεο πνπ ζα καο απαζρνιήζνπλ ζηε ζπλέρεηα αθνξνχλ έξεπλεο πνπ έρνπλ σο ζηφρν 

ηε κειέηε ηνπ πιεζπζκνχ ζε κηα ζπγθεθξηκέλε ρξνληθή ζηηγκή (ρσξίο δηάξθεηα) θαη απφ ηηο νπνίεο 

ελδηαθεξφκαζηε λα βγάινπκε ζπκπεξάζκαηα γηα άγλσζηεο πνζφηεηεο ηνπ πιεζπζκνχ. Οη έξεπλεο απηέο 

ιέγνληαη cross-sectional θαη ηδαληθά απνηεινχλ έλα ζηηγκηφηππν (snapshot) ηνπ πιεζπζκνχ ηε ζηηγκή ηεο 

έξεπλαο. 

Αληίζεηα, νη cohort δεηγκαηνιεπηηθέο έξεπλεο είλαη έξεπλεο νη νπνίεο ζηνρεχνπλ ζηε κειέηε ελφο 

ραξαθηεξηζηηθνχ ηνπ πιεζπζκνχ ζηε δηάξθεηα ηνπ ρξφλνπ, θαη θαηά πφζν ή ζε πνην βαζκφ επεξεάδεηαη ην 

ππφ κειέηε ραξαθηεξηζηηθφ απφ άιινπο παξάγνληεο. 
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Ζ αλάγθε γηα γξήγνξε εμαγσγή απνηειεζκάησλ θαη γηα ζχγθξηζε απηψλ ζε ηαθηά ρξνληθά δηαζηήκαηα 

θαζηζηά ηε ρξήζε ησλ δεηγκαηνιεπηηθψλ εξεπλψλ επηβεβιεκέλε ζε ζρέζε κε ηελ ελαιιαθηηθή επηινγή πνπ 

είλαη ε απνγξαθή ηνπ πιεζπζκνχ. ΢ηελ παξάγξαθν πνπ αθνινπζεί, δίλνληαη αλαιπηηθά νη νξηζκνί ηνπ 

πιεζπζκνχ, ηεο απνγξαθήο θαη ηνπ δείγκαηνο (βι. Groves et al, 2009). 

1.2. Πιεζπζκόο – Γείγκα 

Όια ηα παξαδείγκαηα πνπ δφζεθαλ ζηελ πξνεγνχκελε παξάγξαθν έρνπλ σο θνηλφ γλψξηζκα φηη αλαθέξνληαη 

ζε έλα ζχλνιν κε ζπγθεθξηκέλν πιήζνο κειψλ, π.ρ. νη θάηνηθνη κηαο ρψξαο, ην ζχλνιν ησλ λνηθνθπξηψλ ηεο 

ρψξαο θηι. Σν ζχλνιν ησλ κειψλ πνπ είλαη πεπεξαζκέλνπ, θαη φρη άπεηξνπ, πιήζνπο νλνκάδεηαη 

πεπεξαζκέλνο πιεζπζκόο (finite population). ΢ε φια ηα θεθάιαηα πνπ αθνινπζνχλ, ππνζέηνπκε φηη ν 

πιεζπζκφο είλαη πεπεξαζκέλνο. 

Οξηζκόο 1.1 

Αληηθεηκεληθόο πιεζπζκόο (target population) είλαη ην ζχλνιν ησλ κειψλ γηα ην νπνίν ελδηαθεξφκαζηε λα 

εμαγάγνπκε θάπνηα ζπκπεξάζκαηα. 

Παξάδεηγκα 1.1 

Γηα ηε δεηγκαηνιεπηηθή έξεπλα πνπ ζηνρεχεη ζηνλ ππνινγηζκφ ηνπ πνζνζηνχ αλεξγίαο ησλ θαηνίθσλ κηαο 

ρψξαο, ν αληηθεηκεληθφο πιεζπζκφο είλαη φινη νη θάηνηθνη ηεο ρψξαο (άλσ ησλ 18 εηψλ, νη νπνίνη κπνξνχλ λα 

εξγαζηνχλ). 

Οξηζκόο 1.2 

Ζ έξεπλα πνπ βαζίδεηαη ζηε κειέηε φισλ ησλ ζηνηρείσλ ελφο πιεζπζκνχ, νλνκάδεηαη απνγξαθή (census). 

 

΢ηελ πεξίπησζε ηεο απνγξαθήο, ην εξψηεκα (ή ηα εξσηήκαηα) ηεο έξεπλαο ηίζεηαη ζε θάζε κέινο ηνπ 

πιεζπζκνχ. Σα ζηνηρεία πνπ ζα ζπγθεληξσζνχλ κε ην ηέινο ηεο έξεπλαο ρξεζηκνπνηνχληαη γηα ηνλ 

ππνινγηζκφ ζπγθεληξσηηθψλ πνζνηήησλ (π.ρ. κέζε ηηκή) ηνπ πιεζπζκνχ. Σα δεδνκέλα κηαο απνγξαθήο 

πξνζθέξνπλ ηε δπλαηφηεηα έγθπξσλ απνηειεζκάησλ γηα ηα εξσηήκαηα ηεο έξεπλαο, δειαδή απνηειεζκάησλ 

πνπ βαζίδνληαη ζηελ πιήξε πιεξνθνξία γηα ηνλ πιεζπζκφ θαη δελ εκπεξηέρνπλ „ζηαηηζηηθφ ιάζνο‟ (statistical 

error). Ζ έθθξαζε „ζηαηηζηηθφ ιάζνο‟ ή „αβεβαηφηεηα‟, πνπ αλαθέξεηαη ζπρλά ζε δεκνζηεχζεηο 

απνηειεζκάησλ δεηγκαηνιεπηηθψλ εξεπλψλ, ζα δηεπθξηληζηεί επαθξηβψο ζηε ζπλέρεηα ηνπ θεθαιαίνπ. 

Παξφιν ην πιενλέθηεκα ηεο απνγξαθήο σο πξνο ηελ αθξίβεηα ησλ απνηειεζκάησλ, είλαη πξνθαλέο φηη ε 

δηεμαγσγή κηαο ηέηνηαο δηαδηθαζίαο είλαη ρξνλνβφξα ππφζεζε, κε κεγάιν θφζηνο ζε ζρεδηαζκφ, νξγάλσζε 

θαη πινπνίεζε. Δπίζεο, ιφγσ απηψλ ησλ ραξαθηεξηζηηθψλ, ε απνγξαθή δελ είλαη εθηθηφ λα πξαγκαηνπνηείηαη 

ζε ππθλά ρξνληθά δηαζηήκαηα, θαη θαηά ζπλέπεηα δελ είκαζηε ζε ζέζε λα δηαπηζηψλνπκε θαηά πφζνλ νη 

πνζφηεηεο ηνπ πιεζπζκνχ πνπ καο ελδηαθέξνπλ κεηαβάιινληαη ζηελ πάξνδν ηνπ ρξφλν. Π.ρ. εάλ 

ελδηαθεξφκαζηε γηα ην πνζνζηφ αλεξγίαο ζε κηα κεγάιε πφιε ή ρψξα, ν ππνινγηζκφο ηνπ βάζεη απνγξαθήο 

θάζε 2 κήλεο γηα παξάδεηγκα, ζα ήηαλ αλέθηθηνο. Δπίζεο, έλα άιιν πξαθηηθφ πξφβιεκα είλαη φηη γηα ηελ 

πινπνίεζε κηαο απνγξαθήο είλαη απαξαίηεην λα ππάξρεη κηα ιίζηα πνπ πεξηιακβάλεη έλα πξνο έλα φια ηα 

κέιε ηνπ πιεζπζκνχ. 

Δλαιιαθηηθά ηεο απνγξαθήο, ε έξεπλα βαζίδεηαη ζε έλα ππνζχλνιν ηνπ πιεζπζκνχ πνπ ιέγεηαη δείγκα 

(sample) θαη θάλνπκε ιφγν γηα δεηγκαηνιεπηηθή έξεπλα (sampling survey). Καηά ηε δηεμαγσγή κηαο 

δεηγκαηνιεπηηθήο έξεπλαο, ηα κέιε ηνπ πιεζπζκνχ πνπ αληηζηνηρνχλ ζην δείγκα εληνπίδνληαη θαη θαινχληαη 

λα απαληήζνπλ ζην εξψηεκα ή ηα εξσηήκαηα ηεο έξεπλαο. Σα ζηνηρεία πνπ ζπιιέγνληαη θαηά ηε δηεμαγσγή 

κηαο δεηγκαηνιεπηηθήο έξεπλαο ρξεζηκνπνηνχληαη θαη απηά, φπσο θαη ηεο απνγξαθήο, γηα ηνλ ππνινγηζκφ 

ζπγθεληξσηηθψλ πνζνηήησλ, φρη φκσο ηνπ πιεζπζκνχ, αιιά ησλ αληίζηνηρσλ πνζνηήησλ ζην δείγκα. Ζ 

δηαηχπσζε νπνηνπδήπνηε ζπκπεξάζκαηνο γηα πνζφηεηεο ηνπ πιεζπζκνχ, κε βάζε ηηο αληίζηνηρεο ηνπ 

δείγκαηνο, απαηηεί ηελ αλάπηπμε θαηάιιειεο κεζνδνινγίαο. Λφγσ ηεο επηινγήο κέξνπο κφλν ηνπ πιεζπζκνχ, 
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ηα απνηειέζκαηα κηαο δεηγκαηνιεπηηθήο έξεπλαο εκπεξηέρνπλ κηα „ηπραηφηεηα‟ ή „αβεβαηφηεηα‟, ζε αληίζεζε 

κε ηελ απνγξαθή. 

΢ηα πξνθαλή πιενλεθηήκαηα ηεο δεηγκαηνιεπηηθήο έξεπλαο πεξηιακβάλνληαη ην κηθξφ θφζηνο, ε ζχληνκε 

δηάξθεηα ηεο ζπιινγήο δεδνκέλσλ θαη ε επαλαιεςηκφηεηα ηεο δηαδηθαζίαο, δει. ηα ηξία ζηνηρεία πνπ 

απνηεινχλ ηα βαζηθά κεηνλεθηήκαηα ηεο απνγξαθήο. Γεληθά, θαηά ηνλ ζρεδηαζκφ θαη ηε δηεμαγσγή κηαο 

δεηγκαηνιεπηηθήο έξεπλαο, γίλεηαη πξνζπάζεηα λα επηηεπρζεί κείσζε ηνπ θφζηνπο θαη ηνπ ρξφλνπ δηεμαγσγήο 

ηεο έξεπλαο, κε ηαπηφρξνλν έιεγρν ηεο αβεβαηφηεηαο πνπ ζα εκπεξηέρεηαη ζηα απνηειέζκαηα. Ζ ηζνξξνπία 

κεηαμχ απηψλ ησλ δχν ζπληζησζψλ εμαξηάηαη απφ πνιινχο παξάγνληεο θαη ζα είλαη έλα απφ ηα αληηθείκελα 

πνπ ζα καο απαζρνιήζνπλ ζε επφκελα θεθάιαηα. 

Σέινο, κπνξνχκε λα πξνζζέζνπκε έλα αθφκα πιενλέθηεκα ηεο δεηγκαηνιεπηηθήο έξεπλαο. Δπεηδή ν αξηζκφο 

ησλ ζπκκεηερφλησλ ζηελ έξεπλα είλαη κηθξφηεξνο ζε ζχγθξηζε κε ηελ απνγξαθή, ν φγθνο ησλ δεδνκέλσλ 

πνπ έρνπκε λα ρεηξηζηνχκε είλαη κηθξφηεξνο, κε απνηέιεζκα λα ειαρηζηνπνηνχληαη ζθάικαηα ηα νπνία 

ζρεηίδνληαη κε ηελ θαηαγξαθή, ηελ θσδηθνπνίεζε θαη ηελ επεμεξγαζία ησλ δεδνκέλσλ, θαη ζηα νπνία είλαη 

πηζαλφλ λα ππνπέζνπκε. Έλα άιιν πξαθηηθφ πιενλέθηεκα ηεο δεηγκαηνιεπηηθήο έξεπλαο έλαληη ηεο 

απνγξαθήο, είλαη φηη, ζε νξηζκέλεο πεξηπηψζεηο, ε θαηαγξαθή κηαο κέηξεζεο γηα κηα κνλάδα ηνπ πιεζπζκνχ 

ζπλεπάγεηαη αιινίσζε ή θαηαζηξνθή ηεο κνλάδαο. Παξάδεηγκα, ε δηάξθεηα δσήο ελφο ειεθηξηθνχ ιακπηήξα 

απφ κηα γξακκή παξαγσγήο ιακπηήξσλ, ή ν έιεγρνο ηεο ηθαλνπνηεηηθήο αλάπηπμεο ησλ ξηδψλ ελφο θπηνχ 

πνπ θαιιηεξγείηαη ζε έλα θπηψξην. ΢ηηο πεξηπηψζεηο απηέο, ε δεηγκαηνιεςία απνηειεί κνλαδηθή ιχζε θαη φρη 

απιψο ελαιιαθηηθή ηεο απνγξαθήο. 

Απ‟ ηελ άιιε πιεπξά, ελψ ν φγθνο ησλ δεδνκέλσλ γηα κηα δεηγκαηνιεςία είλαη κηθξφηεξνο ζε ζχγθξηζε κε 

ηελ απνγξαθή, ε πηνζέηεζε ηεο δεηγκαηνιεπηηθήο έξεπλαο σο επηινγήο είλαη πην απαηηεηηθή ζε φ,ηη αθνξά ην 

καζεκαηηθφ θαη ζηαηηζηηθφ ππφβαζξν πνπ είλαη απαξαίηεην πξνθεηκέλνπ (i) λα επηιεγνχλ νη κνλάδεο ηνπ 

πιεζπζκνχ πνπ ζα απνηεινχλ ην δείγκα θαη (ii) λα εμαρζνχλ αμηφπηζηα απνηειέζκαηα γηα ηα εξσηήκαηα ηεο 

έξεπλαο, πνπ ζα έρνπλ ηζρχ γηα ηνλ πιεζπζκφ. Σα δχν ηειεπηαία απηά ραξαθηεξηζηηθά ηεο δεηγκαηνιεπηηθήο 

έξεπλαο απνηεινχλ θαη ην αληηθείκελν ηεο Θεσξίαο Γεηγκαηνιεςίαο (Sampling Theory). 

 

Γίλνπκε ζηε ζπλέρεηα έλαλ αθφκα νξηζκφ γηα ηνλ πιεζπζκφ εθηφο ηνπ αληηθεηκεληθνχ, ν νπνίνο ζπλδέεηαη κε 

ηελ επηινγή ηεο δεηγκαηνιεπηηθήο έξεπλαο έλαληη ηεο απνγξαθήο γηα ηελ εμαγσγή ησλ απνηειεζκάησλ. 

Οξηζκόο 1.3 

Τπό κειέηε πιεζπζκόο ή δεηγκαηνιεπηηθό πιαίζην (sampling frame) είλαη ην ζχλνιν ησλ κειψλ ζηα νπνία ζα 

βαζηζηνχκε πξνθεηκέλνπ λα πινπνηήζνπκε ηε δεηγκαηνιεπηηθή έξεπλα. 

Παξάδεηγκα 1.2 

Γηα ηε δεηγκαηνιεπηηθή έξεπλα ηνπ Παξαδείγκαηνο 1.1, πνπ ζηνρεχεη ζηνλ ππνινγηζκφ ηνπ πνζνζηνχ 

αλεξγίαο ησλ θαηνίθσλ κηαο ρψξαο, εάλ ε έξεπλα δηεμαρζεί επηιέγνληαο ηπραία ηειεθσληθνχο αξηζκνχο απφ 

ηνπο ηειεθσληθνχο θαηαιφγνπο ηεο ρψξαο, ηφηε ν ππφ κειέηε πιεζπζκφο είλαη φινη νη θάηνηθνη ηεο ρψξαο 

(άλσ ησλ 18 εηψλ, νη νπνίνη κπνξνχλ λα εξγαζηνχλ) θαη νη νπνίνη έρνπλ ηειέθσλν. 

Παξάδεηγκα 1.3 

Δάλ ελδηαθεξφκαζηε γηα ηνλ ππνινγηζκφ ηνπ πνζνζηνχ ησλ παηδηψλ κηαο πφιεο, ειηθίαο 6 εηψλ, ηα νπνία δελ 

έρνπλ θάλεη ηα βαζηθά εκβφιηα, ηφηε: 

(i) ΢ηελ πεξίπησζε πνπ ε έξεπλα γίλεη εληνπίδνληαο πξψηα φια ηα παηδηά ειηθίαο 6 εηψλ ηεο 

πφιεο, ηα νπνία είλαη εγγεγξακκέλα ζηα δεκνηνιφγηα ηεο πφιεο, θαη επηιέγνληαο έλα δείγκα, 

ηφηε ν ππό κειέηε πιεζπζκόο είλαη ηα παηδηά 6 εηψλ ηεο πφιεο πνπ είλαη εγγεγξακκέλα ζηα 

δεκνηνιφγηα. 

(ii) Δάλ ε έξεπλα δηεμαρζεί επηιέγνληαο έλα ππνζχλνιν Γεκνηηθψλ ΢ρνιείσλ ηεο πφιεο, θαη ηα 

παηδηά ηεο Πξψηεο Σάμεο ησλ ΢ρνιείσλ απηψλ ζπκπεξηιεθζνχλ ζην δείγκα, ν ππό κειέηε 

πιεζπζκφο είλαη ηα παηδηά 6 εηψλ ηεο πφιεο πνπ θνηηνχλ ζε έλα απφ ηα Γεκνηηθά ΢ρνιεία. 
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Ο αληηθεηκεληθόο πιεζπζκόο γηα ην παξάδεηγκά καο είλαη ηα παηδηά ηεο πφιεο ειηθίαο 6 εηψλ. 

Γεληθφηεξα, ελψ ν αληηθεηκεληθφο πιεζπζκφο είλαη κνλνζήκαληα νξηζκέλνο, ν ππφ κειέηε πιεζπζκφο 

ελδέρεηαη λα έρεη πνιινχο νξηζκνχο, αθφκα θη αλ αλαθεξφκαζηε ζηελ ίδηα έξεπλα. Απηφ ζπκβαίλεη γηαηί ν 

ππφ κειέηε πιεζπζκφο ζπλδέεηαη κε ηνλ ηξφπν πινπνίεζεο ηεο έξεπλαο θαη θαηά ζπλέπεηα ζα δηαθέξεη, δει. 

ζα νξίδεηαη δηαθνξεηηθά, αλάινγα κε ηε κέζνδν επηινγήο ηνπ δείγκαηνο θαη κε ηε κέζνδν πξφζβαζεο ζηα 

κέιε ηνπ ζπλφινπ γηα ηελ επηθνηλσλία θαη ηελ θαηαγξαθή ηεο κέηξεζεο. 

Ο ππφ κειέηε πιεζπζκφο είλαη ζηε γεληθή πεξίπησζε έλα ππνζχλνιν ηνπ αληηθεηκεληθνχ πιεζπζκνχ. ΢ην 

Παξάδεηγκα 1.2, ν ππφ κειέηε πιεζπζκφο δελ ζπκπεξηιακβάλεη ηνπο θαηνίθνπο ηεο ρψξαο πνπ δελ έρνπλ 

ηειέθσλν. ΢ην Παξάδεηγκα 1.3(ii), ν ππφ κειέηε πιεζπζκφο δελ ζπκπεξηιακβάλεη ηα παηδηά ηεο πφιεο πνπ 

δελ θνηηνχλ ζε θάπνην απφ ηα ζρνιεία. Πξνθαλψο, φζν πην θνληά είλαη ν ππφ κειέηε πιεζπζκφο ζηνλ 

αληηθεηκεληθφ πιεζπζκφ, ηφζν θαιχηεξν είλαη ην δεηγκαηνιεπηηθφ πιαίζην, γηαηί απνθεχγνληαη ηα ζθάικαηα 

κε-θάιπςεο (non-coverage error). 

Ο αληηθεηκεληθφο πιεζπζκφο πνιιέο θνξέο αλαθέξεηαη θαη σο ζεσξεηηθόο πιεζπζκόο (theoretical 

population), γηαηί είλαη ην ζχλνιν ησλ κειψλ ζην νπνίν ζεσξεηηθά ζηνρεχνπκε. Αληίζεηα, ν ππφ κειέηε 

πιεζπζκφο, φπσο είδακε, είλαη ν πιεζπζκφο πνπ ρξεζηκνπνηνχκε ζηελ πξάμε. 

1.3. Γείγκαηα πηζαλόηεηαο θαη δείγκαηα κε-πηζαλόηεηαο 

Αλάινγα κε ηνλ κεραληζκφ επηινγήο ησλ κνλάδσλ ηνπ πιεζπζκνχ ζην δείγκα, ν νπνίνο νλνκάδεηαη θαη 

δεηγκαηνιεπηηθό ζρέδην (sampling design), ηα δείγκαηα ρσξίδνληαη αξρηθά ζε δχν κεγάιεο θαηεγνξίεο. Σα 

δείγκαηα πηζαλόηεηαο (probability samples) θαη ηα δείγκαηα κε-πηζαλόηεηαο (non-probability samples). 

Αληίζηνηρα, ε δεηγκαηνιεςία νλνκάδεηαη δεηγκαηνιεςία πηζαλφηεηαο θαη δεηγκαηνιεςία κε-πηζαλφηεηαο. 

1.3.1 Γείγκαηα Πηζαλόηεηαο 

Έλα δείγκα ιέγεηαη δείγκα πηζαλφηεηαο φηαλ ε θάζε κνλάδα ηνπ πιεζπζκνχ έρεη κηα πηζαλφηεηα, 

ζπγθεθξηκέλε θαη κε-κεδεληθή, λα ζπκπεξηιεθζεί ζην δείγκα. Ζ πηζαλφηεηα απηή είλαη πξνθαζνξηζκέλε πξηλ 

απφ ηελ επηινγή ηνπ δείγκαηνο. 

΢πλεπψο, ζχκθσλα κε ηα δείγκαηα πηζαλφηεηαο, ε κέζνδνο δεηγκαηνιεςίαο δελ απνθιείεη θάπνηεο κνλάδεο 

ηνπ πιεζπζκνχ απφ ην ελδερφκελν λα είλαη κέξε ηνπ δείγκαηνο. Δπηπιένλ, ε πξνθαζνξηζκέλε, θαη θαηά 

ζπλέπεηα γλσζηή, πηζαλφηεηα επηινγήο ηεο θάζε κνλάδαο ηνπ πιεζπζκνχ ζπλεπάγεηαη ή εγγπάηαη φηη ζηε 

δηαδηθαζία επηινγήο ηνπ δείγκαηνο ππεηζέξρεηαη ν παξάγνληαο ηεο ηπραηφηεηαο. 

Παξάδεηγκα 1.4 

Έζησ φηη ελδηαθεξφκαζηε γηα ηε γλψκε (ζεηηθή ή αξλεηηθή) 200 δεκoηψλ γηα κηα απφθαζε ηνπ δεκνηηθνχ 

ζπκβνπιίνπ ηεο πφιεο ηνπο. 

Δάλ επηιέμνπκε ηπραία 200 άηνκα απφ ην δεκνηνιφγην ηεο πφιεο θαη επηθνηλσλήζνπκε ζηε ζπλέρεηα καδί 

ηνπο, π.ρ. κέζσ ηαρπδξνκείνπ, ηφηε ην δείγκα είλαη έλα δείγκα πηζαλφηεηαο. Σν θάζε κέινο ηνχ ππφ κειέηε 

πιεζπζκνχ, ν θάζε δεκφηεο ζηελ πξνθεηκέλε πεξίπησζε, έρεη κηα πξνθαζνξηζκέλε πηζαλφηεηα λα αλήθεη ζην 

δείγκα. Δηδηθφηεξα, γηα ην παξάδεηγκά καο, νη πηζαλφηεηεο επηινγήο είλαη ίζεο κεηαμχ ησλ κειψλ ηνπ 

πιεζπζκνχ, θαη ζπγθεθξηκέλα ίζεο κε 1 πξνο ην πιήζνο ησλ εγγεγξακκέλσλ δεκνηψλ. 

Παξάδεηγκα 1.5 

Έζησ φηη ην ζέκα ηεο έξεπλαο αθνξά ηελ ίδξπζε παηδηθψλ ζηαζκψλ, θαη ζπλεπψο ελδηαθέξεη πεξηζζφηεξν 

ηνπο γνλείο πνπ έρνπλ παηδηά ζε πξνζρνιηθή ειηθία. Θα κπνξνχζακε λα επηιέμνπκε 150 άηνκα απφ ηε 

ζπγθεθξηκέλε απηή θαηεγνξία θαη 50 άηνκα απφ φινπο ηνπο ππφινηπνπο. Σν δείγκα απηφ παξακέλεη έλα 

δείγκα πηζαλφηεηαο, φπνπ νη πηζαλφηεηεο είλαη άληζεο κεηαμχ ησλ δχν θαηεγνξηψλ ησλ δεκνηψλ ηεο πφιεο, 

αιιά είλαη γλσζηέο θαη πξνθαζνξηζκέλεο. Πην ζπγθεθξηκέλα, νη πηζαλφηεηεο εδψ πξνζδηνξίδνληαη απφ ηα 

πιήζε, έζησ 𝛮𝛢  θαη 𝛮𝛣 , ησλ δεκνηψλ πνπ αλήθνπλ ζηελ πξψηε θαη ηε δεχηεξε θαηεγνξία, αληίζηνηρα. Ζ 
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πηζαλφηεηα πνπ ζα έρεη ν θάζε δεκφηεο κε παηδί ζε πξνζρνιηθή ειηθία λα επηιεγεί γηα ην δείγκα ζα είλαη 

1/𝛮𝛢  ελψ ε πηζαλφηεηα γηα ηνπο δεκφηεο ρσξίο παηδηά απηήο ηεο ειηθίαο ζα είλαη 1/𝛮𝛣 . 

 

Καη ζηα δχν παξαδείγκαηα ππάξρεη ν παξάγνληαο ηεο ηπραηφηεηαο. 

Δάλ, πξνθεηκέλνπ λα δηεμάγνπκε ηελ ίδηα έξεπλα κε απηή ηνπ Παξαδείγκαηνο 1.4, απνθαζίδακε λα 

ζπκπιεξψζνπκε ην δείγκα ησλ 200 δεκνηψλ ξσηψληαο ηνπο πξψηνπο 200 πνπ ζα πεξάζνπλ απφ έλα 

ζπγθεθξηκέλν ζεκείν ελφο πνιπζχρλαζηνπ δξφκνπ, ην δείγκα δελ είλαη δείγκα πηζαλφηεηαο. Απηφ ζπκβαίλεη 

γηαηί ζχκθσλα κε ηελ παξαπάλσ δηαδηθαζία επηινγήο, ν θάζε δεκφηεο δελ έρεη κηα ζεηηθή, κε-κεδεληθή 

πηζαλφηεηα επηινγήο. Οη δεκφηεο πνπ δελ ζα πεξάζνπλ απφ ην ζεκείν απηφ ηνπ δξφκνπ ζα έρνπλ κεδεληθή 

πηζαλφηεηα επηινγήο. 

 

Οη πην γλσζηέο κέζνδνη δεηγκαηνιεςίαο πνπ αλήθνπλ ζηελ θαηεγνξία ησλ δεηγκαηνιεςηψλ πηζαλφηεηαο είλαη 

νη: 

 Απιή ηπραία, 

 ΢ηξσκαηνπνηεκέλε, 

 ΢πζηεκαηηθή, 

 Γείγκαηα κε άληζεο πηζαλφηεηεο - Γεηγκαηνιεςία αλάινγα ηνπ κεγέζνπο, 

 Καηά νκάδεο ή ζε πνιιά ζηάδηα, 

 ΢πλδπαζκφο ησλ παξαπάλσ. 

΢ηα θεθάιαηα πνπ αθνινπζνχλ, γίλεηαη κειέηε ηεο θάζε κηαο απφ ηηο παξαπάλσ κεζφδνπο, αλαιπηηθά. 

 

Σν κεγάιν πιενλέθηεκα ησλ δεηγκάησλ πηζαλφηεηαο είλαη φηη επεηδή ε δηαδηθαζία επηινγήο ηνπ δείγκαηνο 

δηέπεηαη απφ ηνπο λφκνπο ησλ πηζαλνηήησλ, είλαη εθηθηή ε επέθηαζε ησλ φπνησλ ζπκπεξαζκάησλ απφ ην 

δείγκα ζηνλ πιεζπζκφ, κε ηε βνήζεηα ηεο ζηαηηζηηθήο ζπκπεξαζκαηνινγίαο. Οξηζκέλα ζηνηρεία ηεο πεξηνρήο 

ηεο ζηαηηζηηθήο ζπκπεξαζκαηνινγίαο, ζα δψζνπκε ζηελ παξάγξαθν 1.5. 

1.3.2 Γείγκαηα Με-Πηζαλόηεηαο 

Σα δείγκαηα κε-πηζαλφηεηαο είλαη ζηνλ αληίπνδα ησλ δεηγκάησλ πηζαλφηεηαο. Ζ κέζνδνο επηινγήο ησλ 

κνλάδσλ ηνπ δείγκαηνο δελ δηέπεηαη απφ ηνπο λφκνπο ηεο πηζαλφηεηαο, αιιά βαζίδεηαη ζε θξηηήξηα φπσο ε 

επθνιία, ε εχθνιε πξφζβαζε, ε δηαζεζηκφηεηα, ν ζχληνκνο ρξφλνο ζπιινγήο ησλ δεδνκέλσλ θηι. Σα 

θξηηήξηα απηά δελ εμαζθαιίδνπλ κηα ζεηηθή θαη πξνθαζνξηζκέλε πηζαλφηεηα επηινγήο ζην δείγκα γηα ην θάζε 

κέινο ηνπ πιεζπζκνχ. Αληίζεηα ε επηινγή ή κε ησλ κειψλ ηνπ πιεζπζκνχ ζην δείγκα γίλεηαη κε βεβαηφηεηα. 

Σα βαζηθφηεξα είδε δεηγκαηνιεςίαο πνπ αλήθνπλ ζηελ θαηεγνξία ησλ δεηγκάησλ κε-πηζαλφηεηαο είλαη: 

 Γείγκαηα Δπθνιίαο (accessibility or convenience samples) 

Δίλαη ηα δείγκαηα φπνπ νη δεηγκαηνιεπηηθέο κνλάδεο επηιέγνληαη απφ ηνλ πιεζπζκφ κε θξηηήξην ηελ επθνιία, 

θαη φρη ηελ ηπραηφηεηα ή ηελ επηδίσμε ηεο αληηπξνζσπεπηηθφηεηαο ηνπ πιεζπζκνχ. 

Έλα παξάδεηγκα δείγκαηνο επθνιίαο είλαη φηαλ ην δείγκα ζπιιέγεηαη κέζσ κηαο εθαξκνγήο ζην δηαδίθηπν 

φπνπ φπνηνο ζέιεη λα ζπκκεηέρεη ζηελ έξεπλα θαη λα απαληήζεη ζηελ εξψηεζε κπνξεί λα ην θάλεη κφλνο ηνπ. 

Δπίζεο, ζην Παξάδεηγκα 1.4, ην δείγκα πνπ ζπιιέγεηαη ξσηψληαο ηνπο 200 πξψηνπο πνπ ζα πεξάζνπλ απφ ην 

ζηαζεξφ ζεκείν φπνπ βξίζθεηαη ν ζπλεληεχθηεο, είλαη έλα δείγκα επθνιίαο. Καη ζηηο δχν πεξηπηψζεηο, 

ππάξρεη έληνλνο ν θίλδπλνο ησλ κεξνιεπηηθψλ απνηειεζκάησλ. ΢ηε κελ πξψηε πεξίπησζε, ε ζπκκεηνρή 

ζηελ έξεπλα γίλεηαη κε πξσηνβνπιία ηνπ κέινπο ηνπ πιεζπζκνχ, θαη φρη κε ηπραηφηεηα, άξα ε ζπκκεηνρή ή 

φρη εμαξηάηαη απφ ην αλ ην άηνκν έρεη ζεηηθή ή φρη άπνςε γηα ην ζέκα ηεο έξεπλαο. Δπίζεο, απνθιείνληαη 

φινη φζνη, είηε δελ έρνπλ πξφζβαζε ζην δηαδίθηπν, είηε δελ είδαλ ηε ζπγθεθξηκέλε εθαξκνγή ηεο έξεπλαο. 
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΢ηε δεχηεξε πεξίπησζε, ε κεξνιεςία είλαη ππξθηή γηαηί, γηα παξάδεηγκα, απνθιείνληαη ηα κέιε ηνπ 

πιεζπζκνχ πνπ ιφγσ ειηθίαο, ή επεηδή εξγάδνληαη, δελ δηέξρνληαη απφ ηνλ ζπγθεθξηκέλν δξφκν ηελ ψξα ηεο 

έξεπλαο. 

Γεληθφηεξα, ζηα δείγκαηα επθνιίαο δελ είλαη εθηθηφ λα εμαρζνχλ απνηειέζκαηα ηα νπνία ζηε ζπλέρεηα ζα 

γεληθεπηνχλ γηα ηνλ πιεζπζκφ, γηαηί ην δείγκα δελ είλαη αληηπξνζσπεπηηθφ. Ζ ίδηα απηή παξαηεξήζε ηζρχεη 

γηα φια ηα δείγκαηα κε-πηζαλφηεηαο ζπλνιηθά. 

 Γείγκαηα Κξίζεο (Judgmental samples) 

΢ηα δείγκαηα θξίζεο ν εξεπλεηήο επηιέγεη ηηο κνλάδεο ηνπ πιεζπζκνχ κε βάζε ηελ πξνζσπηθή ηνπ θξίζε, ή 

ηελ εκπεηξία ηνπ απφ πξνεγνχκελεο έξεπλεο κε παξφκνην ζέκα ζην ίδην ζχλνιν πιεζπζκνχ. Γηα παξάδεηγκα, 

ζε δεκνζθνπήζεηο κε ζηφρν πνιηηηθέο έξεπλεο, απνηειέζκαηα εθινγψλ θηι., ν εξεπλεηήο κπνξεί λα επηιέμεη 

ην δείγκα ηνπ ζπκπεξηιακβάλνληαο κε βεβαηφηεηα πεξηνρέο ηνπ πιεζπζκνχ πνπ έρνπλ ηδηαίηεξα 

ραξαθηεξηζηηθά, π.ρ. ζηηο πην πξφζθαηεο εθινγέο, ηα εθινγηθά απνηειέζκαηα ησλ πεξηνρψλ απηψλ ήηαλ πνιχ 

θνληά ζηα ηειηθά απνηειέζκαηα φιεο ηεο επηθξάηεηαο. Οη πεξηνρέο απηέο απνθαινχληαη «πεξηνρέο 

βαξφκεηξν» θαη επηιέγνληαη κε βεβαηφηεηα ζην δείγκα, γηαηί βάζεη ηεο εκπεηξίαο απφ πξνεγνχκελεο εθινγέο 

ζεσξνχληαη αληηπξνζσπεπηηθέο. 

 Γείγκαηα Υηνλνζηηβάδαο (Snowball sampling) 

΢ηα δείγκαηα ρηνλνζηηβάδαο, ην δείγκα γίλεηαη πξνζβάζηκν ζηνλ εξεπλεηή κέζσ ελφο κηθξνχ αξρηθνχ 

ζπλφινπ δείγκαηνο πνπ είλαη δηαζέζηκν ζε εθείλνλ. Ζ θάζε κηά δεηγκαηνιεπηηθή κνλάδα ηνπ αξρηθνχ 

δείγκαηνο πξνζθέξεη ηα ζηνηρεία, θαη άξα ηελ πξφζβαζε, ζε έλα ζχλνιν απφ άιια κέιε ηνπ πιεζπζκνχ, ηα 

νπνία ζπκπεξηιακβάλνληαη ζην δείγκα, θαη ηα νπνία κε ηε ζεηξά ηνπο πξνζθέξνπλ πξφζβαζε ζε έλα άιιν 

ζχλνιν θνθ. Ο ζηαηηζηηθφο αλαιπηήο, ζπλεπψο, απνθηά ην δείγκα κέζσ ησλ αξρηθψλ εθπξνζψπσλ, ρσξίο 

πξνζπάζεηα εληνπηζκνχ θαη ρσξίο αλάγθε λα δηαζέηεη ζηνηρεία γηα ηνλ πιεζπζκφ (ιίζηα κειψλ, πιήζνο θηι). 

 Γείγκαηα κε πξνθαζνξηζκέλα πνζνζηά (Quota sampling) 

΢χκθσλα κε απηή ηε κέζνδν δεηγκαηνιεςίαο, ν ζηαηηζηηθφο αλαιπηήο ζπκπεξηιακβάλεη ζην δείγκα ηνπ 

κνλάδεο ηνπ πιεζπζκνχ έηζη, ψζηε ην ηειηθφ δείγκα λα έρεη εθπξνζψπνπο απφ θάζε θαηεγνξία ηνπ 

πιεζπζκνχ, θαη κάιηζηα κε αλαινγία ίζε κε εθείλε πνπ ηζρχεη γηα ηνλ πιεζπζκφ. Οη θαηεγνξίεο νξίδνληαη 

ζπλήζσο κε βάζε έλα δεκνγξαθηθφ θξηηήξην, π.ρ θχιν, ειηθηαθέο νκάδεο θηι. 

Έζησ, γηα παξάδεηγκα, φηη ελδηαθεξφκαζηε λα ζπιιέμνπκε έλα δείγκα 100 θνηηεηψλ ελφο ηκήκαηνο ΑΔΗ, θαη 

φηη ζεσξνχκε ην θχιν ησλ θνηηεηψλ ζεκαληηθφ παξάγνληα γηα ηελ έξεπλα. Αλ είλαη γλσζηφ φηη 40% ησλ 

θνηηεηψλ είλαη γπλαίθεο θαη 60% είλαη άληξεο, θαη ην δείγκα ζπιιεγεί επηιέγνληαο ηηο πξψηεο 40 θνηηήηξηεο 

ηνπ ηκήκαηνο πνπ ζα εληνπίζνπκε ζε κηα επίζθεςή καο ζην πξναχιην ηεο ΢ρνιήο, θαη αληίζηνηρα ηνπο 

πξψηνπο 60 άληξεο θνηηεηέο, ηφηε ην δείγκα ζα είλαη έλα δείγκα κε πξνθαζνξηζκέλα πνζνζηά. 

Ζ δεηγκαηνιεςία κε πξνθαζνξηζκέλα πνζνζηά έρεη νκνηφηεηεο κε ηε ζηξσκαηνπνηεκέλε, θαη εηδηθφηεξα ηελ 

αλαινγηθή ζηξσκαηνπνηεκέλε, αιιά δελ απνηειεί δεηγκαηνιεςία πηζαλφηεηαο φπσο ε ζηξσκαηνπνηεκέλε. 

Μηα πεξηγξαθή θαη ζχγθξηζε ηεο δεηγκαηνιεςίαο κε πξνθαζνξηζκέλα πνζνζηά κε ηε ζηξσκαηνπνηεκέλε 

δίλεηαη ζηελ παξάγξαθν 4.4. 

Γηα πεξαηηέξσ αλάιπζε ησλ δεηγκαηνιεπηηθψλ ζρεδίσλ κε-πηζαλφηεηαο, παξαπέκπνπκε κεηαμχ άιισλ ζην 

θεθάιαην 2 ηνπ βηβιίνπ Henry (1990). 

 

΢ηα θεθάιαηα πνπ αθνινπζνχλ, ζα αζρνιεζνχκε απνθιεηζηηθά κε ηα δείγκαηα πηζαλφηεηαο. Σα δείγκαηα κε-

πηζαλφηεηαο δελ επηηξέπνπλ γελίθεπζε γηα ηνλ πιεζπζκφ, νχηε ηελ αλάπηπμε ηεο ζηαηηζηηθήο κεζνδνινγίαο ε 

νπνία παξέρεη αθξηβή ζηνηρεία θαη ηδηφηεηεο γηα ηα απνηειέζκαηα ηνπ δείγκαηνο, κε ηε βνήζεηα ησλ νπνίσλ 

κπνξνχκε ζηε ζπλέρεηα λα εμαγάγνπκε αζθαιέζηεξα ζπκπεξάζκαηα γηα ηνλ πιεζπζκφ. ΢ηελ παξάγξαθν πνπ 
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αθνινπζεί, ζα δνζεί ν απαξαίηεηνο καζεκαηηθφο ζπκβνιηζκφο. ΢ηε ζπλέρεηα, δίλνπκε κηα ζπλνπηηθή 

επηζθφπεζε ησλ θπξηφηεξσλ ζηνηρείσλ απφ ηε ΢ηαηηζηηθή ζπκπεξαζκαηνινγία. 

1.4. ΢πκβνιηζκόο 

Τπνζέηνπκε φηη ν πιεζπζκφο γηα ηνλ νπνίν ελδηαθεξφκαζηε λα εμαγάγνπκε ζπκπεξάζκαηα κε ηε βνήζεηα 

ελφο δείγκαηνο είλαη πεπεξαζκέλνο, θαη έζησ φηη 𝑁 είλαη ην πιήζνο ησλ κειψλ ηνπ πιεζπζκνχ. Σν πιήζνο 

απηφ νλνκάδεηαη θαη κέγεζνο ηνπ πιεζπζκνύ (population size). Αλάινγα, ζπκβνιίδνπκε κε 𝑛 θαη ην 

νλνκάδνπκε κέγεζνο δείγκαηνο (sample size) ην πιήζνο ησλ κνλάδσλ ηνπ πιεζπζκνχ πνπ επηιέγνληαη γηα ην 

δείγκα. 

Οξηζκόο 1.4 

Υαξαθηεξηζηηθό ελόο πιεζπζκνύ (population characteristic) νλνκάδεηαη ην εξψηεκα γηα ηνλ πιεζπζκφ, ζην 

νπνίν καο ελδηαθέξεη λα δψζνπκε κηα απάληεζε. 

1.4.1 Πιεζπζκηαθά κεγέζε 

Σν ραξαθηεξηζηηθφ ηνπ πιεζπζκνχ ζπκβνιίδεηαη ζπλήζσο κε έλα θεθαιαίν γξάκκα, έζησ 𝑌. Σν 

ραξαθηεξηζηηθφ 𝑌 ιακβάλεη, γηα θάζε κέινο ηνπ πιεζπζκνχ, κηα ζπγθεθξηκέλε ηηκή, ηελ απάληεζε ζην 

εξψηεκα ηεο έξεπλαο. Γηα παξάδεηγκα, εάλ ην ραξαθηεξηζηηθφ ηνπ πιεζπζκνχ γηα ην νπνίν επηζπκνχκε λα 

εμαγάγνπκε ζπκπεξάζκαηα είλαη ην εηζφδεκα, ππάξρεη κηα ηηκή πνπ αληηζηνηρεί ζην εηζφδεκα γηα ην θάζε 

κέινπο ηνπ πιεζπζκνχ. Σν ραξαθηεξηζηηθφ 𝑌 κπνξεί λα ζεσξεζεί σο κηα ηπραία κεηαβιεηή (η.κ.) (random 

variable, (rv)) κε δπλαηέο ηηκέο ηηο δπλαηέο ηηκέο ηνπ ραξαθηεξηζηηθνχ γηα ηα κέιε ηνπ πιεζπζκνχ. 

Ζ ηηκή ηνπ ραξαθηεξηζηηθνχ 𝑌 γηα ην 𝑖 κέινο ηνπ πιεζπζκνχ ζπκβνιίδεηαη κε 𝑌𝑖 . Δπίζεο, ην δηάλπζκα κε 

ζηνηρεία ηα 𝑌𝑖  γηα φια ηα δπλαηά κέιε ηνπ πιεζπζκνχ, 𝑼 =  𝑌1 , 𝑌2 , … , 𝑌𝛮 , νλνκάδεηαη δηάλπζκα ηνπ 

πιεζπζκνχ (population vector) γηα ην ραξαθηεξηζηηθφ 𝑌. Δίλαη θαλεξφ φηη ην δηάλπζκα 𝑼 είλαη γλσζηφ κφλν 

κεηά απφ κηα απνγξαθή. 

 

Αλ 𝑌 είλαη ην ππφ κειέηε ραξαθηεξηζηηθφ ηνπ πιεζπζκνχ, ηφηε νη πνζφηεηεο γηα ηηο νπνίεο πην ζπρλά 

ελδηαθεξφκαζηε λα εμαγάγνπκε ζπκπεξάζκαηα είλαη ζπλήζσο: 

 ε κέζε ηηκή (mean value) ηνπ ραξαθηεξηζηηθνχ γηα ηνλ πιεζπζκφ. Όηαλ ν ππφ κειέηε πιεζπζκφο 

είλαη πεπεξαζκέλνο, ε κέζε ηηκή νξίδεηαη σο ην άζξνηζκα ησλ κεηξήζεσλ ηνπ 𝑌 γηα φια ηα κέιε 

ηνπ πιεζπζκνχ δηαηξνχκελν κε ην πιήζνο ηνπο. Δάλ ζπκβνιίζνπκε ηε κέζε ηηκή ηνπ 𝑌 γηα ηνλ 

πιεζπζκφ κε 𝑌 , ηφηε: 

𝑌 =
1

𝛮
 𝑌𝑖

𝑁

𝑖=1

 

 ην ζύλνιν (population total) ησλ ηηκψλ ηνπ ραξαθηεξηζηηθνχ γηα ηνλ πιεζπζκφ, είλαη ην άζξνηζκα 

ησλ ηηκψλ ηνπ ραξαθηεξηζηηθνχ 𝑌𝑖  γηα φια ηα κέιε ηνπ πιεζπζκνχ θαη ζπκβνιίδεηαη κε 𝑌𝛵 . Θα 

είλαη: 

𝑌𝛵 =  𝑌𝑖

𝑁

𝑖=1

 

Πξνθχπηεη άκεζα απφ ηνπο παξαπάλσ νξηζκνχο φηη 𝑌𝛵 = 𝛮𝑌 . Οη πνζφηεηεο 𝑌  θαη 𝑌𝛵  έρνπλ λφεκα γηα έλα 

ζπλερέο ραξαθηεξηζηηθφ 𝑌 ή, ηζνδχλακα, γηα κηα ζπλερή ηπραία κεηαβιεηή. Γηα παξάδεηγκα, εάλ 𝑌 είλαη ην 

εηζφδεκα ησλ θαηνίθσλ κηαο ρψξαο, ηφηε ελδηαθεξφκαζηε λα εθηηκήζνπκε ην κέζν εηζφδεκα ησλ θαηνίθσλ, 

δειαδή ην 𝑌  ή ην ζπλνιηθφ εηζφδεκα ησλ θαηνίθσλ 𝑌𝛵 . Αλάινγα, εάλ 𝑌 είλαη ε θαηαλάισζε λεξνχ (ζε ιίηξα) 
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ησλ λνηθνθπξηψλ κηαο πφιεο γηα έλαλ κήλα, ηφηε 𝑌  είλαη ε κέζε θαηαλάισζε λεξνχ ζε έλα κήλα γηα ηα 

λνηθνθπξηά ηεο πφιεο θαη 𝑌𝛵  ε ζπλνιηθή θαηαλάισζε λεξνχ (ζε ιίηξα) ηεο πφιεο γηα έλα κήλα. 

 ην πνζνζηό (percentage) ελφο ραξαθηεξηζηηθνχ ζηνλ πιεζπζκφ. Δάλ ην ππφ κειέηε ραξαθηεξηζηηθφ 

αληηζηνηρεί ζε κηα θαηεγνξηθή κε 2 ή πεξηζζφηεξα επίπεδα, ηφηε ην ελδηαθέξνλ ηεο έξεπλαο 

επηθεληξψλεηαη ζηελ εμαγσγή ζπκπεξαζκάησλ ζρεηηθά κε ην πνζνζηφ ησλ κειψλ ηνπ πιεζπζκνχ 

πνπ αλήθνπλ ζε έλα απφ ηα δπλαηά επίπεδα ηνπ ραξαθηεξηζηηθνχ. Γηα παξάδεηγκα, εάλ ην 

ραξαθηεξηζηηθφ 𝑌 αληηζηνηρεί ζην ηχπν θαπληζηή θαη ιακβάλεη 3 δπλαηέο ηηκέο: „κε-θαπληζηήο‟, 

„κέηξηα θαπληζηήο‟, „έληνλα θαπληζηήο‟, ηφηε σο ζέκα κηαο δεηγκαηνιεπηηθήο έξεπλαο κπνξεί λα 

είλαη ε εθηίκεζε ηνπ πνζνζηνχ ησλ κειψλ ηνπ πιεζπζκνχ πνπ αλήθνπλ ζηελ θαηεγνξία „έληνλα 

θαπληζηήο‟. 

Σo πνζνζηφ ζπκβνιίδεηαη κε 𝑃 θαη νξίδεηαη σο: 

𝑃 =
𝛢

𝛮
 

φπνπ 𝛢 είλαη ην πιήζνο ησλ κειψλ ηνπ πιεζπζκνχ πνπ αλήθνπλ ζηελ ππφ κειέηε θαηεγνξία. 

 Ζ πνζφηεηα 𝛢, δειαδή ην πιήζνο ησλ κειψλ ηνπ πιεζπζκνχ πνπ αλήθνπλ ζηελ ππφ κειέηε 

θαηεγνξία. Πξνθαλψο ηζρχεη: 

𝛢 = 𝑁𝑃 

 

Μηα επηπιένλ πνιχ ζεκαληηθή πνζφηεηα ηνπ πιεζπζκνχ είλαη ε δηαζπνξά ησλ ηηκψλ ηνπ πιεζπζκνχ γχξσ 

απφ ηε κέζε ηηκή γηα ην ραξαθηεξηζηηθφ, ε νπνία ζπκβνιίδεηαη κε 𝑆2 θαη νξίδεηαη σο: 

𝑆2 =
1

𝛮 − 1
  𝑌𝑖 − 𝑌  2

𝑁

𝑖=1

 

H δηαζπνξά (variance) 𝑆2 δίλεη πιεξνθνξία ζρεηηθά κε ηελ εηεξνγέλεηα ή νκνηνγέλεηα ησλ κεηξήζεσλ ηνπ 

ραξαθηεξηζηηθνχ ζην ζχλνιν ηνπ πιεζπζκνχ. Όζν κεγαιχηεξε ε δηαζπνξά 𝑆2 γηα έλαλ πιεζπζκφ, ηφζν πην 

εηεξνγελήο είλαη ν πιεζπζκφο. Όπσο ζα δνχκε ζηε ζπλέρεηα, ν ξφινο ηεο δηαζπνξάο ηνπ πιεζπζκνχ γηα ην 

ραξαθηεξηζηηθφ παίδεη νπζηαζηηθφ ξφιν ζρεδφλ ζε θάζε ζηάδην ηεο έξεπλαο: ζηνλ ζρεδηαζκφ θαη ηελ επηινγή 

ηεο δεηγκαηνιεπηηθήο κεζφδνπ, ζηνλ θαζνξηζκφ ηνπ κεγέζνπο ηνπ δείγκαηνο, θαη βέβαηα ζηελ αλάιπζε ησλ 

δεδνκέλσλ θαη ηνλ ππνινγηζκφ ησλ ηδηνηήησλ ησλ εθηηκεηψλ. 

 

΢χκθσλα κε ηνλ νξηζκφ ησλ πνζνηήησλ 𝑌 , 𝑌𝑇 , 𝑃, 𝛢 θαη 𝑆2 είλαη θαλεξφ φηη νη πνζφηεηεο απηέο είλαη 

γλσζηέο, κφλν αλ είλαη γλσζηέο νη ηηκέο ηνπ ραξαθηεξηζηηθνχ γηα φια ηα κέιε ηνπ πιεζπζκνχ. Γηα λα 

ηνληζηεί ην γεγνλφο φηη νη παξαπάλσ πνζφηεηεο αλαθέξνληαη ζην ζχλνιν ηνπ πιεζπζκνχ νλνκάδνληαη θαη 

πιεζπζκηαθέο πνζόηεηεο ή πιεζπζκηαθά κεγέζε ή παξάκεηξνη ηνπ πιεζπζκνύ (population quantities, 

population parameters), πρ πιεζπζκηαθή κέζε ηηκή, πιεζπζκηαθφ ζχλνιν θηι. Γεληθά, νη πιεζπζκηαθέο 

πνζφηεηεο είλαη ζηαζεξέο πνζφηεηεο αθνχ αλαθέξνληαη ζε απνγξαθηθά ζηνηρεία θαη δελ εκπεξηέρνπλ 

ηπραηφηεηα, είλαη φκσο ζπλήζσο άγλσζηεο, θαη ε εθηίκεζή ηνπο απνηειεί ηνλ ζθνπφ ηεο δηελέξγεηαο ηεο 

έξεπλαο. 

1.4.2 Γεηγκαηηθέο πνζόηεηεο 

Αλάινγα κε ηνλ ζπκβνιηζκφ θαη ηνπο νξηζκνχο ησλ πιεζπζκηαθψλ πνζνηήησλ, κπνξνχλ λα νξηζηνχλ νη 

αληίζηνηρεο δεηγκαηηθέο πνζόηεηεο (sample quantities). Έζησ φηη ην κέγεζνο ηνπ δείγκαηνο είλαη 𝑛. Γηα ηα 

δείγκαηα πηζαλφηεηαο, νη 𝑛 παξαηεξήζεηο ηνπ δείγκαηνο είλαη ηπραίεο κεηαβιεηέο, γηαηί εκπεξηέρνπλ ηνλ 

παξάγνληα ηεο ηπραηφηεηαο. 
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΢ηε βηβιηνγξαθία, έρεη επηθξαηήζεη λα ζπκβνιίδνπκε ην δείγκα σο 𝑠. Γηα ην δηάλπζκα ησλ παξαηεξήζεσλ 

ηνπ δείγκαηνο, ρξεζηκνπνηνχληαη δχν ελαιιαθηηθνί ζπκβνιηζκνί: 

(α)  𝑠 =  𝑦1 , 𝑦2 , … , 𝑦𝑛  

Γειαδή, δηαηεξνχκε ην ίδην γξάκκα πνπ έρνπκε δψζεη γηα ην ραξαθηεξηζηηθφ ηνπ πιεζπζκνχ, αιιά κε 

κηθξνχο ραξαθηήξεο ψζηε λα δηαρσξίδνληαη νη δεηγκαηηθέο απφ ηηο πιεζπζκηαθέο πνζφηεηεο, θαη: 

(β)  𝑠 =  𝛸1 , 𝛸2 , … , 𝛸𝑛   

΢ηνλ ζπκβνιηζκφ απηφ, ρξεζηκνπνηνχκε έλα άιιν θεθαιαίν γξάκκα γηα ηηο κεηξήζεηο ηνπ δείγκαηνο ζε 

ζρέζε κε ηηο κεηξήζεηο ηνπ πιεζπζκνχ. 

 

΢ηα επφκελα θεθάιαηα, γηα λα ηνλίζνπκε ην γεγνλφο φηη νη κεηξήζεηο ηνπ δείγκαηνο είλαη ηπραίεο κεηαβιεηέο, 

ηηο νπνίεο ζπλήζσο ζπκβνιίδνπκε κε θεθαιαία γξάκκαηα, πηνζεηνχκε ηνλ (β) ζπκβνιηζκφ γηα ην δείγκα. 

Ζ ηπραία κεηαβιεηή 𝛸𝑖  (𝑖 = 1,2, … , 𝑛) είλαη ε κεηαβιεηή πνπ θαηαγξάθεη ηελ 𝑖 −νζηή κέηξεζε ηνπ 

δείγκαηνο. Οη δπλαηέο ηηκέο ηεο είλαη ην ζχλνιν  𝑌1 , 𝑌2 , … , 𝑌𝛮 , π.ρ. 𝛸3 = 𝑌20, ζεκαίλεη φηη σο 3ε κέηξεζε 

ηνπ δείγκαηνο επηιέρζεθε ε 20ή κέηξεζε ηνπ πιεζπζκνχ. Πξνθαλψο, ζε θάζε επαλάιεςε ηνπ δείγκαηνο, ε 

ηηκή ηνπ πιεζπζκνχ πνπ επηιέγεηαη γηα ηελ πιήξσζε ηεο 𝑖 ζέζεο ηνπ δείγκαηνο κπνξεί λα δηαθέξεη. 

Αλ  𝛸1, 𝛸2 , … , 𝛸𝑛  είλαη έλα δείγκα κεγέζνπο 𝑛, ηφηε νξίδεηαη: 

 ε δεηγκαηηθή κέζε ηηκή (sample mean value) ε νπνία ζπκβνιίδεηαη κε 𝑋  θαη ππνινγίδεηαη σο: 

𝛸 =
1

𝑛 
 𝛸𝑖

𝑛

𝑖=1

 

 ε δεηγκαηηθή δηαζπνξά (sample variance) ησλ ηηκψλ ηνπ δείγκαηνο ε νπνία ζπκβνιίδεηαη κε 𝑠2. Ζ 

δεηγκαηηθή δηαζπνξά νξίδεηαη αλάινγα κε ηελ πιεζπζκηαθή 𝑆2. Αλαιπηηθά: 

𝑠2 =
1

𝑛 − 1
  𝑋𝑖 − 𝑋  2

𝑛

𝑖=1

 

H δηαζπνξά 𝑠2 ππνινγίδεηαη αξηζκεηηθά κεηά ηε ζπιινγή θαη θαηαγξαθή ησλ κεηξήζεσλ ηνπ δείγκαηνο θαη ε 

πιεξνθνξία πνπ πξνζθέξεη είλαη αλάινγε εθείλεο ηεο 𝑆2. Όζν κεγαιχηεξε είλαη ε 𝑠2, ηφζν κεγαιχηεξε 

εηεξνγέλεηα παξαηεξείηαη ζηηο κεηξήζεηο ηνπ δείγκαηνο, θαη αληίζηξνθα. 

 

Οη ηπραίεο κεηαβιεηέο ηνπ δείγκαηνο 𝛸𝑖  έρνπλ ραξαθηεξηζηηθά ηα νπνία ζρεηίδνληαη ηφζν κε ηνλ ίδην ηνλ 

πιεζπζκφ απφ ηνλ νπνίν έρεη επηιεγεί ην δείγκα, φζν θαη κε ηνλ ηξφπν δεηγκαηνιεςίαο. Ζ εμάξηεζε ηεο 𝛸𝑖  

απφ ηνλ ηξφπν δεηγκαηνιεςίαο ζα γίλεη πεξηζζφηεξν θαηαλνεηή ζηελ παξάγξαθν πνπ αθνινπζεί. 

1.5. ΢ηνηρεία από ηε ΢ηαηηζηηθή ΢πκπεξαζκαηνινγία 

΢ηελ παξνχζα παξάγξαθν, δίλνληαη επηγξακκαηηθά ζηνηρεία απφ ηε ζηαηηζηηθή ζπκπεξαζκαηνινγία, κε 

έκθαζε ζηε δηαθνξνπνίεζε ησλ ζπλήζσλ ελλνηψλ φηαλ νη παξαηεξήζεηο ηνπ δείγκαηνο πξνέξρνληαη απφ 

έλαλ πεπεξαζκέλν πιεζπζκφ. 

Τπνζέηνπκε έλα δείγκα πηζαλφηεηαο 𝑠 =  𝛸1 , 𝛸2 , … , 𝛸𝑛  ην νπνίν έρεη επηιεγεί απφ έλαλ πεπεξαζκέλν 

πιεζπζκφ κεγέζνπο 𝑁. Έζησ επίζεο 𝜃 κηα πιεζπζκηαθή πνζφηεηα ή παξάκεηξνο (π.ρ. 𝑌 , 𝑌𝑇  θηι.) ε νπνία 

είλαη άγλσζηε, θαη γηα ηελ νπνία ελδηαθεξφκαζηε λα εμαγάγνπκε ζπκπεξάζκαηα κέζσ ηνπ δείγκαηνο. 



 

 
10 

Οξηζκόο 1.5 

Δθηηκεηήο (estimator) 𝜃  ηνπ 𝜃 νλνκάδεηαη κηα ζπλάξηεζε ησλ ηπραίσλ κεηαβιεηψλ ηνπ δείγκαηνο, πνπ 

ρξεζηκνπνηείηαη κε ζθνπφ ηελ εθηίκεζε ηνπ 𝜃. 

΢χκθσλα κε ηνλ νξηζκφ, ζα είλαη 𝜃 = 𝜃  𝑠 = 𝜃  𝛸1 , 𝛸2 , … , 𝛸𝑛  θαη, θαηά ζπλέπεηα: (α) ν εθηηκεηήο είλαη 

επίζεο κηα ηπραία κεηαβιεηή σο ζπλάξηεζε ηπραίσλ κεηαβιεηψλ θαη (β) είλαη εθηθηφ λα ππνινγίζνπκε ηελ 

αξηζκεηηθή ηηκή ηνπ ακέζσο κεηά ηε δηεμαγσγή ηεο έξεπλαο, φηαλ ζα είλαη γλσζηέο νη αξηζκεηηθέο ηηκέο ησλ 

𝛸𝑖  (𝑖 = 1,2, … , 𝑛). 

 

Έλαο φξνο γεληθφηεξνο ηνπ εθηηκεηή είλαη ε ζηαηηζηηθή ζπλάξηεζε (ζ.ζ.) ή ζηαηηζηηθό (statistical function ή 

statistic). ΢ηαηηζηηθφ νλνκάδεηαη κηα ζπλάξηεζε ησλ η.κ. ηνπ δείγκαηνο. ΢χκθσλα κε ηνλ Οξηζκφ 1.5, έλαο 

εθηηκεηήο είλαη ζηαηηζηηθή ζπλάξηεζε. Σα πεξηζζφηεξα απφ ηα ζπκπεξάζκαηα ζηε ζεσξία δεηγκαηνιεςίαο 

βαζίδνληαη ζηε δεηγκαηηθή θαηαλνκή (sampling distribution). Χο δεηγκαηηθή θαηαλνκή κηαο ζηαηηζηηθήο 

ζπλάξηεζεο νξίδεηαη ε θαηαλνκή ησλ ηηκψλ ηεο ζηαηηζηηθήο ζπλάξηεζεο πνπ πξνθχπηνπλ, εάλ γίλεη 

εμάληιεζε φισλ ησλ δπλαηψλ δεηγκάησλ ζχκθσλα κε ηνλ ηξφπν πνπ αθνινπζείηαη γηα ηελ επηινγή ηνπ 

δείγκαηνο. 

Ζ αλακελόκελε ηηκή (expected value) κηαο ζ.ζ. 𝑡 = 𝑡 𝛸1 , 𝛸2 , … , 𝛸𝑛 = 𝑡(𝑠) ππνινγίδεηαη ιακβάλνληαο 

ππφςε ηηο δπλαηέο ηηκέο ηεο ζπλάξηεζεο 𝑡 = 𝑡(𝑠), δειαδή γηα φια ηα δπλαηά δείγκαηα 𝑠 θαη ηηο αληίζηνηρεο 

πηζαλφηεηεο πξαγκαηνπνίεζεο ηνπ θάζε δείγκαηνο, ζχκθσλα κε ηνλ ηξφπν δείγκαηνιεςίαο. Θα είλαη 

ζπλεπψο: 

 
Ε 𝑡 =  𝜋(𝑠)𝑡 𝑠 

𝑠

 (1.1) 

φπνπ ν δείθηεο 𝑠 ηνπ αζξνίζκαηνο ιακβάλεη φιεο ηηο δπλαηέο ηηκέο ηνπ δείγκαηνο, 𝑡 𝑠  είλαη ε ηηκή ηεο ζ.ζ 𝑡 

ππνινγηζκέλε γηα ην δείγκα 𝑠, θαη 𝜋(𝑠) ε πηζαλφηεηα επηινγήο ηνπ 𝑠. 

 

Ο νξηζκφο ηνπ εθηηκεηή είλαη αξθεηά γεληθφο, κε απνηέιεζκα λα επηηξέπεη νπνηαδήπνηε ζπλάξηεζε 

(νπνηαζδήπνηε κνξθήο) λα είλαη ζεσξεηηθά έλαο εθηηκεηήο ηεο πνζφηεηαο πνπ καο ελδηαθέξεη. Τπάξρεη 

ζπλεπψο αλάγθε γηα αμηνιφγεζε θαη ζχγθξηζε ησλ εθηηκεηψλ κεηαμχ ηνπο. Ζ αμηνιφγεζε γίλεηαη κε βάζε 

κηα ζεηξά θξηηεξίσλ, νξηζκέλα εθ ησλ νπνίσλ απνηεινχλ ηαπηφρξνλα θαη ηδηφηεηεο ησλ εθηηκεηψλ. 

Παξαζέηνπκε ζηε ζπλέρεηα ηα πην ζεκαληηθά απφ απηά. 

Οξηζκόο 1.6 

Ακεξνιεςία (unbiasedness) Έλαο εθηηκεηήο 𝜃  ζα ιέγεηαη ακεξφιεπηνο εθηηκεηήο ηεο παξακέηξνπ 𝜃 εάλ ε 

αλακελφκελε ηηκή ηνπ ηζνχηαη κε 𝜃, δει. Ε 𝜃  = 𝜃. 

 

H αλακελφκελε ηηκή ηνπ εθηηκεηή, Ε 𝜃  , ππνινγίδεηαη ζχκθσλα κε ηε ζρέζε (1.1). Αο δνχκε ηελ εθαξκνγή 

ηνπ νξηζκνχ ηεο αλακελφκελεο ηηκήο θαη ηεο ηδηφηεηαο ηεο ακεξνιεςίαο ελφο εθηηκεηή κέζα απφ έλα 

παξάδεηγκα. Τπνζέηνπκε έλα κηθξφ ζεσξεηηθφ παξάδεηγκα πιεζπζκνχ, φπνπ γηα ράξε θαηαλφεζεο νη ηηκέο 

ηνπ πιεζπζκνχ είλαη γλσζηέο. 

Παξάδεηγκα 1.6 

΢ε κηα κηθξή πφιε πνπ έρεη 5 δεκνηηθά ζρνιεία, επηζπκνχκε λα εθηηκήζνπκε ηνλ κέζν αξηζκφ καζεηψλ αλά 

ζρνιείν, ιακβάλνληαο έλα δείγκα 2 ζρνιείσλ. Έζησ φηη ηα ζηνηρεία ησλ ζπλνιηθψλ αξηζκψλ ησλ καζεηψλ 

ζηα ζρνιεία είλαη γλσζηά γηα ηνλ πιεζπζκφ: 
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α/α ςχολείου 1 2 3 4 5 

΢υνολικόσ αριθμόσ 
μαθητϊν 

59 28 90 44 36 

Ζ παξάκεηξνο ηνπ πιεζπζκνχ πνπ ελδηαθεξφκαζηε λα εθηηκήζνπκε είλαη ε κέζε ηηκή 𝑌  ηνπ αξηζκνχ 

καζεηψλ ζηα ζρνιεία, έζησ 𝜃, δει. 𝑌 = 𝜃. Δπεηδή ν πιεζπζκφο είλαη γλσζηφο, είλαη 𝜃 =
257

5
= 51.4. 

Δάλ ε επηινγή ηνπ δείγκαηνο γίλεη επηιέγνληαο ηπραία 2 ζρνιεία απφ ηα 5 ρσξίο επαλαηνπνζέηεζε, ηφηε ηα 

δπλαηά δείγκαηα πνπ κπνξνχλ λα πξνθχςνπλ είλαη φζνη νη ζπλδπαζκνί 5 αλά 2, δειαδή  
5
2
 =

5! 

2!3!
= 10. 

Δπεηδή νη πηζαλφηεηεο επηινγήο θαηά ηελ ηπραία επηινγή είλαη ίζεο, ην θαζέλα απφ ηα 10 δείγκαηα έρεη ίζε 

πηζαλφηεηα επηινγήο θαη θαηά ζπλέπεηα ίζε κε 
1

10
. Θεσξνχκε ζηε ζπλέρεηα σο εθηηκεηή 𝜃  ηνπ πνζνζηνχ 𝜃, ηε 

δεηγκαηηθή κέζε ηηκή, 𝜃 = 𝛸 . Ο πίλαθαο πνπ αθνινπζεί δίλεη έλα πξνο έλα φια ηα δπλαηά δείγκαηα κεγέζνπο 

2, θαζψο θαη ηελ εθηίκεζε 𝜃  πνπ ιακβάλεηαη απφ ην θάζε δείγκα ρσξηζηά. 

 

Γείγκα 

𝒔𝒊 

Πηζαλόηεηα 

επηινγήο 

𝝅(𝒔𝒊) 

Δθηηκεηήο 

𝜽 (𝒔𝒊) 

{1,2} 
1

10
 

59 + 28

2
= 43.5 

{1,3} 
1

10
 

59 + 90

2
= 74.5 

{1,4} 
1

10
 

59 + 44

2
= 51.5 

{1,5} 
1

10
 

59 + 36

2
= 47.5 

{2,3} 
1

10
 

28 + 90

2
= 59 

{2,4} 
1

10
 

28 + 44

2
= 36 

{2,5} 
1

10
 

28 + 36

2
= 32 

{3,4} 
1

10
 

90 + 44

2
= 67 

{3,5} 
1

10
 

90 + 36

2
= 63 

{4,5} 
1

10
 

44 + 36

2
= 40 

 

Απφ ηελ εμάληιεζε ησλ δεηγκάησλ κεγέζνπο 2, δηαπηζηψλνπκε φηη ε εθηίκεζε ηνπ κέζνπ αξηζκνχ καζεηψλ 

αλά ζρνιείν (ην νπνίν ζηελ πξνθεηκέλε πεξίπησζε γλσξίδνπκε φηη είλαη 51.4) ιακβάλεη 10 δηαθνξεηηθέο 

ηηκέο, κε εχξνο απφ 32 έσο 74.5. Ζ δεηγκαηηθή θαηαλνκή ηνπ εθηηκεηή είλαη νη 10 απηέο δηαθνξεηηθέο ηηκέο, 

ελψ ε πηζαλφηεηα πξαγκαηνπνίεζεο ηεο θάζε ηηκήο ηζνχηαη κε ηελ πηζαλφηεηα επηινγήο ηνπ αληίζηνηρνπ 

δείγκαηνο. Σν ζηαηηζηηθφ ζθάικα πνπ εκπεξηέρεηαη ζηηο δεηγκαηνιεπηηθέο έξεπλεο ζπλδέεηαη κε ην γεγνλφο 

φηη ν εθηηκεηήο είλαη κηα ηπραία κεηαβιεηή θαη ιακβάλεη ηφζεο δπλαηέο ηηκέο, φζεο θαη ην πιήζνο ησλ 

δπλαηψλ δεηγκάησλ. Αληίζεηα, ε πιεζπζκηαθή πνζφηεηα 𝜃 = 51.4 είλαη ζηαζεξή. 

Υξεζηκνπνηψληαο ηηο δχν ηειεπηαίεο ζηήιεο ηνπ πίλαθα θαη εθαξκφδνληαο ηνλ νξηζκφ ηεο αλακελφκελεο 

ηηκήο (1.1), ζα έρνπκε: 
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Ε 𝜃  =  𝜋

10

𝑖=1

 𝑠𝑖 𝜃  𝑠𝑖 =  
1

10

10

𝑖=1

𝜃  𝑠𝑖  

 =
1

10
 43.5 + 74.5 +  51.5 + 47.5 +  59 + 36 + 32 + 67 + 63 + 40 = 51.4 

Άξα ν εθηηκεηήο 𝜃  πνπ πηνζεηήζακε είλαη έλαο ακεξφιεπηνο εθηηκεηήο ηνπ κέζνπ αξηζκνχ ησλ καζεηψλ αλά 

ζρνιείν. 

 

Γηαπηζηψλνπκε φηη γηα ηελ εχξεζε ηεο κέζεο ηηκήο ηνπ εθηηκεηή ζην παξάδεηγκα, ιάβακε ππφςε καο (α) φια 

ηα δπλαηά δείγκαηα κεγέζνπο πνπ κπνξνχλ λα επηιεγνχλ θαη (β) ηνλ ηξφπν δεηγκαηνιεςίαο, δει. ηηο 

πηζαλφηεηεο επηινγήο ηνπ θαζελφο απφ ηα δπλαηά δείγκαηα. ΢πλεπψο, ε αλακελφκελε ηηκή ηνπ ίδηνπ εθηηκεηή 

𝜃 = 𝛸 , ζα είλαη ελδερνκέλσο δηαθνξεηηθή, εάλ πηνζεηήζνπκε έλα ελαιιαθηηθφ δεηγκαηνιεπηηθφ ζρέδην, π.ρ. 

κε άληζεο πηζαλφηεηεο γηα ηα 10 δπλαηά δείγκαηα. 

 

Σν ζχλνιν ησλ δπλαηψλ δεηγκάησλ πνπ πξνθχπηνπλ κε κηα κέζνδν δεηγκαηνιεςίαο νλνκάδεηαη 

δεηγκαηνιεπηηθφο ρψξνο (sampling space) θαη ζπκβνιίδεηαη ζπλήζσο κε 𝒮. Γηα ην παξάδεηγκά καο, ν 

δεηγκαηνιεπηηθφο ρψξνο είλαη: 

𝒮 =   1,2 ,  1,3 ,  1,3 , … ,  4,5   

Ο αξηζκφο ησλ ζηνηρείσλ ηνπ 𝒮 ηαπηίδεηαη κε ην πιήζνο ησλ δπλαηψλ δεηγκάησλ πνπ πξνθχπηνπλ ζχκθσλα 

κε ηνλ ηξφπν δεηγκαηνιεςίαο πνπ αθνινπζνχκε ζηελ έξεπλα. Δάλ γηα ην Παξάδεηγκα 1.5 ζεσξνχκε σο ηξφπν 

δεηγκαηνιεςίαο: επηινγή κε ηπραίν ηξφπν ελφο ζρνιείνπ κεηαμχ απηψλ κε α/α 1,2 θαη 3 θαη ελφο ζρνιείνπ 

κεηαμχ ησλ 4 θαη 5, ν δεηγκαηηθφο ρψξνο ζα είλαη 

𝒮 =   1,4 ,  1,5 ,  2,4 ,  2,5 ,  3,4 ,  4,5   

πνπ απνηειείηαη απφ  
3
1
  

2
1
 = 6 δείγκαηα. 

Οξηζκόο 1.7 

To πνζό κεξνιεςίαο (bias) ελφο εθηηκεηή 𝜃 , ζπκβνιίδεηαη σο bias(𝜃 ) θαη δίλεηαη απφ ηε ζρέζε bias 𝜃  =

Ε 𝜃  − 𝜃. 

Δάλ bias 𝜃  > 0, απηφ ζεκαίλεη φηη ν εθηηκεηήο παξνπζηάδεη ζεηηθή κεξνιεςία, δει. γηα ην δνζέλ 

δεηγκαηνιεπηηθφ ζρέδην αλακέλνπκε ε δεηγκαηηθή θαηαλνκή ηνπ 𝜃  λα έρεη κέζε ηηκή κεγαιχηεξε ηνπ 𝜃 θαη, 

θαηά ζπλέπεηα, ν εθηηκεηήο λα ππεξ-εθηηκά ηελ παξάκεηξν. Αληίζηνηρα, αλ bias 𝜃  < 0, έρνπκε αξλεηηθή 

κεξνιεςία ή ηζνδχλακα ν εθηηκεηήο ππν-εθηηκά ηελ παξάκεηξν. Πξνθαλψο, αλ bias 𝜃  = 0 ν εθηηκεηήο 

είλαη ακεξφιεπηνο. 

Έλα άιιν θξηηήξην ζχγθξηζεο εθηηκεηψλ είλαη ε αθξίβεηα (accuracy). Ζ αθξίβεηα σο ηδηφηεηα ελφο εθηηκεηή 

δίλεη έλα κέηξν ηεο ζπγθέληξσζεο, ή, αληίζεηα, ηεο απφθιηζεο πνπ παξνπζηάδνπλ κεηαμχ ηνπο νη δπλαηέο 

ηηκέο ηνπ εθηηκεηή. Όζν πην ππθλά είλαη νη δπλαηέο ηηκέο ηνπ εθηηκεηή, φζν δειαδή κεγαιχηεξε είλαη ε 

ζπγθέληξσζε, ηφζν κεγαιχηεξε είλαη ε αθξίβεηα ηνπ εθηηκεηή. 

Έλα κέηξν ηεο αθξίβεηαο ηνπ εθηηκεηή είλαη ην κέζν ηεηξαγσληθό ζθάικα, (mean square error) πνπ 

ζπκβνιίδεηαη κε ΜSE. 

Οξηζκόο 1.8 

Σν κέζν ηεηξαγσληθφ ζθάικα ελφο εθηηκεηή 𝜃  νξίδεηαη σο ε αλακελφκελε ηηκή ηεο ηεηξαγσληθήο απφθιηζεο 

ηνπ εθηηκεηή απφ ηελ πξνο εθηίκεζε πνζφηεηα: 
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 MSE 𝜃  = E 𝜃 − 𝜃 
2
 (1.2) 

Ζ αλακελφκελε ηηκή ζηνλ νξηζκφ ηνπ MSE ππνινγίδεηαη φπσο θαη ζηε ζρέζε (1.1), δειαδή: 

MSE 𝜃  =  𝜋(𝑠)

𝑠∈𝒮

 𝜃 (𝑠) − 𝜃 
2
 

Αθξηβήο (accurate) είλαη έλαο εθηηκεηήο κε κηθξφ κέζν ηεηξαγσληθφ ζθάικα. 

Σν MSE ζρεηίδεηαη κε ην γλσζηφ κέηξν ηεο δηαθχκαλζεο ελφο εθηηκεηή. Τπελζπκίδνπκε φηη ε δηαθύκαλζε 

(variance) ελφο εθηηκεηή νξίδεηαη απφ ηε ζρέζε: 

 Var 𝜃  = E  𝜃 − E 𝜃   
2
 (1.3) 

Απφ ηηο ζρέζεηο (1.2) θαη (1.3) εχθνια πξνθχπηεη φηη εάλ E 𝜃  = 𝜃, δειαδή εάλ ν εθηηκεηήο 𝜃  είλαη 

ακεξφιεπηνο, ηφηε MSE 𝜃  =  Var 𝜃  . 

Γεληθφηεξα, απνδεηθλχεηαη φηη ε ζρέζε πνπ ζπλδέεη ην MSE ελφο εθηηκεηή θαη ηε δηαθχκαλζή ηνπ είλαη 

 MSE 𝜃  = Var 𝜃  + bias2 𝜃   (1.4) 

Μεηαμχ φισλ ησλ ακεξφιεπησλ εθηηκεηψλ, ν εθηηκεηήο κε ηελ ειάρηζηε δηαθχκαλζε ιέγεηαη 

απνηειεζκαηηθόο (efficient). Αλ 𝜃 1 θαη 𝜃 2 είλαη δχν ακεξφιεπηνη εθηηκεηέο κε Var 𝜃 1 < Var 𝜃 2  ηφηε ν 

εθηηκεηήο 𝜃 1 ιέγεηαη ζρεηηθά απνηειεζκαηηθφο. 

Οξηζκόο 1.9 

Σππηθό ζθάικα (standard error) ηνπ εθηηκεηή 𝜃 , ζπκβνιηθά se(𝜃 ), νλνκάδεηαη ε ζεηηθή ηεηξαγσληθή ξίδα ηεο 

δηαθχκαλζεο ηνπ εθηηκεηή, δει. 

se 𝜃  =  Var 𝜃   

 

Γηα ηνλ ππνινγηζκφ ηεο αλακελφκελεο ηηκήο, ηνπ κέζνπ ηεηξαγσληθνχ ζθάικαηνο ή ηεο δηαθχκαλζεο ελφο 

εθηηκεηή ιακβάλεηαη ππφςε ν δεηγκαηηθφο ρψξνο θαη νη πηζαλφηεηεο επηινγήο ησλ δεηγκάησλ. ΢πλεπψο, φιεο 

νη παξαπάλσ πνζφηεηεο εμαξηψληαη απφ ην δεηγκαηνιεπηηθφ ζρέδην πνπ πηνζεηήζεθε ζηελ έξεπλα. 

Σέινο, σο ππελζχκηζε, ν Πίλαθαο 1.1 ζπγθεληξψλεη νξηζκέλεο απφ ηηο βαζηθέο ηδηφηεηεο ηεο αλακελφκελεο 

ηηκήο, ηεο δηαθχκαλζεο θαη πνζνηήησλ πνπ νξίδνληαη κε ηε βνήζεηα απηψλ, φπσο ε ζπκκεηαβιεηόηεηα 

(covariance) θαη ε ζπζρέηηζε (correlation). 

Σα ζχκβνια 𝛸, 𝑌, 𝑍 αληηπξνζσπεχνπλ ηπραίεο κεηαβιεηέο, ελψ ηα 𝑎, 𝑏, 𝑐 πξαγκαηηθνχο αξηζκνχο. 

 

Ολνκαζία Ηδηόηεηεο 

Αναμενόμενη Σιμή  1. Ε 𝑎 = 𝑎 

2. Ε 𝑎𝛸 + 𝑏𝑌 = 𝑎Ε 𝛸) + 𝑏E(𝑌  

Διακφμανςη 1. Var 𝑎 = 0 

2. Var(𝑎𝛸) = 𝑎2Var 𝑋  

3. Αλ 𝛸, 𝑌 είλαη αζπζρέηηζηεο: 

Var 𝛸 ± 𝑌 = Var 𝛸) + Var(𝑌  
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΢υμμεταβλητότητα  

𝐂𝐨𝐯 𝑿, 𝒀 = 

E  𝑋 − 𝑋   𝑌 − 𝑌   = 

E 𝑋𝑌 − E 𝑋 E(𝑌) 

 

1. Αλ Cov 𝑋, 𝑌 = 0, ηφηε 𝛸, 𝑌 αζπζρέηηζηεο 

2. Cov 𝑋, 𝑌 + 𝑍 = Cov 𝑋, 𝑌 + Cov 𝑋, 𝑍  

3. Cov 𝛼𝑋, 𝑌 = 𝑎 Cov 𝑋, 𝑌  

4. Cov 𝑎𝑋, 𝑏𝑌 = 𝑎𝑏Cov 𝑋, 𝑌  

5. Var 𝛸 ± 𝑌 = Var 𝛸) + Var(𝑌 ± 2Cov 𝑋, 𝑌  

΢υςχζτιςη 

𝜌 𝑋, 𝑌 =
Cov 𝑋, 𝑌 

 Var 𝑋 Var 𝑌 
 

 

−1 ≤ 𝜌 𝑋, 𝑌 ≤ 1 

Πίνακας 1.1:  Βαζηθέο ηδηόηεηεο θπξηόηεξσλ ζηαηηζηηθώλ πνζνηήησλ 

1.6. Κύξηα ζηνηρεία κηαο δεηγκαηνιεπηηθήο έξεπλαο 

΢ηελ παξάγξαθν 1.1 είδακε νξηζκέλα παξαδείγκαηα δεηγκαηνιεπηηθψλ εξεπλψλ. Έρνληαο δψζεη ελδηάκεζα 

ην ζεσξεηηθφ ππφβαζξν θαη ηε ζρεηηθή νξνινγία, είκαζηε ζε ζέζε λα δψζνπκε ζε πην ζπγθεθξηκέλε θαη 

αλαιπηηθή κνξθή ηα ζηνηρεία απφ ηα νπνία απνηειείηαη κηα δεηγκαηνιεπηηθή έξεπλα. Γηα κεγαιχηεξε 

αλάπηπμε θαη εμεηδίθεπζε αλάινγα κε ην ζέκα ηεο έξεπλαο, παξαπέκπνπκε ζηνπο Henry (1990), Blair, Czaja 

and Blair (2013), Fink (2013) θαη Floyd and Fowel (2001). 

 Σν Γεηγκαηνιεπηηθό ζρέδην (sampling design). 

Δίλαη ν ηξφπνο επηινγήο ησλ κνλάδσλ ζην δείγκα. Σν δεηγκαηνιεπηηθφ ζρέδην επηιέγεηαη κεηά απφ 

ζπλεξγαζία (i) ηνπ ζηαηηζηηθνχ επηζηήκνλα, (ii) εθείλνπ πνπ αλαζέηεη ηελ έξεπλα θαη θαζνξίδεη ηα 

εξσηήκαηά ηεο θαη (iii) ηνπο αλζξψπνπο πνπ ζα δηεμαγάγνπλ ηε δεηγκαηνιεςία, ησλ ζπλεληεπθηψλ 

(interviewers) φπσο ιέγνληαη. 

Γηα ηελ επηινγή ηνπ δεηγκαηνιεπηηθνχ ζρεδίνπ ηνλίδνπκε ηνλ ζεκαληηθφ, αλ θαη φρη πξνθαλή, ξφιν 

εθείλνπ πνπ αλαζέηεη ηελ έξεπλα. Ο ξφινο ηνπ είλαη ζεκαληηθφο, επεηδή ζέηεη ηα εξσηήκαηα θαη 

ζπλεπψο θαζνξίδεη πνηεο κεηαβιεηέο πξέπεη λα θαηαγξαθνχλ. Δπίζεο, πξνζδηνξίδεη ηνπο 

ρξεκαηηθνχο πφξνπο πνπ είλαη δηαζέζηκνη γηα ηελ έξεπλα θαη ζέηεη ηηο απαηηήζεηο ή πξνδηαγξαθέο 

ηεο έξεπλαο σο πξνο ηελ επηζπκεηή αθξίβεηα ησλ εθηηκεηψλ πνπ ζα παξαρζνχλ. Γηα παξάδεηγκα, 

εάλ ην πξφβιεκα είλαη ε εθηίκεζε ελφο πνζνζηνχ, κπνξεί λα επηζπκεί ε έξεπλα λα δηεμαρζεί έηζη 

ψζηε ν εθηηκεηήο ηνπ πνζνζηνχ λα έρεη ζθάικα πνπ δελ μεπεξλά ην 2%. Όια ηα παξαπάλσ 

ζπλππνινγίδνληαη απφ ηνλ ζηαηηζηηθφ αλαιπηή, πξνθεηκέλνπ λα επηιέμεη ην δεηγκαηνιεπηηθφ ζρέδην 

ή ηνλ ζπλδπαζκφ ησλ δεηγκαηνιεπηηθψλ ζρεδίσλ θαη ηε κέζνδν εθηίκεζεο ησλ πιεζπζκηαθψλ 

παξακέηξσλ. 

Ο ξφινο ηνπ ζπλεληεχθηε ζηε δηαδηθαζία ζρεδηαζκνχ ηεο έξεπλαο είλαη ζπκπιεξσκαηηθφο θαη 

βνεζεηηθφο. Γίλεη πιεξνθνξίεο γηα ηελ εθηίκεζε ηνπ ρξφλνπ θαη ηεο δπζθνιίαο ηεο ζπιινγήο ησλ 

δεδνκέλσλ. Σα ζηνηρεία απηά ζπλεθηηκψληαη απφ ηνλ ζηαηηζηηθφ αλαιπηή. 

 Οη κεηξήζεηο ηεο έξεπλαο (survey measurements). 

Μεηά ηελ αλάζεζε ηεο έξεπλαο απφ θάπνην θνξέα/άηνκν, έλα εηδηθεπκέλν πξνζσπηθφ επηιέγεη ηηο 

κεηαβιεηέο πνπ ζα ζπκπεξηιεθζνχλ θαη ηε κνλάδα κέηξεζεο ηεο θαζεκηάο. Σν ίδην απηφ 

πξνζσπηθφ, πνπ ζπρλά απαξηίδεηαη απφ ςπρνιφγνπο θαη θνηλσληνιφγνπο, ζπληάζζεη ζηε ζπλέρεηα 

ην εξσηεκαηνιόγην (questionnaire). 

Ζ ζχληαμε ηνπ εξσηεκαηνινγίνπ είλαη ζεκαληηθή θαη πνιιέο θνξέο πνιχπινθε. Ο ηειηθφο ζηφρνο 

ελφο θαιά ζρεδηαζκέλνπ εξσηεκαηνινγίνπ είλαη λα πξνζθέξεη κε ην πέξαο ηεο έξεπλαο έλα 

αμηφπηζην ζχλνιν δεδνκέλσλ, ην νπνίν ζηε ζπλέρεηα ζα αλαιχζεη ν ζηαηηζηηθφο αλαιπηήο. 

Τπάξρνπλ αξθεηνί θαλφλεο ζχκθσλα κε ηνπο νπνίνπο ζρεδηάδεηαη έλα θαιφ εξσηεκαηνιφγην (βι. 

Floyd and Fowler, 2001). Δλ ζπληνκία, ε ζχληαμε ελφο εξσηεκαηνινγίνπ γίλεηαη επηδηψθνληαο (α) 

λα έρεη ζπγθεθξηκέλν ζηφρν (focus), (β) ζπληνκία θαη (γ) απιφηεηα. Σα ηξία απηά ζηνηρεία 



 

 
15 

εμαζθαιίδνπλ ειαρηζηνπνίεζε ησλ ζθαικάησλ ιφγσ θαθήο δηαηχπσζεο ησλ εξσηήζεσλ πνπ έρεη 

σο απνηέιεζκα ιαλζαζκέλε θαηαλφεζε θαη θαηαγξαθή ηεο κέηξεζεο, απαινηθή ηεο κεξνιεςίαο 

πνπ πξνέξρεηαη απφ θαηεπζπλφκελεο εξσηήζεηο, θαη κεηξήζεηο πνπ είλαη πξντφλ είηε θνχξαζεο είηε 

ηπραίαο επηινγήο απαληήζεσλ. 

 Γηεμαγσγή ηεο έξεπλαο (survey operations) 

Καηά ηε δηεμαγσγή ηεο έξεπλαο γίλεηαη πξνζπάζεηα λα κελ ππάξμνπλ παξεθθιίζεηο απφ ηνλ αξρηθφ 

ζρεδηαζκφ ζε θαλέλα απφ ηα ελδηάκεζα ζηάδηα. Απηφ είλαη ζεκαληηθφ, γηαηί ε αμηνπηζηία ησλ 

δεδνκέλσλ θαη ησλ απνηειεζκάησλ εμαζθαιίδεηαη κφλν εθφζνλ ε πξαγκαηνπνίεζε ηεο έξεπλαο 

αθνινπζεί ηηο ππνζέζεηο ηεο ζηαηηζηηθήο ζεσξίαο βάζεη ηεο νπνίαο ηζρχνπλ νη ηδηφηεηεο ησλ 

εθηηκεηψλ. Γηα παξάδεηγκα, εάλ ε θαηαγξαθή ηεο κέηξεζεο ζε κηα εξψηεζε γίλεηαη ζπζηεκαηηθά κε 

ιαλζαζκέλν ηξφπν απφ ηνλ ζπλεληεχθηε, ν εθηηκεηήο πνπ ζα ππνινγηζηεί γηα ηε κεηαβιεηή πνπ 

αληηζηνηρεί ζηε ζπγθεθξηκέλε εξψηεζε ζα είλαη κεξνιεπηηθφο, αθφκα θαη αλ ζεσξεηηθά, σο 

ζηαηηζηηθή ζπλάξηεζε, ν εθηηκεηήο έρεη ηελ ηδηφηεηα ηεο ακεξνιεςίαο. 

Ο αξηζκφο ησλ κειψλ ηεο νκάδαο δηεμαγσγήο ηεο έξεπλαο εμαξηάηαη απφ ηνπο ζθνπνχο, ηελ έθηαζε 

θαη ηνλ πξνυπνινγηζκφ ηεο έξεπλαο. 

Σέινο, ζεκαληηθφ ξφιν θαηά ηε δηεμαγσγή ηεο έξεπλαο ζηελ απνθπγή θαη πξφιεςε πξνβιεκάησλ 

ηα νπνία ελδέρεηαη λα νδεγήζνπλ ζε απφθιηζε απφ ηνλ ζρεδηαζκφ, παίδεη ε πηινηηθή έξεπλα (pilot 

study). 

Πηινηηθή είλαη κηα έξεπλα ε νπνία δηεμάγεηαη πξηλ απφ ηελ θχξηα έξεπλα. Αθνινπζεί ηνλ ζρεδηαζκφ 

ηεο θχξηαο έξεπλαο ζε θάζε ζηάδην (δεηγκαηνιεπηηθφ ζρέδην, εξσηεκαηνιφγην, θαηαγξαθή, 

αλάιπζε), αιιά είλαη κηθξφηεξεο θιίκαθαο, δει. επηιέγεηαη έλα αξθεηά κηθξφηεξν δείγκα απφ 

εθείλν ηεο θχξηαο. Ζ πηινηηθή έξεπλα είλαη απαξαίηεηε θπξίσο ζε λέεο έξεπλεο, θαη ε ζθνπηκφηεηά 

ηεο είλαη πνιχπιεπξε. ΢ε αξρηθή θάζε, ειέγρεηαη ην εξσηεκαηνιφγην θαη εληνπίδνληαη ηπρφλ 

παξεξκελείεο ή εξσηήζεηο πνπ δελ είλαη θαηαλνεηέο. Δπίζεο, γίλεηαη κηα εθηίκεζε ηνπ ρξφλνπ ηεο 

δηεμαγσγήο ηεο έξεπλαο θαη έλαο έιεγρνο γηα ηελ θαιή εθπαίδεπζε θαη πξνεηνηκαζία ησλ 

ζπλεληεπθηψλ. Σέινο, θαη ζεκαληηθφηεξν, ιακβάλνληαη θάπνηεο πξψηεο εθηηκήζεηο γηα ηηο άγλσζηεο 

παξακέηξνπο ηνπ πιεζπζκνχ, νη νπνίεο ζα ρξεζηκεχζνπλ ζηελ πινπνίεζε ηεο θχξηαο έξεπλαο. Γηα 

παξάδεηγκα, φπσο ζα δνχκε ζην Κεθάιαην 2 -, γηα ηνλ πξνζδηνξηζκφ ηνπ απαηηνχκελνπ κεγέζνπο 

ηνπ δείγκαηνο ψζηε λα πιεξνχληαη νξηζκέλεο πξνδηαγξαθέο, είλαη απαξαίηεην λα δηαζέηνπκε 

ζηνηρεία γηα ηνλ πιεζπζκφ, φπσο ε δηαθχκαλζε ηνπ ππφ κειέηε ραξαθηεξηζηηθνχ. Δάλ ηα ζηνηρεία 

απηά δελ παξέρνληαη απφ κηα πξφζθαηε απνγξαθή ή απφ κηα πξνγελέζηεξε έξεπλα, ηφηε ε πηινηηθή 

είλαη αλαγθαία. 

 ΢ηαηηζηηθή Αλάιπζε (Statistical Analysis) 

Μεηά ηε δηεμαγσγή ηεο έξεπλαο θαη ηελ θαηαγξαθή ησλ κεηξήζεσλ, είλαη δηαζέζηκν έλα ζχλνιν 

δεδνκέλσλ. H αλάιπζε ησλ δεδνκέλσλ ζα γίλεη απφ ηνλ ζηαηηζηηθφ εξεπλεηή εθαξκφδνληαο ηα 

απνηειέζκαηα ηεο Θεσξίαο Γεηγκαηνιεςίαο θαη ιακβάλνληαο ππφςε ην δεηγκαηνιεπηηθφ ζρέδην 

πνπ πηνζεηήζεθε θαηά ηελ έξεπλα. Σα θχξηα ζεκεία ηεο αλάιπζεο είλαη ν ππνινγηζκφο ησλ 

εθηηκεηψλ ησλ αγλψζησλ πνζνηήησλ ηνπ πιεζπζκνχ βάζεη ηνπ δείγκαηνο, ν ππνινγηζκφο ησλ 

ζθαικάησλ ηεο εθηίκεζεο θαη ε θαηαζθεπή δηαζηεκάησλ εκπηζηνζχλεο. 

΢ε ζχλζεηα δεηγκαηνιεπηηθά ζρέδηα, φπνπ γίλεηαη ζπλδπαζκφο αξθεηψλ επηκέξνπο 

δεηγκαηνιεπηηθψλ ζρεδίσλ, ν ππνινγηζκφο ησλ ηππηθψλ ζθαικάησλ ησλ εθηηκεηψλ γίλεηαη κε ηε 

βνήζεηα πξνζεγγηζηηθψλ κεζφδσλ. 

Σέινο, ηα απνηειέζκαηα ηεο αλάιπζεο θαηαγξάθνληαη θαη παξνπζηάδνληαη. 
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Κεθάιαην 2 - ΑΠΛΖ ΣΤΥΑΗΑ ΓΔΗΓΜΑΣΟΛΖΦΗΑ 

΢ύλνςε 

Με ην θεθάιαην απηό μεθηλά ε κειέηε ησλ ζηνηρεησδώλ δεηγκαηνιεπηηθώλ ζρεκάησλ πνπ αλήθνπλ ζηε 

γεληθόηεξε θαηεγνξία ησλ κεζόδσλ δεηγκαηνιεςίαο ζηηο νπνίεο ε επηινγή ηνπ δείγκαηνο βαζίδεηαη ζηε ζεσξία 

πηζαλνηήησλ. ΢ηα δεηγκαηνιεπηηθά απηά ζρήκαηα, νη ζηνηρεηώδεηο κνλάδεο ηνπ πιεζπζκνύ απνηεινύλ 

ηαπηόρξνλα θαη ηηο δεηγκαηνιεπηηθέο κνλάδεο. Ζ ρξήζε ησλ ζηνηρεησδώλ δεηγκαηνιεπηηθώλ ζρεκάησλ έρεη 

κεγάιε επξύηεηα ζηηο δεηγκαηνιεπηηθέο έξεπλεο, αιιά ζπλήζσο ηα ζρήκαηα απηά εκθαλίδνληαη ζε ζπλδπαζκό ή 

σο επηκέξνπο βήκαηα ελόο κεγαιύηεξνπ θαη πην ζύλζεηνπ δεηγκαηνιεπηηθνύ ζρεδίνπ. Ζ κειέηε ηεο πξώηεο 

δεηγκαηνιεπηηθήο κεζόδνπ, ηεο απιήο ηπραίαο δεηγκαηνιεςίαο είλαη ζεκαληηθή, όρη ίζσο από πξαθηηθήο 

άπνςεο, δεδνκέλνπ όηη ζπάληα ε κέζνδνο απηή ζα εθαξκνζηεί απνθιεηζηηθά ζε κηα δεηγκαηνιεπηηθή έξεπλα, 

αιιά επεηδή απνηειεί ηε βάζε πάλσ ζηελ νπνία ε Θεσξία Γεηγκαηνιεςίαο (Sampling Theory) έρεη ρηηζηεί. Ζ 

κειέηε ηεο απιήο ηπραίαο δεηγκαηνιεςίαο (α.η.δ.) (αγγιηθά: simple random sampling ή srs) επίζεο ζα βνεζήζεη 

ζηελ θαηαλόεζε ησλ ελλνηώλ πνπ πεξηγξάθεθαλ ζην Κεθάιαην 1 - θαη νη νπνίεο αθνξνύλ ηνλ ζθνπό κηαο 

δεηγκαηνιεπηηθήο έξεπλαο, ηε δηαδηθαζία επηινγήο ηνπ δείγκαηνο, ηελ εθηίκεζε, ηηο δεηγκαηνιεπηηθέο θαηαλνκέο 

θαη ηηο ηδηόηεηεο ησλ εθηηκεηώλ. Δπίζεο, αξθεηά από ηα δεηγκαηνιεπηηθά ζρήκαηα πνπ ζα αλαπηπρζνύλ ζε 

επόκελα θεθάιαηα θάλνπλ ρξήζε ηεο απιήο ηπραίαο δεηγκαηνιεςίαο. 

Πξναπαηηνύκελε γλώζε 

Κεθάιαην 1 -, Δθηηκεηηθή, Καλνληθή θαηαλνκή, t θαηαλνκή, Γηάζηεκα Δκπηζηνζύλεο. 

2.1. Οξηζκόο θαη πεξηγξαθή ηεο Απιήο Σπραίαο Γεηγκαηνιεςίαο 

Ζ απιή ηπραία δεηγκαηνιεςία είλαη κηα κέζνδνο δεηγκαηνιεςίαο κε πηζαλφηεηεο, θαηά ηελ νπνία νη 

πηζαλφηεηεο επηινγήο ησλ κνλάδσλ απφ ηνλ πιεζπζκφ είλαη ίζεο κεηαμχ ηνπο. 

Έζησ 𝛮 ην πιήζνο ησλ κνλάδσλ ζ'έλαλ πιεζπζκφ θαη έζησ 𝑛 ην κέγεζνο ηνπ δείγκαηνο πνπ επηζπκνχκε λα 

επηιέμνπκε. ΢πλνιηθά ππάξρνπλ  
𝛮
𝑛

  δπλαηά δείγκαηα κεγέζνπο 𝑛 πνπ κπνξνχλ λα επηιεγνχλ απφ ηνλ 

πιεζπζκφ (κε ηελ ηδηφηεηα λα κελ εκθαλίδεηαη πεξηζζφηεξεο απφ κία θνξά κηα κνλάδα ηνπ πιεζπζκνχ ζην 

ίδην δείγκα. Βι. πην θάησ Παξαηήξεζε 2.1). 

΢χκθσλα κε ηνλ ζπκβνιηζκφ ηνπ Κεθάιαην 1 -, ην ζχλνιν ησλ δπλαηψλ δεηγκάησλ γηα ηελ πεξίπησζε απηή 

ζα είλαη: 

𝑆 =  𝑠1 , 𝑠2, … , 𝑠
 
𝛮
𝑛

 
  

φπνπ  
𝛮
𝑛

 =
𝑁!

 𝑁−𝑛 !𝑛!
 θαη 𝑛! = 𝑛 𝑛 − 1  𝑛 − 2 ⋯ 1. Με ηε βνήζεηα ηνπ ζπλφινπ 𝑆, δίλεηαη ν νξηζκφο ηεο 

απιήο ηπραίαο δεηγκαηνιεςίαο. 

Οξηζκόο Απιήο Σπραίαο Γεηγκαηνιεςίαο 

Απιή ηπραία δεηγκαηνιεςία είλαη ε δεηγκαηνιεςία θαηά ηελ νπνία φια ηα δπλαηά δείγκαηα ηνπ πιεζπζκνχ, 

κεγέζνπο 𝑛 (𝑛 = 1,2, . . , 𝑁), 𝑠1, 𝑠2 , … , 𝑠
 
𝛮
𝑛

 
, έρνπλ ηελ ίδηα πηζαλφηεηα λα επηιεγνχλ. Ζ πηζαλφηεηα απηή 

ηζνχηαη κε 1  
𝛮
𝑛

  . 

Παξαηήξεζε 2.1 

΢ηνλ παξαπάλσ νξηζκφ έγηλε εθαξκνγή ηεο ηδηφηεηαο φηη φια ηα ζηνηρεία ηνπ δείγκαηνο είλαη δηαθνξεηηθά 

κέιε ηνπ πιεζπζκνχ ή, φπσο αιιηψο ιέγεηαη, δεηγκαηνιεςία ρσξίο επαλαηνπνζέηεζε (sampling without 
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replacement). Δάλ ε δεηγκαηνιεςία επηηξέπεη επαλαηνπνζέηεζε (δει. νπνηαδήπνηε κνλάδα ηνπ πιεζπζκνχ 

λα έρεη ηε δπλαηφηεηα λα εκθαληζζεί πεξηζζφηεξεο απφ κία θνξέο ζην δείγκα) ν νξηζκφο ηζρχεη σο έρεη, κε ηε 

κφλε δηαθνξά φηη ην πιήζνο ησλ δπλαηψλ δεηγκάησλ ζα είλαη δηεπξπκέλν θαη, ζπγθεθξηκέλα, ζα είλαη  𝛮𝑛 . 

Καηά ζπλέπεηα, ε πηζαλφηεηα επηινγήο ηνπ θάζε δείγκαηνο, γηα ηελ απιή ηπραία δεηγκαηνιεςία, ζα είλαη 

1 𝛮 𝑛
. 

 

΢ηα παξαθάησ ζα γίλεη αλάπηπμε θαη αλάιπζε γηα ηε δεηγκαηνιεςία ρσξίο επαλαηνπνζέηεζε, κηαο θαη 

απνηειεί ζηελ πξάμε ηελ πην ζπλεζηζκέλε εθδνρή ηεο απιήο ηπραίαο δεηγκαηνιεςίαο. Ζ απιή ηπραία 

δεηγκαηνιεςία απνηειεί αληηθείκελν ζρεδφλ θάζε δηδαθηηθνχ ή εξεπλεηηθνχ βηβιίνπ κε αληηθείκελν ηε 

ζεσξία δεηγκαηνιεςίαο ή ηε δηεμαγσγή κηαο έξεπλαο. Μεηαμχ απηψλ, πξνηείλνληαη ηα ζπγγξάκκαηα ησλ 

Cochran (1977, Κεθ. 2), Des Raj (1968, Κεθ. 3), Rao (2000, Κεθ. 2, 3 θαη 4), Barnett (2002, Κεθ. 2) θαη 

Levy & Lemeshow (1999, Κεθ. 3). Γηα ηε κειέηε ηεο α.η.δ. κε επαλαηνπνζέηεζε, παξαπέκπνπκε ζηνπο 

Thompson (2012, Κεθ. 2) θαη Des Raj (1968, Κεθ. 3). 

2.2. Δπηινγή ελόο δείγκαηνο ζύκθσλα κε ηελ Απιή Σπραία Γεηγκαηνιεςία 

Γηα ηελ εθαξκνγή ηεο απιήο ηπραίαο δεηγκαηνιεςίαο, πξνθεηκέλνπ λα επηιεγεί έλα δείγκα κεγέζνπο 𝑛, 

ρξεζηκνπνηείηαη ε παξαθάησ Πξφηαζε. Έλα δείγκα πνπ επηιέγεηαη κε ηε δηαδηθαζία πνπ πεξηγξάθεηαη ζηελ 

Πξφηαζε είλαη απιφ ηπραίν ζχκθσλα κε ηνλ νξηζκφ, γηαηί δηαηεξείηαη ε ηδηφηεηα ησλ ίζσλ πηζαλνηήησλ γηα 

φια ηα δπλαηά δείγκαηα. 

Πξόηαζε 2.1 

Έλα δείγκα είλαη απιφ ηπραίν εάλ ε επηινγή ησλ κνλάδσλ ηνπ απφ ηνλ πιεζπζκφ γίλεηαη κία πξνο κία 

δηαδνρηθά, ρσξίο επαλαηνπνζέηεζε, θαη έηζη ψζηε θάζε θνξά φιεο νη δηαζέζηκεο κνλάδεο ζηνλ πιεζπζκφ λα 

παξακέλνπλ ηζνπίζαλεο. 

Απόδεημε 

Έζησ 𝛸1 , 𝛸2 , … , 𝛸𝑛  κηα αθνινπζία 𝑛 κνλάδσλ ηνπ πιεζπζκνχ, ε νπνία πξνήιζε κε ηνλ παξαπάλσ ηξφπν. Ζ 

πηζαλφηεηα ηεο πξαγκαηνπνίεζεο απηήο ηεο αθνινπζίαο είλαη: 

1

𝛮

1

𝛮 − 1
⋯

1

𝛮 − 𝑛 + 1
=

 𝑁 − 𝑛 !

𝑁!
 

Ο ηξφπνο απηφο ππνινγηζκνχ ηεο πηζαλφηεηαο ιακβάλεη ππφςε ηε δηάηαμε. Γηα ηελ απιή ηπραία 

δεηγκαηνιεςία ρσξίο επαλαηνπνζέηεζε, ε ζεηξά εκθάληζεο ησλ κνλάδσλ ηνπ πιεζπζκνχ ζην δείγκα δελ 

ιακβάλεηαη ππφςε. Καηά ζπλέπεηα, φια ηα δείγκαηα ηα νπνία κπνξνχλ λα πξνθχπηνπλ κε αλαδηάηαμε ησλ 

ζηνηρείσλ ηνπ αξρηθνχ δείγκαηνο είλαη ηζνδχλακα. Ο ζπλνιηθφο αξηζκφο ησλ δεηγκάησλ απηψλ ηζνχηαη κε 𝑛!. 
΢πλνιηθά, ε επηινγή ηεο ηπραίαο αθνινπζίαο 𝛸1 , 𝛸2 , … , 𝛸𝑛  ζχκθσλα κε ην ζεψξεκα, έρεη πηζαλφηεηα 

εκθάληζεο: 

𝑛!
 𝑁 − 𝑛 !

𝑁!
=  

1

 
𝑁
𝑛

 
 

ε νπνία ζπκθσλεί κε ηνλ νξηζκφ ηεο srs ■ 

 

΢πλνπηηθά, ε πινπνίεζε κηαο απιήο ηπραίαο δεηγκαηνιεςίαο γίλεηαη σο εμήο: 

 Αληηζηνηρίδνπκε θάζε κνλάδα ηνπ πιεζπζκνχ κε έλαλ αξηζκφ απφ ην 1 έσο ην 𝛮. 
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 Με κηα δηαδηθαζία παξαγσγήο ηπραίσλ αξηζκψλ (ππνινγηζηή ή πίλαθεο ηπραίσλ αξηζκψλ) 

επηιέγνπκε έλα ζχλνιν απφ 𝑛 ηπραίνπο αξηζκνχο. Οη αξηζκνί απηνί ζα πξέπεη λα είλαη 

δηαθξηηνί (φρη ίζνη) θαη κηθξφηεξνη ηνπ 𝛮. 

 Οη κνλάδεο ηνπ πιεζπζκνχ νη νπνίεο αληηζηνηρνχλ ζηνπο ηπραίνπο αξηζκνχο πνπ έρνπλ 

παξαρζεί ζχκθσλα κε ηελ αλάζεζε επηιέγνληαη γηα ην δείγκα. 

Παξάδεηγκα 2.1 

΢ε κηα ηάμε 30 καζεηψλ δεκνηηθνχ πξφθεηηαη λα γίλεη κηα δεηγκαηνιεπηηθή έξεπλα κε ζέκα ηελ εθηίκεζε ηνπ 

αξηζκνχ ησλ παηδηψλ πνπ δελ έρνπλ θάλεη ηα βαζηθά εκβφιηα. 

Έζησ φηη ζην πιαίζην ηεο έξεπλαο ζθνπεχνπκε λα επηιέμνπκε έλα δείγκα πέληε παηδηψλ. Όια ηα δπλαηά 

δείγκαηα ηα νπνία απνηεινχληαη απφ 5 παηδηά ηεο ηάμεο είλαη: 

 
30
5

 = 142506  

Γηα ηελ επηινγή ηνπ δείγκαηνο, αξρηθά αληηζηνηρίδεηαη έλαο αξηζκφο απφ ην 1 έσο ην 30 κε θάζε καζεηή. ΢ηε 

ζπλέρεηα, επηιέγνληαη 5 ηπραίνη αξηζκνί. Π.ρ., κε ηε βνήζεηα ηνπ ζηαηηζηηθνχ παθέηνπ R, ε εληνιή ε νπνία 

παξάγεη ηνπο αξηζκνχο απηνχο ζα είλαη: 

> sample(30,5) 

θαη ην απνηέιεζκα: 

[1] 23 8 16 4 29 

δειψλεη φηη ν 4νο, 8νο, 16νο, 23νο θαη 29νο καζεηήο είλαη νη καζεηέο πνπ ζα απνηεινχλ ην δείγκα θαη ζα 

ζπκκεηέρνπλ ζηελ έξεπλα γηα ηελ εθηίκεζε ηνπ πνζνζηνχ ησλ παηδηψλ ηα νπνία δελ έρνπλ θάλεη ηα βαζηθά 

εκβφιηα. 

2.3. Δθηίκεζε παξακέηξσλ ηνπ πιεζπζκνύ θάησ από ηελ Απιή Σπραία 

Γεηγκαηνιεςία 

΢ηελ παξάγξαθν απηή ππνζέηνπκε φηη ην ραξαθηεξηζηηθφ ηνπ πιεζπζκνχ 𝑌 ην νπνίν απνηειεί ην αληηθείκελν 

ηεο δεηγκαηνιεπηηθήο έξεπλαο είλαη πνζνηηθφ, δει. αληηζηνηρεί ζε κηα ηπραία κεηαβιεηή πνπ είλαη ζπλερήο. 

Όπσο αλαθέξζεθε ζην Κεθάιαην 1 -, ζηελ πεξίπησζε θαηά ηελ νπνία ην ραξαθηεξηζηηθφ 𝑌 είλαη ζπλερέο, νη 

πνζφηεηεο νη νπνίεο πην ζπρλά ελδηαθέξνπλ γηα εθηίκεζε είλαη ε κέζε ηηκή θαη ην ζχλνιν ηνπ 

ραξαθηεξηζηηθνχ 𝑌 γηα ηνλ πιεζπζκφ. Τπελζπκίδνπκε φηη 𝑌𝑖  (𝑖 = 1,2, … , 𝑁) ζπκβνιίδεη ηελ ηηκή ή απάληεζε 

ηνπ 𝑖 κέινπο ηνπ πιεζπζκνχ γηα ηε κεηαβιεηή 𝑌. Ζ κέζε ηηκή θαη ην ζχλνιν είλαη γξακκηθνί ζπλδπαζκνί 

ησλ 𝑌𝑖 , νη νπνίνη δίλνληαη πην αλαιπηηθά απφ ηηο εθθξάζεηο: 

𝑌 =
1

𝑁
 𝑌𝑖

𝑁

𝑖=1

 

θαη 

𝑌𝑇 =  𝑌𝑖

𝑁

𝑖=1

 

αληίζηνηρα. ΢ηελ επφκελε παξάγξαθν ζεσξνχκε ηελ πεξίπησζε ηεο εθηίκεζεο ηνπ κέζνπ 𝑌  ηνπ πιεζπζκνχ 

απφ έλα δείγκα κεγέζνπο 𝑛, ην νπνίν έρεη επηιεγεί ζχκθσλα κε ηελ απιή ηπραία δεηγκαηνιεςία. 

file:///C:/Users/Christos/Desktop/ebooks/Julia/Î�ÎµÏ�Î¬Î»Î±Î¹Î¿%202/xmJulia2rev.htm%23heading_id_100
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2.3.1 Δθηίκεζε ηνπ κέζνπ γηα ην ραξαθηεξηζηηθό ηνπ πιεζπζκνύ 

Γηα ην πξφβιεκα ηεο εθηίκεζεο ηεο κέζεο ηηκήο γηα ην ραξαθηεξηζηηθφ 𝑌 ηνπ πιεζπζκνχ, ν δεηγκαηηθφο 

κέζνο ηνπ απινχ ηπραίνπ δείγκαηνο ην νπνίν έρεη επηιεγεί είλαη ν εθηηκεηήο θάησ απφ ηελ α.η.δ. 

Οη ηδηφηεηεο ηνπ εθηηκεηή ν νπνίνο πξνθχπηεη απφ έλα απιφ ηπραίν δείγκα είλαη ηαπηφρξνλα νη ηδηφηεηεο ηνπ 

ηξφπνπ δεηγκαηνιεςίαο ή ηνπ δεηγκαηνιεπηηθνχ ζρεδίνπ, φπσο επίζεο ιέγεηαη, πνπ έρεη εθαξκνζηεί. 

΢πλεπψο, ε κειέηε ηνπ εθηηκεηή θαη ησλ ηδηνηήησλ ηνπ είλαη ζεκαληηθή γηα δχν ιφγνπο. Ο πξψηνο ιφγνο 

αθνξά ηνλ ίδην ηνλ ζθνπφ ηεο δηεμαγσγήο ηεο έξεπλαο. Σν απνηέιεζκα ηεο κειέηεο ζα πξνζθέξεη ηα 

ζεσξεηηθά εξγαιεία, ε εθαξκνγή  ησλ νπνίσλ ζην δείγκα κηαο έξεπλαο ζα επηηξέςεη ηνλ αξηζκεηηθφ 

ππνινγηζκφ ηνπ εθηηκεηή, θαζψο θαη επηπιένλ ζεκαληηθψλ ραξαθηεξηζηηθψλ ηνπ, φπσο ε αθξίβεηα ή 

δηαθύκαλζε (variance), ην ηππηθό ζθάικα (standard error) θαη ε θαηαζθεπή δηαζηεκάησλ εκπηζηνζύλεο 

(confidence intervals). Όια ηα παξαπάλσ ζηνηρεία καδί ζπλζέηνπλ ηα απνηειέζκαηα ηεο έξεπλαο. Ο 

δεχηεξνο ιφγνο είλαη φηη, παξάιιεια, ε κειέηε ησλ ηδηνηήησλ ηνπ εθηηκεηή ζε ζεσξεηηθφ επίπεδν πξνζθέξεη 

ην κέζν γηα ηε ζχγθξηζε ηνπ απινχ ηπραίνπ δεηγκαηνιεπηηθνχ ζρεδίνπ κε έλα άιιν δεηγκαηνιεπηηθφ ζρέδην 

γεληθφηεξα. 

2.3.2 Ηδηόηεηεο ηνπ εθηηκεηή ηνπ κέζνπ γηα ην ραξαθηεξηζηηθό ηνπ πιεζπζκνύ 

Γηα ηνλ εθηηκεηή ηνπ κέζνπ 𝑌 =
1

𝛮
 𝑌𝑖

𝑁
𝑖=1  ελφο ραξαθηεξηζηηθνχ 𝑌 ηνπ πιεζπζκνχ, ρξεζηκνπνηείηαη ν 

δεηγκαηηθφο κέζνο 𝛸 =
1

𝑛
 𝑋𝑖

𝑛
𝑖=1  ελφο δείγκαηνο 𝑠 = {𝛸1 , 𝛸2 , … , 𝛸𝑛 }, ην νπνίν έρεη πξνέιζεη κε απιφ ηπραίν 

ηξφπν. Γηα ηνλ εθηηκεηή απηφλ κπνξνχλ λα απνδεηρηνχλ νη παξαθάησ πξνηάζεηο. 

Πξόηαζε 2.2 

Γηα ηελ απιή ηπραία δεηγκαηνιεςία, ν δεηγκαηηθφο κέζνο 𝛸  είλαη ακεξφιεπηνο εθηηκεηήο ηνπ 𝑌 ,  δειαδή 

Ε 𝛸  = 𝑌 . 

Απόδεημε 

Θεσξνχκε ηηο ηπραίεο κεηαβιεηέο 𝑉𝑖 , 𝑖 = 1,2, … , 𝑁, ε θαζεκηά απφ ηηο νπνίεο αληηζηνηρεί ζηηο κνλάδεο ηνπ 

πιεζπζκνχ 𝑌𝑖  θαη νη νπνίεο νξίδνληαη σο εμήο: 

 

𝑉𝑖 =  
1, εάν η 𝑌𝑖  επηιεγεί ζην srs δείγκα 

0, εάν η 𝑌𝑖  δελ επηιεγεί ζην δείγκα 
  

 

Απφ ηνλ ηξφπν κε ηνλ νπνίν έρνπλ νξηζηεί νη 𝑉𝑖  θαη ζχκθσλα κε ηνλ νξηζκφ ηεο απιήο ηπραίαο 

δενγκαηνιεςίαο, εχθνια πξνθχπηεη φηη 𝑉𝑖~Bernoulli(𝑝) κε 𝑝 =
𝑛

𝑁
. 

H πηζαλφηεηα επηηπρίαο 𝑝 ηζνχηαη κε 
𝑛

𝑁
 γηαηί θάζε κνλάδα ηνπ πιεζπζκνχ κπνξεί λα θαηαιάβεη κία απφ ηηο 𝑛 

ζέζεηο ηνπ δείγκαηνο. Καηά ζπλέπεηα, γηα ηηο ηπραίεο κεηαβιεηέο (η.κ.) 𝑉𝑖  ηζρχεη Ε 𝑉𝑖 = 𝑝, 𝑖 = 1,2, … , 𝛮. 

Δπηπιένλ, κε ηε βνήζεηα ησλ η.κ. 𝑉𝑖  ε δεηγκαηηθή κέζε ηηκή γξάθεηαη ηζνδχλακα σο: 

 𝛸 =
1

𝑛
 𝑉𝑖𝑌𝑖

𝑁

𝑖=1

 (2.1) 

δει. έλαο γξακκηθφο ζπλδπαζκφο ησλ η.κ. 𝑉𝑖  κε ζπληειεζηέο ηηο ηηκέο ηνπ ραξαθηεξηζηηθνχ 𝑌𝑖 . 

Παίξλνληαο ηελ αλακελφκελε ηηκή ζηελ ηειεπηαία ζρέζε, πξνθχπηεη: 
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Ε 𝛸  =
1

𝑛
 𝑌𝑖Ε 𝑉𝑖 

𝑁

𝑖=1

=
1

𝑛
 𝑌𝑖

𝑛

𝑁
=

1

𝑁

𝑁

𝑖=1

 𝑌𝑖 = 𝑌 

𝑁

𝑖=1

 

Άξα ν εθηηκεηήο 𝛸  εθηηκά ακεξφιεπηα ηνλ 𝑌 ■ 

Πξόηαζε 2.3 

Ζ δηαθχκαλζε ηνπ εθηηκεηή 𝛸  θάησ απφ ηελ απιή ηπραία δεηγκαηνιεςία είλαη: 

Var 𝛸  =
1 − 𝑓

𝑛
𝑆2 

φπνπ 𝑓 =
𝑛

𝑁
 θαη 𝑆2 =

1

𝑁−1
  𝑌𝑖 − 𝑌  2𝑁

𝑖=1  ε δηαθχκαλζε ησλ ηηκψλ ηνπ πιεζπζκνχ γηα ην ραξαθηεξηζηηθφ 𝑌. 

Απόδεημε 

Υξεζηκνπνηψληαο ηηο η.κ. 𝑉𝑖  πνπ νξίζηεθαλ ζηελ απφδεημε ηεο Πξφηαζεο 2.2 θαη ηελ έθθξαζε (2.1) γηα ηε 

δηαθχκαλζε ηνπ 𝛸 , πξνθχπηεη: 

 Var 𝛸  =
1

𝑛2

 
 
 
 
 

 𝑌𝑖
2Var(𝑉𝑖)

𝑁

𝑖=1

+ 2   Cov(𝑉𝑖 , 𝑉𝑗 ) 

𝑁

𝑗 =1
𝑗 >𝑖

𝑁

𝑖=1
 
 
 
 
 

. (2.2) 

Απφ ηνλ νξηζκφ ησλ 𝑉𝑖  θαη ηεο Bernoulli θαηαλνκήο ηνπο, ηζρχνπλ 

(α) Var 𝑉𝑖 = 𝑝(1 − 𝑝) θαη 

(β) Cov 𝑉𝑖 , 𝑉𝑗  = −
𝑛

𝑁(𝑁−1)
 1 −

𝑛

𝑁
  

αθνχ 

Cov 𝑉𝑖 , 𝑉𝑗  = Ε 𝑉𝑖𝑉𝑗  − Ε 𝑉𝑖 Ε 𝑉𝑗  . 

Δπίζεο, γηα ηελ Ε 𝑉𝑖𝑉𝑗   εάλ ιεθζεί ππφςελ φηη ηζνχηαη κε ηελ πηζαλφηεηα P  𝑉𝑖 = 1  ∩  𝑉𝑗 = 1    κπνξεί 

εχθνια λα δεηρζεί φηη: 

Ε 𝑉𝑖𝑉𝑗  =
𝑛(𝑛 − 1)

𝑁(𝑁 − 1)
 

Αλ αληηθαηαζηαζνχλ ηα επηκέξνπο απνηειέζκαηα (α) θαη (β) ζηελ (2.2) θαη εθηειεζηνχλ νη αιγεβξηθέο 

πξάμεηο ζηα αζξνίζκαηα, πξνθχπηεη ην απνηέιεζκα 

Παξαηεξήζεηο 

2.2 Ζ πνζφηεηα 𝑓 =
𝑛

𝑁
 νλνκάδεηαη πειίθν δείγκαηνο (sampling fraction). Απφ ηνλ νξηζκφ ηνπ, είλαη έλαο 

αξηζκφο απφ 0 έσο 1 θαη δίλεη ην κέγεζνο ηνπ δείγκαηνο ζε ζρεηηθνχο φξνπο σο πξνο ηνλ πιεζπζκφ. 

Π.ρ. 5%, 10% θηι. 

2.3 Ζ πνζφηεηα 1 − 𝑓 πνπ εκθαλίδεηαη ζηελ έθθξαζε ηεο δηαθχκαλζεο ηνπ εθηηκεηή ιέγεηαη θαη δηφξζσζε 

ηνπ πεπεξαζκέλνπ πιεζπζκνχ (finite population correction, fpc). Ζ νλνκαζία νθείιεηαη ζην γεγνλφο 

φηη ε πνζφηεηα απηή είλαη ε κφλε πνπ δηαθνξνπνηεί ην απνηέιεζκα ηεο Var 𝛸   απφ ην αληίζηνηρν 

απνηέιεζκα γηα άπεηξνπο πιεζπζκνχο. 
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2.4 Δάλ ν παξάγνληαο fpc δελ ζπκπεξηιεθζεί ζηνλ ππνινγηζκφ ηεο Var 𝛸  , απηφ ζα έρεη σο απνηέιεζκα 

ηελ ππεξεθηίκεζε ηεο δηαζπνξάο ηνπ εθηηκεηή. Καηά ζπλέπεηα, φζν κεγαιχηεξεο ηηκέο έρεη ην 𝑓 =
𝑛

𝑁  (γεληθά 0 < 𝑓 < 1) ζε κηα δεηγκαηνιεπηηθή έξεπλα, ηφζν πην επηβεβιεκέλε είλαη ε ρξήζε ηνπ fpc 

γηα ηελVar 𝛸  . Καη αληίζεηα, γηα κηθξέο ηηκέο ηνπ 𝑓 ε επίδξαζε ηνπ fpc ζηελ Var 𝛸   ζα είλαη κηθξή θαη 

ζπλεπψο κπνξεί λα παξαιεηθζεί. 

2.5 Απφ ηελ έθθξαζε ηεο Var 𝛸   φπσο απηή απνδείρηεθε ζηελ Πξφηαζε 2.3, πξνθχπηεη φηη ην 

δεηγκαηνιεπηηθφ ζθάικα, πνπ πξνέξρεηαη απφ ην γεγνλφο φηη εθηηκνχκε ην 𝑌   αληί λα ην ππνινγίδνπκε 

κε απνγξαθή, είλαη αλάινγν ηνπ 𝑆2. Ζ πνζφηεηα 𝑆2, απφ ηνλ νξηζκφ ηεο, είλαη έλα κέηξν ηεο 

κεηαβιεηφηεηαο ησλ ηηκψλ ηνπ ζπλφινπ (εδψ ν πιεζπζκφο) ζε ζρέζε κε ηε κέζε ηνπ ηηκή. Άξα, ε 

αθξίβεηα πνπ ζα επηηεπρζεί θαηά ηελ εθηίκεζε κεηά απφ κηα απιή ηπραία δεηγκαηνιεςία θαζνξίδεηαη 

απφ ηελ νκνηνγέλεηα ή εηεξνγέλεηα ηνπ πιεζπζκνχ σο πξνο ην ραξαθηεξηζηηθφ 𝑌.  

 

Άιιεο πνζφηεηεο πνπ απνξξένπλ απφ ηε δηαθχκαλζε ηνπ εθηηκεηή θαη είλαη ρξήζηκεο ζηελ πξάμε είλαη ην 

ηππηθό ζθάικα ηνπ εθηηκεηή (standard error) se 𝑋  =  Var 𝛸   θαη ν ζπληειεζηήο κεηαβιεηόηεηαο ηνπ 

εθηηκεηή (coefficient of variation) CV 𝑋  =
 Var 𝛸  

E(𝛸 )
 = se 𝛸  

Y 
 .  

Απφ ηελ Πξφηαζε 2.3, γίλεηαη θαλεξφ φηη γηα ηνλ αξηζκεηηθφ ππνινγηζκφ ηεο δηαθχκαλζεο ή ηνπ ηππηθνχ 

ζθάικαηνο ηνπ 𝛸  θάησ απφ ηελ απιή ηπραία δεηγκαηνιεςία, απαηηείηαη πξνεγνχκελε γλψζε ηεο δηαζπνξάο 

ηνπ πιεζπζκνχ 𝑆2. Γηα ηνλ ππνινγηζκφ ηνπ ζπληειεζηή κεηαβιεηφηεηαο, απαηηείηαη γλψζε ηφζν ηνπ 𝑆2 φζν 

θαη ηεο κέζεο ηηκήο 𝑌  γηα ηνλ πιεζπζκφ. 

2.3.3 Δθηίκεζε ηνπ δεηγκαηνιεπηηθνύ ζθάικαηνο  

Ζ παξαθάησ πξφηαζε πξνζθέξεη έλα απνηέιεζκα κε ηε βνήζεηα ηνπ νπνίνπ είλαη εθηθηφ λα εθηηκεζεί ε 

δηαθχκαλζε ηνπ εθηηκεηή Var 𝛸  , φηαλ δελ ππάξρεη πξνεγνχκελε γλψζε ή πιεξνθνξία γηα ηε δηαζπνξά ηνπ 

πιεζπζκνχ 𝑆2.  

Πξόηαζε 2.4 

Γηα ηελ απιή ηπραία δεηγκαηνιεςία, ηζρχεη: 

E 𝑠2 = 𝑆2 

φπνπ: 

𝑠2 =
1

𝑛 − 1
  𝑋𝑖 − 𝑋  2

𝑛

𝑖=1

 

Απόδεημε (βι. Des Raj, 1968, Κεθ. 1) 

Γξάθνληαο: 

(𝑛 − 1)𝑠2 =   𝑋𝑖 − 𝑋  2

𝑛

𝑖=1

 

θαη ιακβάλνληαο αλακελφκελεο ηηκέο, πξνθχπηεη: 

 𝑛 − 1 Ε(𝑠2) = Ε    𝑋𝑖 − 𝑋  2

𝑛

𝑖=1

 = Ε   𝑋𝑖
2 −

  𝑋𝑖
𝑛
𝑖=1  2

𝑛

𝑛

𝑖=1
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= Ε   𝑋𝑖
2

𝑛

𝑖=1

 −
1

𝑛
Ε    𝑋𝑖

𝑛

𝑖=1

 

2

 = 𝛦   𝑋𝑖
2

𝑛

𝑖=1

 − 𝑛Ε 𝑋 2  

= Ε   𝑋𝑖
2

𝑛

𝑖=1

 − 𝑛  Var 𝑋  +  E 𝑋   
2
  

= Ε   𝑋𝑖
2

𝑛

𝑖=1

 −  1 − 𝑓 𝑆2 − 𝑛𝑌 2 

 

Γηα ηελ αλακελφκελε ηηκή, θάλνληαο θαη πάιη ρξήζε ησλ η.κ. 𝑉𝑖 , (𝑖 = 1,2, . . , 𝑁) πνπ νξίζηεθαλ ζηελ 

απφδεημε ηεο Πξφηαζεο 2.2, ηζρχεη: 

Ε   𝑋𝑖
2

𝑛

𝑖=1

 = Ε   𝑉𝑖𝑌𝑖
2

𝑁

𝑖=1

 =  𝑌𝑖
2E

𝑁

𝑖=1

 𝑉𝑖 =
𝑛

𝑁
 𝑌𝑖

2

𝑁

𝑖=1

. 

Αληηθαζηζηψληαο ζηελ πξνεγνχκελε ζρέζε ηελ αλακελφκελε ηηκή, ζα είλαη: 

 𝑛 − 1 Ε(𝑠2) =
𝑛

𝑁
 𝑌𝑖

2

𝑁

𝑖=1

−  1 − 𝑓 𝑆2 − 𝑛𝑌 2 =
𝑛

𝑁
  𝑌𝑖

2

𝑁

𝑖=1

− 𝑁𝑌 2 −  1 − 𝑓 𝑆2 

=
𝑛

𝑁
 𝑁 − 1 𝑆2 −  1 −

𝑛

𝑁
 𝑆2 

= (𝑛 − 1)𝑆2 

πνπ απνδεηθλχεη ηελ πξφηαζε. ■ 

 

Με ηε βνήζεηα ηεο Πξφηαζεο 2.4 πξνθχπηνπλ ηα αθφινπζα πνξίζκαηα, ηα νπνία δίλνπλ ηηο εθηηκψκελεο 

πνζφηεηεο γηα ηε δηαζπνξά θαη ην ηππηθφ ζθάικα ηνπ εθηηκεηή 𝑋  πνπ έρεη πξνέιζεη απφ έλα απιφ ηπραίν 

δείγκα. 

Πόξηζκα 2.1 

Γηα ηελ απιή ηπραία δεηγκαηνιεςία, ηζρχεη φηη έλαο ακεξφιεπηνο εθηηκεηήο ηεο δηαθχκαλζεο Var 𝛸   είλαη ν: 

Va r 𝛸  =
1 − 𝑓

𝑛
𝑠2 . 

Πόξηζκα 2.2 

Έλαο εθηηκεηήο ηνπ ηππηθνχ ζθάικαηνο ηνπ εθηηκεηή 𝛸  δίλεηαη απφ ηε ζρέζε: 

se  𝑋  =  
1 − 𝑓

𝑛
𝑠2 

Αμίδεη λα ζεκεησζεί φηη έλαο ιφγνο γηα ηνλ νπνίν έρεη ρξεζηκνπνηεζεί ν παξνλνκαζηήο 𝛮 − 1 αληί γηα 𝛮 ζηνλ 

νξηζκφ ηνπ 𝑆2 (θαη αληίζηνηρα n-1 αληί n ζηνλ νξηζκφ ηνπ s2) είλαη ε απιφηεηα ηνπ απνηειέζκαηνο ηεο 

Πξφηαζεο 2.4. 
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Παξάδεηγκα 2.2 

Δπηιέγνληαη ηπραία 9 απφ ηνπο 25 ζπλνιηθά γηαηξνχο κηαο πφιεο, κε ζθνπφ ηελ εθηίκεζε ηνπ κέζνπ αξηζκνχ 

ησλ επηζθέςεσλ ησλ γηαηξψλ ζε ζπίηηα αζζελψλ κέζα ζε κία εβδνκάδα. Οη γηαηξνί, πνπ επηιέρζεθαλ κε απιή 

ηπραία δεηγκαηνιεςία, είλαη απηνί κε αχμνληα αξηζκφ 13, 3, 17, 1, 14, 12, 7, 18, 4. Σα δεδνκέλα ηνπ Πίλαθα 

2.1 πνπ αθνινπζεί δίλνπλ ηηο απαληήζεηο ησλ 9 γηαηξψλ ζην εξψηεκα ηεο έξεπλαο: 

 

α/α Γιατρϊν 1 3 4 7 12 13 14 17 18 

Αριθμ. Επιςκζψεων 5 1 4 12 5 6 4 7 0 

Πίνακας 2.1 Μεηξήζεηο γηαηξώλ γηα επηζθέςεηο αζζελώλ 

Γηα ηηο κεηξήζεηο ηνπ δείγκαηνο, ν δεηγκαηηθφο κέζνο είλαη 𝛸 =
44

9
= 4.89 .  

Άξα, ν κέζνο αξηζκφο εβδνκαδηαίσλ επηζθέςεσλ ζε ζπίηηα αζζελψλ γηα ηνπο γηαηξνχο ηεο πφιεο εθηηκάηαη 

ζε 4.89. 

Γηα ηελ ηππηθή απφθιηζε ηεο εθηίκεζεο, κπνξεί λα ππνινγηζηεί κηα εθηίκεζε απηήο, αθνχ ε δηαθχκαλζε 𝑆2 

γηα ηνλ πιεζπζκφ, δει. ηνπο 25 γηαηξνχο, είλαη άγλσζηε. Αξρηθά: 

𝑠2 =
1

8
 (𝑋𝑖 − 𝑋 )2 =

1

8

9

𝑖=1

  𝑋𝑖
2

9

𝑖=1

−
  𝑋𝑖

9
𝑖=1  

2

9
 =

1

8
 312 −

442

9
 = 12.11  

Άξα, ε δηαζπνξά ηεο εθηίκεζεο 𝛸 = 4.89 εθηηκάηαη σο: 

Va r 𝛸  =
1−𝑓

𝑛
𝑠2 =

1−9
25 

9
 12.11 = 0.86  

Σν ηππηθφ ζθάικα ηεο εθηίκεζεο είλαη: 

se  𝑋  =  0.86 = 0.93  

Άξα, βάζεη ηνπ δείγκαηνο, ζπκπεξαίλεηαη φηη νη γηαηξνί ηεο πφιεο πξαγκαηνπνηνχλ κέζα ζε κία εβδνκάδα 

θαηά κέζνλ φξν 4.89 επηζθέςεηο ζε ζπίηηα αζζελψλ. Σν ηππηθφ ζθάικα ηεο εθηίκεζεο είλαη 0.93 επηζθέςεηο. 

Γηα ηελ έξεπλα ηνπ παξαδείγκαηνο, ην πειίθν ηνπ δείγκαηνο 𝑓 είλαη 0.36, αξθεηά κεγάιν γηα λα κπνξεί λα 

παξαιεηθζεί. Πξάγκαηη, εάλ ην 𝑓 αγλννχληαλ, ε δηαθχκαλζε ηνπ εθηηκεηή ζα ήηαλ: 

Va r 𝛸  =
1

𝑛
𝑠2 =

1

9
 12.11 = 1.34  

αξθεηά κεγαιχηεξε (ππεξεθηίκεζε) ηνπ 0.86. 

2.3.4 Δθηίκεζε ζπλόινπ γηα ην ραξαθηεξηζηηθό ηνπ πιεζπζκνύ  

Σν ζχλνιν ηνπ πιεζπζκνχ ή ην άζξνηζκα ησλ ηηκψλ ελφο ραξαθηεξηζηηθνχ γηα ηνλ πιεζπζκφ νξίδεηαη σο ην 

άζξνηζκα  𝑌𝑖
𝑁
𝑖=1  θαη ζπκβνιίδεηαη κε 𝑌 ή 𝑌𝛵 .  

Ζ εθηίκεζε ηνπ ζπλφινπ αληί ηνπ κέζνπ ελφο ραξαθηεξηζηηθνχ είλαη αξθεηά ζπρλά ην εξψηεκα ηνπ 

ελδηαθέξνληνο ζε κηα έξεπλα. Γηα παξάδεηγκα, έρεη ελδηαθέξνλ λα εθηηκεζεί ην ζπλνιηθφ εηζφδεκα ησλ 

θαηνίθσλ κηαο ρψξαο, ή ε ζπλνιηθή θαηαλάισζε ζε λεξφ απφ ηα λνηθνθπξηά κηαο πφιεο θηι. 

Απφ ηνλ νξηζκφ ηνπ 𝑌𝛵  ηζρχεη φηη 𝑌𝛵 = 𝛮𝑌 θαη ε εθηίκεζή ηνπ πξνθχπηεη σο άκεζε ζπλέπεηα απφ ηελ 

εθηίκεζε ηνπ 𝑌 . Με ηε βνήζεηα ηνπ εθηηκεηή ηνχ 𝑌  θαη ησλ ηδηνηήησλ ηνπ, πξνθχπηνπλ ηα παξαθάησ. 
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Πξόηαζε 2.5 

Γηα ηελ εθηίκεζε ηνπ ζπλφινπ ηνπ πιεζπζκνχ θάησ απφ ηελ απιή ηπραία δεηγκαηνιεςία ηζρχνπλ ηα εμήο: 

(i) Ο εθηηκεηήο ηνπ ζπλφινπ ηνπ πιεζπζκνχ είλαη ν 𝛸𝛵 = 𝛮𝛸  

(ii) Ο εθηηκεηήο 𝛸𝛵  εθηηκά ακεξφιεπηα ην 𝑌𝛵 , δει. Ε 𝛸𝛵 = 𝑌𝛵 . 

(iii) Ζ δηαζπνξά ηνπ εθηηκεηή 𝛸𝛵  δίλεηαη απφ ηε ζρέζε Var 𝛸𝛵 = 𝑁2 1−𝑓

𝑛
𝑆2. 

(iv) Σν ηππηθφ ζθάικα ηνπ 𝛸𝛵  είλαη se 𝛸𝛵 = 𝑁 
1−𝑓

𝑛
𝑆2. 

(v) Ζ εθηηκψκελε δηαθχκαλζε θαη ην εθηηκψκελν ηππηθφ ζθάικα ηνπ ΧΤ δίλνληαη απφ ηηο 

ζρέζεηο: 

Va r 𝛸𝛵 = 𝑁2 1−𝑓

𝑛
𝑠2 θαη se  𝛸𝛵 = 𝑁 

1−𝑓

𝑛
𝑠2 αληίζηνηρα. 

Απόδεημε (Πξνθαλήο) 

Παξάδεηγκα 2.3 

΢ε ζπλέρεηα ηνπ Παξαδείγκαηνο 2.2, εάλ ην εξψηεκα ηεο έξεπλαο είλαη πφζεο επηζθέςεηο ζε ζπίηηα αζζελψλ 

πξαγκαηνπνηνχλ νη γηαηξνί ηεο πφιεο, ηφηε ν αξηζκφο απηφο εθηηκάηαη απφ ην δείγκα κέζσ ηνπ 𝛸𝛵  θαη είλαη 

𝛸𝛵 = 𝛮𝛸 = 25 × 4.89 = 122.22 επηζθέςεηο. 

Σν ηππηθφ ζθάικα ηεο εθηίκεζεο εθηηκάηαη σο se  𝛸𝛵 = 𝛮se  𝑋  = 25 × 0.93 = 23.20 

 

Άξα, γηα ηνπο ζπλνιηθά 25 γηαηξνχο ηεο πφιεο, εθηηκάηαη φηη ζπλνιηθά πξαγκαηνπνηνχλ 122.22 επηζθέςεηο 

αλά εβδνκάδα ζε ζπίηηα αζζελψλ, κε εθηηκψκελν ηππηθφ ζθάικα 23.20 επηζθέςεηο. 

2.3.5 Δθηίκεζε πνζνζηνύ γηα ην ραξαθηεξηζηηθό ηνπ πιεζπζκνύ 

Μηα πνζφηεηα, ηεο νπνίαο πνιχ ζπρλά ε εθηίκεζε απνηειεί ην αληηθείκελν δεηγκαηνιεπηηθήο έξεπλαο, είλαη 

ην πνζνζηφ 𝑃 ησλ κνλάδσλ ηνπ πιεζπζκνχ νη νπνίεο αλήθνπλ ζε κηα θαηεγνξία, έζησ 𝐶. Γηα παξάδεηγκα, ην 

πνζνζηφ ησλ αλέξγσλ, ην πνζνζηφ ησλ θαηνίθσλ κε ηνπιάρηζηνλ ηξηηνβάζκηα εθπαίδεπζε, ην πνζνζηφ ησλ 

γπλαηθψλ πνπ θνηηνχλ ζην 1ν έηνο κηαο παλεπηζηεκηαθήο ζρνιήο θηι. 

Αλ 𝛮 είλαη ην κέγεζνο ηνπ πιεζπζκνχ θαη 𝛢 είλαη ν αξηζκφο ησλ κνλάδσλ ηνπ πιεζπζκνχ νη νπνίεο αλήθνπλ 

ζηελ θαηεγνξία 𝐶, ηφηε ην πξνο εθηίκεζε πνζνζηφ 𝑃 ηνπ πιεζπζκνχ νξίδεηαη σο: 

𝑃 =
𝛢

𝛮
 . 

Αλ ζεσξήζνπκε ηηο ηπραίεο κεηαβιεηέο 𝑌𝑖 , 𝑖 = 1,2, … , 𝑁 πνπ αληηζηνηρνχλ ζε θάζε κνλάδα ηνπ πιεζπζκνχ 

𝑖 = 1,2, … , 𝑁 θαη νξίδνληαη σο: 

 𝑌𝑖 =  
1,   𝛼𝜈 𝜏𝜊 𝑖 𝜇έ𝜆𝜊𝜎 𝛼𝜈ή𝜅𝜀𝜄 𝜍𝜏𝜂𝜈 𝐶     
0, 𝛼𝜈 𝜏𝜊 𝑖 𝜇έ𝜆𝜊𝜎 𝛿𝜀𝜈 𝛼𝜈ή𝜅𝜀𝜄 𝜍𝜏𝜂𝜈 𝐶

  (2.3) 

 

(βι. γηα παξάδεηγκα Cochran (1977, Κεθ. 3) θαη Rao (2000, Κεθ. 4)), ηφηε ην ζχλνιν ηνπ πιεζπζκνχ  𝑌𝑖
𝑁
𝑖=1  

γηα ην ραξαθηεξηζηηθφ 𝑌 ηζνχηαη κε 𝛢 θαη ην πνζνζηφ εθείλσλ πνπ αλήθνπλ ζηελ θαηεγνξία 𝐶 είλαη: 
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 𝑃 =
𝛢

𝛮
=

 𝑌𝑖
𝑁
𝑖=1

𝛮
= 𝑌  (2.4) 

΢πλεπψο, ην πξφβιεκα ηεο εθηίκεζεο ηνπ πνζνζηνχ 𝑃 αλάγεηαη ζε έλα πξφβιεκα εθηίκεζεο κέζεο ηηκήο. H 

ζχλδεζε ησλ δχν πξνβιεκάησλ είλαη ε κεηαβιεηή 𝑌, ε νπνία θσδηθνπνηεί ζε 1 ή 0 («επηηπρία» ή «απνηπρία» 

αληίζηνηρα) ηηο απαληήζεηο ηεο θάζε κνλάδαο ηνπ πιεζπζκνχ ζην εξψηεκα «αλήθεη» ή «δελ αλήθεη» ζηελ 

θαηεγνξία 𝐶. 

Έρνληαο γξάςεη ην πνζνζηφ 𝑃 σο κηα κέζε ηηκή, ην πξφβιεκα ηεο εθηίκεζεο θαη ησλ ηδηνηήησλ ηνπ εθηηκεηή 

απφ έλα απιφ ηπραίν δείγκα κπνξνχλ λα εμαρζνχλ σο άκεζε ζπλέπεηα απφ ηε κειέηε ηνπ πξνβιήκαηνο ηεο 

εθηίκεζεο κηαο κέζεο ηηκήο πιεζπζκνχ ζηελ παξάγξαθν 2.3.1.Σν πξψην απνηέιεζκα αθνξά ηνλ εθηηκεηή 

θαη δίλεηαη απφ ην πφξηζκα πνπ αθνινπζεί. 

Πόξηζκα 2.3 

Γηα έλα απιφ ηπραίν δείγκα κεγέζνπο 𝑛, ν εθηηκεηήο ηνπ πνζνζηνχ 𝑃 είλαη ν 𝑝 =
𝑎

𝑛
, φπνπ 𝑎 είλαη νη κνλάδεο 

ηνπ δείγκαηνο πνπ αλήθνπλ ζηελ θαηεγνξία 𝐶. 

Απόδεημε 

Πξάγκαηη, ιφγσ ηεο ζρέζεο (2.4), ν εθηηκεηήο ηνπ 𝑃 ηαπηίδεηαη κε ηνλ εθηηκεηή ηνπ 𝑌 , δει. ηνλ: 

𝑋 =
 𝑋𝑖

𝑛
𝑖=1

𝑛
=

𝑎

𝑛
 

O αξηζκεηήο ηζνχηαη κε 𝑎, γηαηί απφ ηηο 𝑛 ηηκέο ηνπ δείγκαηνο κφλν νη 𝑎 ζα είλαη 1 ελψ νη ππφινηπεο 𝑛 − 𝑎 ζα 

είλαη κεδέλ. 

Αλαιφγσο, γηα ηελ εθηίκεζε ηνπ 𝛢 θαη επεηδή 𝛢 =  𝑌𝑖 = 𝑌𝑇 , δει. ην ζχλνιν ηνπ πιεζπζκνχ γηα ηελ 𝑌, ν 

εθηηκεηήο ηνπ ζα είλαη: 

𝛢 = 𝛮
𝑎

𝑛
 

Σν 𝛢 δειψλεη ην πιήζνο ησλ κνλάδσλ ηνπ πιεζπζκνχ πνπ αλήθνπλ ζηελ θαηεγνξία 𝐶 θαη απνηειεί αξθεηά 

ζπρλά ζηελ πξάμε ην εξψηεκα ηεο έξεπλαο. Γηα παξάδεηγκα, ζηελ πεξίπησζε φπνπ 𝑃 είλαη ην πνζνζηφ 

αλεξγίαο ζε κηα ρψξα, ε εθηίκεζε ηνπ 𝛢 ζα πξνζθέξεη πιεξνθνξία σο πξνο ην πφζνη είλαη αξηζκεηηθά νη 

άλεξγνη ζηε ρψξα. 

Οη ηδηφηεηεο ησλ εθηηκεηψλ 𝑝 θαη 𝛢  κπνξνχλ λα εμαρζνχλ επίζεο σο ζπλέπεηεο ησλ αληηζηνίρσλ ηδηνηήησλ 

ησλ 𝑋 θαη 𝛸𝛵 . Ζ παξαθάησ πξφηαζε πξνζζέηεη έλα ελδηάκεζν θαη ρξήζηκν απνηέιεζκα γηα ηε δηαζπνξά 𝑆2, 

ζηελ πεξίπησζε πνπ νη κεηαβιεηέο 𝑌𝑖  νξίδνληαη φπσο ζηελ παξνχζα παξάγξαθν (κε ηηκέο 0 ή 1). 

Πξόηαζε 2.6 

Δάλ νη η.κ. 𝑌𝑖  (𝑖 = 1,2, … , 𝑁) νξίδνληαη ζχκθσλα κε ηελ (2.3), ηφηε ε δηαζπνξά ηνπ πιεζπζκνχ 𝑆2 δίλεηαη 

κέζσ ηνπ πνζνζηνχ 𝑃 απφ ηε ζρέζε: 

𝑆2 =
𝛮𝑃(1 − 𝑃)

𝑁 − 1
 

Απόδεημε 

Απφ ηνλ νξηζκφ ηεο, ε δηαζπνξά ηνπ πιεζπζκνχ ηζνχηαη κε: 
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𝑆2 =
1

𝛮 − 1
  𝑌𝑖

2

𝑁

𝑖=1

−
  𝑌𝑖

𝑁
𝑖=1  

2

𝑁
  

Γηα ηελ πεξίπησζε πνπ νη 𝑌𝑖  νξίδνληαη φπσο ζηελ (2.3) θαη παίξλνπλ ηηκέο κφλν 0 θαη 1, ηζρχεη φηη  𝑌𝑖
2𝑁

𝑖=1 =
 𝑌𝑖

𝑁
𝑖=1 = 𝛢. 

΢πλεπψο, 

𝑆2 =
1

𝛮 − 1
 𝛢 −

 𝛢 2

𝑁
 =

1

𝛮 − 1
 𝛮𝑃 −

 𝑁𝑃 2

𝑁
 =

𝛮𝑃(1 − 𝑃)

𝑁 − 1
 

πνπ νινθιεξψλεη ηελ απφδεημε ■ 

 

Σνλίδεηαη θαη πάιη φηη ην απνηέιεζκα ηεο Πξφηαζεο 2.6 ηζρχεη κφλνλ εθφζνλ ε 𝑌 είλαη δίηηκε δηαθξηηή 

κεηαβιεηή. 

Με ηε βνήζεηα ηεο Πξφηαζεο 2.6 κπνξνχλ εχθνια λα απνδεηρζνχλ ηα παξαθάησ πνξίζκαηα. 

Πόξηζκα 2.4 

Ο εθηηκεηήο 𝑝 ηνπ άγλσζηνπ πνζνζηνχ 𝑃, ν νπνίνο ππνινγίδεηαη απφ έλα απιφ ηπραίν δείγκα κεγέζνπο 𝑛, 

έρεη ηηο ηδηφηεηεο: 

 Δίλαη ακεξφιεπηνο εθηηκεηήο ηνπ 𝑃, δει. Ε 𝑝 = 𝑃 

 Var 𝑝 =
1−𝑓

𝑛

𝑁𝑃 1−𝑃 

𝑁−1
 

 se 𝑝 =  
1−𝑓

𝑛

𝑁𝑃(1−𝑃)

𝑁−1
 

 

Αλάινγν απνηέιεζκα κε εθείλν ηεο Πξφηαζεο 2.6 γηα ηελ 𝑆2 κπνξεί λα απνδεηρζεί θαη γηα ηε δεηγκαηηθή 

δηαζπνξά 𝑠2 . Πην ζπγθεθξηκέλα, απνδεηθλχεηαη κε αθξηβψο αλάινγν ηξφπν φπσο ζηελ απφδεημε ηεο 

Πξφηαζεο 2.6, φηη: 

𝑠2 =
𝑛𝑝(1 − 𝑝)

𝑛 − 1
 

Με ηε βνήζεηα ηνπ απνηειέζκαηνο απηνχ θαη ησλ Πνξηζκάησλ 2.1 θαη 2.2 πξνθχπηεη ην παξαθάησ 

Πόξηζκα 2.5 

Ζ εθηηκψκελε δηαζπνξά θαη ην εθηηκψκελν ηππηθφ ζθάικα ηνπ 𝑝 δίλνληαη απφ ηηο εθθξάζεηο: 

Va r 𝑝 = (1 − 𝑓)
𝑝(1 − 𝑝)

𝑛 − 1
 

θαη 

se  𝑝 =  (1 − 𝑓)
𝑝(1 − 𝑝)

𝑛 − 1
 

αληίζηνηρα. 
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Παξάδεηγκα 2.4 

Απφ έλα πειαηνιφγην πνπ απνηειείηαη απφ 𝑁 = 3042 νλφκαηα θαη δηεπζχλζεηο πειαηψλ, εθιέγεηαη κε ηπραίν 

ηξφπν έλα δείγκα κεγέζνπο 𝑛 = 200. Απφ ηνπο 200 πειάηεο, δηαπηζηψζεθε φηη νη 38 είραλ ζην κεηαμχ 

αιιάμεη δηεχζπλζε. 

Αλ ην ελδηαθέξνλ ηνπ ηδηνθηήηε ηνπ πειαηνινγίνπ είλαη λα γλσξίδεη ζε ηη πνζνζηφ ηα ζηνηρεία ησλ πειαηψλ 

ηνπ ρξεηάδνληαη αλαλέσζε γηαηί έρνπλ ηξνπνπνηεζεί, ηφηε βάζεη ηνπ δείγκαηνο ην πνζνζηφ απηφ είλαη: 

𝑝 =
𝑎

𝑛
=

38

200
= 0.19 

Γειαδή 19% ησλ πειαηψλ έρεη αιιάμεη δηεχζπλζε. Σν ηππηθφ ζθάικα ηεο εθηίκεζεο εθηηκάηαη κε: 

se  𝑝 =  (1 − 𝑓)
𝑝(1 − 𝑝)

𝑛 − 1
=   1 −

200

3042
 

0.19 ∗ (1 − 0.19)

199
=  0.0269 

Γηα ην ζπγθεθξηκέλν παξάδεηγκα, 𝑓 = 0.065 (κηθξφ) θαη αλ δελ ζπκπεξηιεθζεί ζηνλ παξαπάλσ ππνινγηζκφ, 

ζα δψζεη se  𝑝 = 0.0278, δει. φρη καθξπά απφ ην 0.0269.  

 

Όζνλ αθνξά ηελ εθηίκεζε ηνπ ζπλνιηθνχ αξηζκνχ ησλ δηεπζχλζεσλ ηνπ πειαηνινγίνπ γηα ηηο νπνίεο 

εθηηκάηαη φηη έρνπλ αιιάμεη θαη δελ ηζρχνπλ πιένλ, είλαη: 

𝛢 = 𝛮
𝑎

𝑛
= 3042

38

200
=  577.98 ≅ 578  

κε ηππηθφ ζθάικα εθηίκεζεο: 

se  𝛢  = 𝛮se  𝑝 = 3042 ∗ 0.0269 = 81.7 . 

Παξαηήξεζε 2.6 

Σν πξφβιεκα ηεο εθηίκεζεο πνζνζηνχ, φπσο απηφ έρεη πεξηγξαθεί ζηελ παξνχζα παξάγξαθν, είλαη πξνθαλέο 

φηη πθίζηαηαη ζε πεξηπηψζεηο θαηά ηηο νπνίεο ην ππφ κειέηε ραξαθηεξηζηηθφ 𝑌 γηα ηνλ πιεζπζκφ παίξλεη δχν 

δπλαηέο ηηκέο, 𝐶 θαη ην ζπκπιήξσκά ηνπ 𝐶 . Με άιια ιφγηα, φηαλ ην 𝑌 είλαη κηα δίηηκε θαηεγνξηθή 

κεηαβιεηή. Σν πξφβιεκα παξφια απηά ηζρχεη θαη αληηκεησπίδεηαη φκνηα θαη γηα ηελ πην γεληθή πεξίπησζε, 

φηαλ δει. ε 𝑌 είλαη κηα θαηεγνξηθή κεηαβιεηή κε πεξηζζφηεξα απφ δχν επίπεδα. 

Γεληθά, εάλ 𝑌 είλαη έλα ραξαθηεξηζηηθφ πνπ αληηζηνηρεί ζε κηα θαηεγνξηθή κεηαβιεηή κε 𝑘 επίπεδα, έζησ 

𝐶1 , 𝐶2, … , 𝐶𝑘 , νξίδνληαη ηα πνζνζηά 𝑃1 , 𝑃2 , … , 𝑃𝑘  , κε 𝑃1 + 𝑃2 + ⋯ +  𝑃𝑘 = 1, φπνπ 𝑃𝑖ην πνζνζηφ ησλ κειψλ 

ηνπ πιεζπζκνχ πνπ αλήθνπλ ζηελ θαηεγνξία 𝐶𝑖  (𝑖 = 1, 2, … , 𝑘). Γηα ηελ εθηίκεζε ελφο απφ ηα πνζνζηά 𝑃𝑖 , 

έζησ ηνπ 𝑃𝑟  (𝑟 = 1,2, … , 𝑘), κπνξεί λα γίλεη ρξήζε ηεο ζεσξίαο πνπ αλαπηχρζεθε, αξθεί λα κεηαηξαπεί ε 𝑌 

ζε δίηηκε, φπνπ 𝐶 = 𝐶𝑟  θαη 𝐶  ε έλσζε φισλ ησλ θαηεγνξηψλ εθηφο ηεο 𝐶𝑟 . 

 

Γηα παξάδεηγκα, κηα έξεπλα ζα κπνξνχζε λα ζηνρεχεη ζηελ εθηίκεζε ηνπ πνζνζηνχ ησλ θαπληζηψλ κηαο 

πφιεο. ΢ηελ πεξίπησζε απηή, νη θάηνηθνη ρσξίδνληαη ζε 2 θαηεγνξίεο, θαπληζηέο θαη κε θαπληζηέο, θαη ε 

κεηαβιεηή 𝑌, ην θάπληζκα, είλαη δίηηκε. Μηα έξεπλα φκσο κε παξφκνην ζέκα κπνξεί λα έρεη σο ζηφρν ηελ 

εθηίκεζε ηνπ πνζνζηνχ ησλ πνιχ έληνλα θαπληζηψλ, εάλ ζεσξήζεη θαλείο 4 δηαβαζκίζεηο ζηνλ ηχπν 

θαπλίζκαηνο Α: θαζφινπ (0 ηζηγάξα αλά κέξα), Β: ζπάληα (κέρξη 2 ηζηγάξα ηελ εκέξα), Γ: κέηξηνο θαπληζηήο 

(απφ 2 έσο 15 ηζηγάξα) θαη Γ: έληνλα θαπληζηήο (πάλσ απφ 15 ηζηγάξα ηελ εκέξα). 

2.3.6 Αμηνπηζηία εθηηκεηώλ 

Σν ηππηθφ ζθάικα ησλ εθηηκεηψλ είλαη έλα κέηξν ηεο δεηγκαηνιεπηηθήο κεηαβιεηφηεηαο ελφο εθηηκεηή ζε 

ζρέζε κε ηνπο εθηηκεηέο πνπ πξνθχπηνπλ απφ φια ηα δπλαηά δείγκαηα. Κάησ απφ ηελ ππφζεζε φηη δελ 
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ππεηζέξρνληαη άιινπ είδνπο ζθάικαηα ζε κηα έξεπλα, φπσο γηα παξάδεηγκα ζθάικαηα κέηξεζεο, ηφηε ε 

αμηνπηζηία ελφο εθηηκεηή κεηξηέηαη απφ ην κέγεζνο ηνπ ηππηθνχ ηνπ ζθάικαηνο. Όζν κεγαιχηεξν είλαη ην 

ηππηθφ ζθάικα ελφο εθηηκεηή, ηφζν ιηγφηεξν αμηφπηζηνο είλαη. 

Έλα άιιν κέηξν αμηνπηζηίαο γηα έλαλ εθηηκεηή είλαη ν ζπληειεζηήο κεηαβιεηφηεηαο. ΢ε αλαινγία κε ηνλ 

νξηζκφ πνπ δφζεθε ζηελ παξάγξαθν 2.3.2 γηα ηνλ εθηηκεηή ηεο κέζεο ηηκήο ηνπ πιεζπζκνχ, ν ζπληειεζηήο 

κεηαβιεηφηεηαο γηα ηνλ εθηηκεηή 𝜃  πνπ εθηηκά ηελ παξάκεηξν 𝜃 ηνπ πιεζπζκνχ (π.ρ. 𝑌 , 𝑌𝑇 , 𝑃) νξίδεηαη σο: 

CV 𝜃  =
se(𝜃 )

𝜃
 

Χο κέηξν, ην CV(𝜃 ) κεηξά ηε δεηγκαηνιεπηηθή κεηαβιεηφηεηα ελφο εθηηκεηή ζε ζρέζε κε ηελ πνζφηεηα πνπ 

εθηηκά. Παξαηεξείζηε φηη ελψ ην ηππηθφ ζθάικα ελφο εθηηκεηή είλαη έλα κέγεζνο ην νπνίν κεηξηέηαη ζε 

κνλάδεο, απηέο ηνπ ραξαθηεξηζηηθνχ 𝑌, ν ζπληειεζηήο κεηαβιεηφηεηαο είλαη αδηάζηαην κέγεζνο, δει. δελ 

έρεη κνλάδεο. 

Σέινο, πξνζζέηνληαο κηα ππφζεζε γηα ηελ θαηαλνκή ηνπ εθηηκεηή, έλα ελαιιαθηηθφ κέηξν αμηνπηζηίαο είλαη 

ην δηάζηεκα εκπηζηνζχλεο γηα ηελ παξάκεηξν 𝜃 ην νπνίν θαηαζθεπάδεηαη κε ηε βνήζεηα ηνπ εθηηκεηή 𝜃 . Όζν 

πην κηθξφ κήθνο έρεη έλα δηάζηεκα, ηφζν πην αμηφπηζηνο είλαη ν εθηηκεηήο. Ζ θαηαζθεπή δηαζηεκάησλ 

εκπηζηνζχλεο γηα ηνπο εθηηκεηέο ησλ πνζνηήησλ ηνπ πιεζπζκνχ νη νπνίνη έρνπλ αλαθεξζεί έσο ηψξα 

παξνπζηάδεηαη ζηελ επφκελε παξάγξαθν. 

Παξάδεηγκα 2.5 (Γακηαλνχ, 2006, Κεθ. 2) 

Απφ ηα 300 ζρνιεία κηαο πεξηνρήο, επηιέρζεθε έλα ηπραίν δείγκα κεγέζνπο 50 ζρνιείσλ κε ζθνπφ ηε 

δηεξεχλεζε ηνπ πνζνζηνχ ησλ παηδηψλ πνπ απνπζηάδνπλ απφ ην ζρνιείν κηα ζπγθεθξηκέλε εκέξα. ΢ε δέθα 

ζρνιεία βξέζεθε λα απνπζηάδνπλ 1, 4, 3, 1, 2, 5, 2, 7, 8, 4 καζεηέο αληίζηνηρα θαη ζηα άιια ζρνιεία θαλέλαο. 

Έζησ φηη αξρηθά ελδηαθεξφκαζηε λα απαληήζνπκε ζηελ εξψηεζε, πφζα ζρνιεία παξνπζηάδνπλ ηνπιάρηζηνλ 

κία απνπζία ζηελ πφιε, πνην ην ηππηθφ ζθάικα ηεο εθηίκεζεο θαη πνηνο είλαη ν ζπληειεζηήο 

κεηαβιεηφηεηαο. 

Ο αξηζκφο ησλ ζρνιείσλ ζηα νπνία απνπζίαδε ηνπιάρηζηνλ έλαο καζεηήο ηε δεδνκέλε εκέξα εθηηκάηαη κε: 

𝛢 = 𝛮𝑝 = 300 
𝑎

𝑛
= 300

10

50
= 300 × 0.20 = 60  

Γηα ηελ εθηίκεζε απηή, ιακβάλεηαη ππφςε κφλν εάλ ζ‟ έλα ζρνιείν παξαηεξνχληαη απνπζίεο ή φρη, ρσξίο 

πεξαηηέξσ αλάιπζε γηα ηνλ ζπγθεθξηκέλν αξηζκφ απνπζηψλ. 

Σν ηππηθφ ζθάικα ηεο εθηίκεζεο είλαη: 

se  𝛢  = 𝛮  1 − 𝑓 
𝑝 1−𝑝 

𝑛−1
=  300  1 −

50

300
 

0.2×0.8

49
=  15.65  

Ο ζπληειεζηήο κεηαβιεηφηεηαο ηεο εθηίκεζεο είλαη: 

CV 𝛢  =
𝑠𝑒 (𝐴 )

𝐴 
=

15.65

60
= 0.26  

 

Έζησ φηη ηψξα ελδηαθεξφκαζηε λα εθηηκήζνπκε ηνλ ζπλνιηθφ αξηζκφ απνπζηψλ θαη λα ππνινγίζνπκε ην 

ηππηθφ ζθάικα θαη ηνλ ζπληειεζηή κεηαβιεηφηεηαο γηα ηελ εθηίκεζε. 

Γηα ηελ εθηίκεζε ηνπ ζπλνιηθνχ αξηζκνχ ησλ παηδηψλ πνπ απνπζηάδνπλ εθείλε ηε κέξα, ρξεηάδεηαη λα 

εθηηκεζεί αξρηθά ν κέζνο αξηζκφο παηδηψλ πνπ απνπζηάδνπλ αλά ζρνιείν. Απηφο είλαη: 

𝛸 =  
 𝑋𝑖

50
𝑖=1

𝑛
 

φπνπ 𝑋𝑖  νη απνπζίεο καζεηψλ πνπ παξαηεξήζεθαλ ζην 𝑖 ζρνιείν (𝑖 = 1,2, … ,50). 
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Βάζεη ησλ κεηξήζεσλ πνπ δφζεθαλ, ζα είλαη: 

𝛸 =  
37

50
= 0.74  

Γηα ηνλ ζπλνιηθφ αξηζκφ ησλ καζεηψλ πνπ απνπζηάδνπλ ζην ζχλνιν ησλ 300 ζρνιείσλ, ζα είλαη: 

𝑋𝑇 = 𝑁 𝑋 = 300 × 0.74 = 222  

Άξα, 222 καζεηέο εθηηκάηαη βάζεη ηνπ δείγκαηνο φηη απνπζηάδνπλ ηελ εκέξα απηή ζπλνιηθά απφ φια ηα 

ζρνιεία. 

Σν ηππηθφ ζθάικα ηεο εθηίκεζεο είλαη: 

se  𝑋𝑇 = 300 
 1−𝑓 

𝑛
𝑠2  

φπνπ, βάζεη ηνπ δείγκαηνο θαη πάιη, 

𝑠2 =
1

49
  𝑋𝑖

2 −
  𝑋𝑖

50
𝑖=1  

2

50

50

𝑖=1

 =
1

49
 189 −

372

50
 = 3.29 

Άξα ζπλνιηθά: 

se  𝑋𝑇 = 300 
 1 − 50/300 

50
3.29 = 70.24 

΢πλεπψο, νη ζπλνιηθέο απνπζίεο εθηηκψληαη ζε 222 θαη ηππηθφ ζθάικα εθηίκεζεο 70.24 απνπζίεο. 

Ο ζπληειεζηήο κεηαβιεηφηεηαο γηα ηελ εθηίκεζε απηή είλαη: 

CV 𝛸𝛵 =
se (𝛸𝛵)

𝛸𝛵
=

70.24

222
= 0.32 

2.4. Γηαζηήκαηα Δκπηζηνζύλεο 

΢ηελ παξάγξαθν απηή πηνζεηείηαη ε πξνζέγγηζε ηνπ δηαζηήκαηνο εκπηζηνζχλεο γηα ηελ εθηίκεζε κηαο 

παξακέηξνπ ηνπ πιεζπζκνχ. Γνζέληνο ελφο δείγκαηνο (𝛸1 , 𝛸2 , … , 𝛸𝑛 ), ην νπνίν έρεη πξνέιζεη κε απιή ηπραία 

δεηγκαηνιεςία, ην εξψηεκα είλαη πψο θαηαζθεπάδεηαη ην δηάζηεκα εκπηζηνζχλεο γηα ηηο παξακέηξνπο 

𝑌 , 𝑌𝑇 , 𝑃, 𝐴 ηνπ πιεζπζκνχ. Ζ αληηκεηψπηζε ηνπ πξνβιήκαηνο ζα είλαη εληαία. 

Έζησ 𝜃 = 𝑌  ε πιεζπζκηαθή κέζε ηηκή θαη 𝜃 = 𝛸  ν δεηγκαηηθφο κέζνο ν νπνίνο απνηειεί ηνλ εθηηκεηή γηα 

ηελ παξάκεηξν 𝜃 θάησ απφ ηελ απιή ηπραία δεηγκαηνιεςία. Ζ δεηγκαηηθή κέζε ηηκή 𝛸 , σο άζξνηζκα 

αλεμάξηεησλ ηπραίσλ κεηαβιεηψλ, θαη γηα κέγεζνο δείγκαηνο κεγάιν, αθνινπζεί πξνζεγγηζηηθά ηελ 

θαλνληθή θαηαλνκή. Σν απνηέιεζκα απηφ ηζρχεη γηα άπεηξνπο πιεζπζκνχο, κε κφλε ππφζεζε, εθηφο απφ ην 

κέγεζνο δείγκαηνο 𝑛, ε θαηαλνκή ηνπ πιεζπζκνχ λα έρεη πεπεξαζκέλε δηαζπνξά. 

Σν ίδην απνηέιεζκα, γηα λα ηζρχεη ζηελ πεξίπησζε ελφο πεπεξαζκέλνπ πιεζπζκνχ, απαηηεί επηπιένλ 

ππνζέζεηο. Οη ππνζέζεηο απηέο ζρεηίδνληαη πεξηζζφηεξν κε ηε ζπκκεηξία ή ινμφηεηα ηεο θαηαλνκήο ηνπ 

πιεζπζκνχ θαη παξέρνπλ ην ηθαλφ κέγεζνο δείγκαηνο 𝑛, γηα ην νπνίν ε ππφζεζε ηεο θαλνληθφηεηαο γηα ηνλ 

δεηγκαηηθφ κέζν ηζρχεη. Αλ ν πιεζπζκφο είλαη ζπκκεηξηθφο, ηφηε νη ίδηνη θαλφλεο κε ηνπο άπεηξνπο 

πιεζπζκνχο ηζρχνπλ θαη ζηνπο πεπεξαζκέλνπο. Αξθεηά ζπρλά φκσο, ζε πεπεξαζκέλνπο πιεζπζκνχο ην 

ηζηφγξακκα ησλ ηηκψλ 𝑌𝑖  παξνπζηάδεη κεγάιε ινμφηεηα. Γηα παξάδεηγκα, εάλ ην ραξαθηεξηζηηθφ 𝑌 είλαη 

εηζφδεκα, ηφηε πεξηκέλνπκε αξθεηέο ηηκέο 𝑌𝑖  λα είλαη κηθξέο, θαη νξηζκέλεο κφλν λα είλαη αξθεηά 

κεγαιχηεξεο, κε απνηέιεζκα λα δεκηνπξγείηαη έληνλε δεμηά ινμφηεηα. Μέζα ζ‟ απηφ ην πιαίζην, έλαο 

θαλφλαο πνπ πξαθηηθά πξνηείλεηαη γηα ηνλ πξνζδηνξηζκνχ ηνπ ηθαλνχ κεγέζνπο 𝑛 είλαη: 
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𝑛 ≥ 25 𝐺1
2 

φπνπ 𝐺1 =
 (𝑌𝑖−𝑌 )3𝑁

𝑖=1

𝑁𝑆3  (Cochran, 1977). Σν 𝐺1 κπνξεί λα εθηηκεζεί, εθφζνλ θξίλεηαη απαξαίηεην, κε ζηνηρεία 

απφ κηα πξνεγνχκελε έξεπλα γηα ηνλ ίδην πιεζπζκφ θαη ην ραξαθηεξηζηηθφ 𝑌, ή κε ηε βνήζεηα κηαο πηινηηθήο 

έξεπλαο. Οη Sugden, Smith, & Jones (2000) επεθηείλνπλ ην παξαπάλσ απνηέιεζκα πξνηείλνληαο 

ελαιιαθηηθά: 

𝑛 ≥ 28 + 25 𝐺1
2 

 

΢ηελ πξάμε, ζε πιεζπζκνχο πνπ δελ παξνπζηάδνπλ έληνλε ινμφηεηα, ε ππφζεζε ηεο θαλνληθφηεηαο 

επηηπγράλεηαη αξθεηά εχθνια θαη κε ζρεηηθά κηθξφ κέγεζνο δείγκαηνο, φπσο θαίλεηαη ζην παξάδεηγκα πνπ 

αθνινπζεί. 

Παξάδεηγκα 2.6 

Σν ΢ρήκα 2.1 είλαη ην ηζηφγξακκα ησλ 35 ηηκψλ ελφο πιεζπζκνχ κε εχξνο ηηκψλ απφ 0 έσο 50. Έζησ φηη ε 

παξάκεηξνο πξνο εθηίκεζε είλαη ε κέζε ηηκή ηνπ πιεζπζκνχ θαη γηα ηνλ ζθνπφ απηφ ιακβάλεηαη έλα δείγκα 

κεγέζνπο 𝑛 = 5 θαη έζησ 𝑋 =  𝑋𝑖
5
𝑖=1 5  ε δεηγκαηηθή κέζε ηηκή πνπ πξνθχπηεη απφ ην δείγκα ησλ 5 

κεηξήζεσλ θαη ε νπνία ρξεζηκεχεη σο ν εθηηκεηήο γηα ηελ αιεζηλή κέζε ηηκή 𝑌 . Αο πξνζπαζήζνπκε λα 

δηεξεπλήζνπκε ηε δεηγκαηηθή θαηαλνκή ηνπ 𝑋  γξαθηθά. Σα δπλαηά δείγκαηα κεγέζνπο 𝑛 = 5 πνπ κπνξνχλ λα 

πξνθχςνπλ κε απιή ηπραία δεηγκαηνιεςία είλαη ζε πιήζνο  
35
5

 =  324632. Κάζε δείγκα δίλεη κία ηηκή γηα 

ηνλ 𝑋  θαη, αλ εμαληινχζακε πιήξσο ηα δείγκαηα, νη 324632 ηηκέο ησλ κέζσλ νη νπνίεο ζα πξνέθππηαλ, ζα 

έδηλαλ ηε δεηγκαηηθή θαηαλνκή γηα ηνλ εθηηκεηή 𝑋 .  

Έζησ φηη επηιέγνπκε 1000 ηέηνηα δείγκαηα απφ ηα 324632 ζπλνιηθά, ππνινγίδνπκε ηε δεηγκαηηθή κέζε ηηκή 

γηα ην θαζέλα θαη θάλνπκε έλα ηζηφγξακκα απηψλ ησλ κέζσλ ηηκψλ. Σν ηζηφγξακκα απηφ παξνπζηάδεηαη ζην 

΢ρήκα 2.2 θαη απνηειεί κηα εθηίκεζε ηεο θαηαλνκήο ηνπ 𝑋  βαζηζκέλε ζε 1000 πξαγκαηνπνηήζεηο ηνπ. Χο 

πξνο ην ζρήκα ηνπ ηζηνγξάκκαηνο, παξαηεξνχκε φηη απηφ πξνζεγγίδεη κηα κνλνθφξπθε θαη ζπκκεηξηθή 

θαηαλνκή. Δπαλαιακβάλνπκε ην πείξακα γηα 5000 δείγκαηα θαη ην ΢ρήκα 2.3 δίλεη ην λέν ηζηφγξακκα ησλ 

δεηγκαηηθψλ κέζσλ. Ζ ίδηα παξαηήξεζε σο πξνο ην ζρήκα ηνπ ηζηνγξάκκαηνο ηζρχεη θαη είλαη αθφκα πην 

έληνλε. Παξαηεξείηαη ζπλεπψο γηα ην παξάδεηγκα φηη, παξφηη νη ηηκέο ηνπ πιεζπζκνχ δελ πιεζηάδνπλ ηελ 

θαλνληθφηεηα, ε θαηαλνκή ηνπ δεηγκαηηθνχ κέζνπ γηα δείγκα κεγέζνπο κφιηο 5 είλαη πνιχ θνληά ζηελ 

θαλνληθή. 
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Στήμα 2.1 Ηζηόγξακκα ησλ ηηκώλ ηνπ πιεζπζκνύ. 

 

Στήμα 2.2 Ηζηόγξακκα ησλ εθηηκεηώλ ηεο κέζεο ηηκήο γηα 1000 επαλαιήςεηο  

απινύ ηπραίνπ δείγκαηνο κεγέζνπο 𝑛 = 5. 

 

Στήμα 2.3 Ηζηόγξακκα ησλ εθηηκεηώλ ηεο κέζεο ηηκήο γηα 5000 επαλαιήςεηο  

απινύ ηπραίνπ δείγκαηνο κεγέζνπο 𝑛 = 5. 

΢ηε ζπλέρεηα, βαζηδφκελνη ζηελ ππφζεζε ηεο θαλνληθφηεηαο, ζα δψζνπκε έλα δηάζηεκα εκπηζηνζχλεο (ΓΔ) 

γηα ηε κέζε ηηκή ηνπ πιεζπζκνχ 𝑌 . 

Σν δηάζηεκα απηφ, ην νπνίν θαιχπηεη ηελ αιεζηλή ηηκή 𝑌  κε πηζαλφηεηα 1 − 𝑎 (0 < 𝑎 < 1), είλαη ην: 

  𝑋 − 𝑧𝑎 2 𝑆 
1 − 𝑓

𝑛
, 𝑋 + 𝑧𝑎 2 𝑆 

1 − 𝑓

𝑛
  (2.5) 

φπνπ 𝑧𝑎  είλαη ην άλσ α-εθαηνζηηαίν ζεκείν γηα ηελ ηππηθή θαλνληθή, δει. P 𝑍 ≥ 𝑧𝑎 = 𝑎 γηα 𝑍~𝛮(0,1). 

΢πλεζηζκέλεο ηηκέο ηνπ 𝑎 είλαη 5% θαη 1%. Γηα ηηο ηηκέο απηέο, 𝑧0.975 = 1.96 ≅ 2, θαη 𝑧0.005 = 2.56 ≅ 2.5. 
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Σν αλσηέξσ δηάζηεκα είλαη ζπκκεηξηθφ ιφγσ ηεο ζπκκεηξηθφηεηαο ηεο θαλνληθήο θαηαλνκήο, έρεη θέληξν 

ηνλ εθηηκεηή 𝑋  θαη κήθνο ην δηπιάζην ηνπ γηλνκέλνπ ηνπ 𝑧𝑎 2  εθαηνζηηαίνπ ζεκείνπ κε ην ηππηθφ ζθάικα 

ηνπ εθηηκεηή. Σν ηππηθφ ζθάικα ηνπ εθηηκεηή ζπλεπψο θαζνξίδεη ην κήθνο ηνπ δηαζηήκαηνο εκπηζηνζχλεο 

θαη γηα ην ιφγν απηφ, ηφζν ην ηππηθφ ζθάικα, φζν θαη ην δηάζηεκα εκπηζηνζχλεο, είλαη θαη ηα δχν κέηξα 

αμηνπηζηίαο ηεο εθηίκεζεο. 

Γηα ηνλ ππνινγηζκφ ηνπ δηαζηήκαηνο (2.5), ρξεηάδεηαη ε δηαζπνξά ησλ κεηξήζεσλ ηνπ πιεζπζκνχ 𝑆2 λα είλαη 

γλσζηή. Αλ απηφ δελ είλαη εθηθηφ, ηφηε ρξεζηκνπνηείηαη ν ακεξφιεπηνο δεηγκαηηθφο εθηηκεηήο 𝑠2. ΢ηελ 

πεξίπησζε απηή, αληί γηα ηελ θαλνληθή θαηαλνκή 𝑍 ρξεζηκνπνηείηαη ε 𝑡𝑛−1 (Student‟s t) θαηαλνκή. Έηζη, ην 

αληίζηνηρν  1 − 𝑎 100% δηάζηεκα εκπηζηνζχλεο γηα 𝑆2 άγλσζην είλαη: 

  𝑋 − 𝑧𝑎 2 𝑆 
1 − 𝑓

𝑛
, 𝑋 + 𝑧𝑎 2 𝑆 

1 − 𝑓

𝑛
  (2.6) 

΢εκεηψλεηαη φηη αλ 𝑛 ≥ 30 ε 𝑡𝑛  θαηαλνκή πξνζεγγίδεηαη ηθαλνπνηεηηθά απφ ηελ 𝑍, δει. 𝑡𝑛−1,𝑎 2 = 𝑧𝑎 2  ζην 

δηάζηεκα εκπηζηνζχλεο ην νπνίν δίλεηαη απφ ηελ (2.6). 

Παξάδεηγκα 2.7 

Γηα ηα δεδνκέλα ηνπ Παξαδείγκαηνο 2.2, έρεη βξεζεί φηη ν εθηηκεηήο ηεο κέζεο ηηκήο ηνπ πιεζπζκνχ είλαη 

𝛸 = 4.89, κε εθηηκψκελε δηαθχκαλζε Va r 𝛸  = 0.86 ή εθηηκψκελν ηππηθφ ζθάικα se  𝑋  = 0.93.  

Έλα δηάζηεκα εκπηζηνζχλεο κε βαζκφ 95% ππνινγίδεηαη κε ηε βνήζεηα ηεο (2.6) γηαηί ην κέγεζνο δείγκαηνο 

είλαη κηθξφ (n = 9). Θα είλαη ζπλεπψο: 

 4.89 − 𝑡8,0.025  0.93, 4.89 + 𝑡8,0.025  0.93   

=  4.89 − 2.31 × 0.93, 4.89 + 2.31 × 0.93   

=  2.75, 7.03 .   

Γειαδή, εθηηκνχκε φηη ε αιεζηλή κέζε ηηκή πεξηέρεηαη ζην δηάζηεκα  2.75, 7.03 , κε πηζαλφηεηα ζθάικαηνο 

5%. 

Αλάινγα κε ηε κέζε ηηκή ηνπ πιεζπζκνχ, κπνξεί λα θαηαζθεπαζηεί θαη ην δηάζηεκα εκπηζηνζχλεο γηα ην 

ζχλνιν 𝑌𝑇 , ην πνζνζηφ 𝑃 θαη ηνλ αξηζκφ κειψλ ηνπ πιεζπζκνχ 𝐴. Γηα εθηηκψκελε (φρη αθξηβή) δηαζπνξά 

εθηηκεηψλ θαη γηα κέγεζνο δείγκαηνο κεγάιν (𝑛 ≥ 30), ην z-δηάζηεκα εκπηζηνζχλεο ησλ πνζνηήησλ απηψλ 

ζα είλαη: 

 ΓΔ γηα ην ζχλνιν 𝑌𝑇:  𝛮𝑋 − 𝑧𝑎 2 𝛮𝑠 
1−𝑓

𝑛
, 𝛮𝑋 + 𝑧𝑎 2 𝛮𝑠 

1−𝑓

𝑛
  

 ΓΔ γηα ην ζχλνιν 𝑃:  𝑝 − 𝑧𝑎 2  
 1−𝑓 𝑝(1−𝑝)

𝑛−1
, 𝑝 + 𝑧𝑎 2  

 1−𝑓 𝑝(1−𝑝)

𝑛−1
  

 ΓΔ γηα ην ζχλνιν 𝐴:  𝑁 𝑝 − 𝑧𝑎 2  𝑁 
 1−𝑓 𝑝(1−𝑝)

𝑛−1
, 𝑁 𝑝 + 𝑧𝑎 2  𝑁  

 1−𝑓 𝑝(1−𝑝)

𝑛−1
  

Γηα ηηο πεξηπηψζεηο ησλ εθηηκεηψλ 𝑃 θαη 𝐴, επεηδή ε θαηαλνκή ησλ εθηηκεηψλ είλαη δηαθξηηή θαη 

πξνζεγγίδεηαη κε κηα ζπλερή, θάλνπκε ρξήζε ηεο δηφξζσζεο ηεο ζπλερείαο πξνθεηκέλνπ λα βειηησζεί ην 

απνηέιεζκα ηεο πξνζέγγηζεο. Γηα παξάδεηγκα, ην  1 − 𝑎 100%  ΓΔ γηα ην 𝑃 ζα δίλεηαη απφ ηε ζρέζε: 

 𝑝 −  𝑧𝑎 2  
 1 − 𝑓 𝑝(1 − 𝑝)

𝑛 − 1
+

1

2𝑛
 , 𝑝 +  𝑧𝑎 2  

 1 − 𝑓 𝑝(1 − 𝑝)

𝑛 − 1
+

1

2𝑛
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΢εκεηψλεηαη φηη, ζεσξεηηθά, ην δηάζηεκα εκπηζηνζχλεο γηα ηηο παξακέηξνπο 𝑃 θαη 𝐴 κπνξεί λα ππνινγηζηεί 

θαη απφ ηελ αθξηβή θαηαλνκή ησλ εθηηκεηψλ ηνπο, αληί ηεο πξνζέγγηζεο κέζσ ηεο θαλνληθήο. Δάλ ε 

δεηγκαηνιεςία γίλεηαη ρσξίο επαλαηνπνζέηεζε, ε αθξηβήο θαηαλνκή ηεο η.κ. 𝛼, ηνπ αξηζκνχ ησλ κειψλ ηνπ 

δείγκαηνο ηα νπνία αλήθνπλ ζηελ θαηεγνξία 𝐶, είλαη ε ππεξγεσκεηξηθή Hg(𝑁, 𝑛, 𝑃). ΢ηε ζπλέρεηα, απφ ηηο 

ζρέζεηο 𝑝 =
𝑎

𝑛
 θαη 𝐴 = 𝛮

𝑎

𝑛
, ππνινγίδνληαη νη αθξηβείο θαηαλνκέο ησλ εθηηκεηψλ ησλ 𝑃 θαη 𝐴 αληίζηνηρα. 

Όηαλ ε απιή ηπραία δεηγκαηνιεςία δηεμάγεηαη κε επαλαηνπνζέηεζε, ε θαηαλνκή ηνπ 𝛼 είλαη ε δησλπκηθή 

Β(𝑛, 𝑃).  

΢ηελ πξάμε, παξφηη ε αλαγλψξηζε ησλ θαηαλνκψλ ηνπ 𝛼 είλαη εθηθηή θαη ζηηο δχν πεξηπηψζεηο, ην δηάζηεκα 

εκπηζηνζχλεο γηα ηα 𝑃 θαη 𝐴 θαηαζθεπάδεηαη ζπλήζσο απφ ηελ θαλνληθή θαηαλνκή, θπξίσο ιφγσ ηεο 

δπζθνιίαο πνπ παξνπζηάδεη ε θαηαζθεπή ΓΔ κε ρξήζε δηαθξηηψλ ηπραίσλ κεηαβιεηψλ. 

Παξάδεηγκα 2.8 

΢ε ζπλέρεηα ηνπ Παξαδείγκαηνο 2.4, ελαιιαθηηθά κε ηελ εθηίκεζε θαη ην ηππηθφ ζθάικα γηα ην πνζνζηφ ησλ 

πειαηψλ κε ιάζνο δηεχζπλζε ζην πειαηνιφγην, ην 99% δηάζηεκα εκπηζηνζχλεο γηα ηελ ίδηα πνζφηεηα είλαη: 

𝑝 ±  𝑧𝑎 2  se  𝑝 +
1

2𝑛
  

Υξεζηκνπνηψληαο ηα απνηειέζκαηα πνπ βξέζεθαλ κέζσ ηεο έξεπλαο, θαη ζπγθεθξηκέλα 𝑝 = 0.19, se  𝑝 =
0.0269 , 𝑧𝑎 2  = 2.58 θαη 𝑛 = 200, ην 99% δηάζηεκα εκπηζηνζχλεο γηα ηνπο πειάηεο νη νπνίνη έρνπλ αιιάμεη 

δηεχζπλζε είλαη  0.12, 0.26 . 

Αληίζηνηρα, γηα ηνλ ζπλνιηθφ αξηζκφ ησλ πειαηψλ 𝛢 πνπ έρνπλ αιιάμεη δηεχζπλζε, ε εθηίκεζή ηνπ βξέζεθε 

φηη είλαη 𝛢 = 578 θαη se  𝛢  = 81.7. 

Έλα 99% ΓΔ γηα ηνλ ίδην αξηζκφ ζα είλαη: 

𝛮𝑝 ±  𝑧𝑎 2  𝛮 se  𝑝 +
1

2𝑛
  

πνπ δίλεη απνηέιεζκα (366.86, 789.10). 

Παξάδεηγκα 2.9 

Γηα ηελ εθηίκεζε ηνπ κέζνπ ρξφλνπ αλακνλήο ησλ ηειεθσληθψλ θιήζεσλ ησλ πειαηψλ κηαο εηαηξείαο ζηε 

γξακκή εμππεξέηεζεο, επηιέγνληαη ηπραία 15 θιήζεηο κέζα ζε κία εκέξα θαη θαηαγξάθεηαη ε δηάξθεηα 

αλακνλήο (ζε ιεπηά). Σα δεδνκέλα δίλνληαη ζηνλ πίλαθα πνπ αθνινπζεί. Τπνζέηνληαο φηη ν ζπλνιηθφο 

αξηζκφο ησλ θιήζεσλ πνπ δέρεηαη ην ηειεθσληθφ θέληξν ηεο εηαηξείαο είλαη πνιχ κεγάινο, ε εηαηξεία 

ελδηαθέξεηαη λα γλσξίδεη έλα 95% δηάζηεκα εκπηζηνζχλεο ηνπ κέζνπ ρξφλνπ αλακνλήο ησλ πειαηψλ ηεο. 

 

α/α θιήζεο Γηάξθεηα 

αλακνλήο 

(min) 

α/α θιήζεο Γηάξθεηα 

αλακνλήο 

(min) 

1 9.44 9 25.46 

2 24.25 10 7.05 

3 20.49 11 11.40 

4 14.40 12 19.33 

5 14.20 13 7.08 

6 19.51 14 9.58 
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α/α θιήζεο Γηάξθεηα 

αλακνλήο 

(min) 

α/α θιήζεο Γηάξθεηα 

αλακνλήο 

(min) 

7 6.53 15 25.18 

8 5.03 ΢ύλνιν 218.93 

Πίνακας 2.2 Μεηξήζεηο ρξόλνπ αλακνλήο (ζε ιεπηά) ζην ηειεθσληθό θέληξν. 

Ο δεηγκαηηθφο κέζνο ρξφλνο αλακνλήο ζην ηειεθσληθφ θέληξν ζα είλαη: 

𝛸 =
218.93

15
= 14.59 

Άξα, εθηηκάηαη φηη νη πειάηεο πεξηκέλνπλ θαηά κέζνλ φξν 14.59 ιεπηά ηεο ψξαο. Γηα ηηο κεηξήζεηο ηνπ 

Πίλαθα 2.2 ππνινγίδεηαη εχθνια φηη  𝛸𝑖
2 = 3932.056 θαη ζηε ζπλέρεηα: 

𝑠2 = 52.62  

Δπεηδή ε δηαθχκαλζε ηνπ πιεζπζκνχ 𝑆2 είλαη άγλσζηε θαη ην κέγεζνο ηνπ δείγκαηνο ζρεηηθά κηθξφ (𝑛 =
15), ην  1 − 𝑎 100% δηάζηεκα εκπηζηνζχλεο γηα ηε κέζε ηηκή ηνπ πιεζπζκνχ ζα είλαη απηφ πνπ βαζίδεηαη 

ζηελ 𝑡 θαηαλνκή, δει. ην: 

 𝑋 − 𝑡𝑛−1,𝑎 2 𝑠 
1 − 𝑓

𝑛
, 𝑋 + 𝑡𝑛−1,𝑎 2 𝑠 

1 − 𝑓

𝑛
  

γηα 𝑛 = 15 θαη 𝑎 = 0.01. 

Δπηπιένλ, επεηδή δίδεηαη φηη ην 𝛮 είλαη αξθεηά κεγάιν, κπνξεί λα ζεσξεζεί φηη ε δηφξζσζε πεπεξαζκέλνπ 

πιεζπζκνχ είλαη ακειεηέα θαη ζπλεπψο λα παξαιεηθζεί. Οπφηε, ηειηθά, ην 99% ΓΔ γηα ην κέζν ρξφλν 

αλακνλήο είλαη: 

 14.59 − 2.98  
52.62

15
, 14.59 + 2.98  

52.62

15
 =  9.01, 20.17  

Παξάδεηγκα 2.10 (νκαδνπνηεκέλα δεδνκέλα) 

Μηα έξεπλα δηεμήρζε ζε κεγάιε βηνκεραλία κε ζθνπφ λα κειεηήζεη ηνλ κέζν αξηζκφ εκεξψλ θαηά ηηο νπνίεο 

απνπζηάδεη έλαο εξγάηεο κε άδεηα ρσξίο πξνεηδνπνίεζε. Έλα ηπραίν δείγκα απφ 𝑛 = 1000 εξγάηεο 

ιακβάλεηαη απφ ην ζχλνιν ησλ 𝛮 = 36000 εξγαδνκέλσλ ζην εξγνζηάζην. Ο Πίλαθαο 2.3 δίλεη ηηο ρσξίο 

πξνεηδνπνίεζε απνπζίεο πνπ είραλ ζηελ εξγαζία ηνπο, γηα ηνπο ηειεπηαίνπο 6 κήλεο, νη εξγάηεο ηνπ 

δείγκαηνο. 

 

Ημζρεσ άδειασ 
χωρίσ 
προειδοποίηςη 

0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 

Αριθμόσ 
εργατϊν 

451 162 187 112 49 21 5 11 2 0 

Πίνακας 2.3 Απνπζίεο εξγαδνκέλσλ ηνπο ηειεπηαίνπο 6 κήλεο. 
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Γηα ηα δεδνκέλα ηνπ πξνβιήκαηνο, επεηδή νη κεηξήζεηο 𝑋𝑖 𝑖 = 1,2, … , 1000  είλαη νκαδνπνηεκέλεο ζε 10 

θαηεγνξίεο/ηηκέο, ε δεηγκαηηθή κέζε ηηκή, πνπ είλαη ν εθηηκεηήο ηνπ κέζνπ αξηζκνχ απνπζηψλ, ππνινγίδεηαη 

απφ ηε ζρέζε: 

𝛸 =
 𝑋𝑖𝑓𝑖

9
𝑖=0

 𝑓𝑖
9
𝑖=0

 

φπνπ 𝑓𝑖  νη ζπρλφηεηεο πνπ θαηαγξάθεθαλ γηα ην δείγκα ζηηο 10 θαηεγνξίεο θαη δίλνληαη ζηε δεχηεξε γξακκή 

ηνπ Πίλαθα 2.3. 

Αληηθαζηζηψληαο, ζα είλαη: 

𝛸 =
1269

1000
= 1.27  

΢πλεπψο, βάζεη ησλ κεηξήζεσλ ηνπ δείγκαηνο, ν κέζνο αξηζκφο εκεξψλ πνπ νη εξγαδφκελνη απνπζηάδνπλ 

ρσξίο πξνεηδνπνίεζε, είλαη 1.27. 

Γηα ην ηππηθφ ζθάικα ηεο εθηίκεζεο: 

𝑠2 =
1

 𝑓𝑖
9
𝑖=0 − 1

  𝑋𝑖
2𝑓𝑖

9

𝑖=0

−
  𝑋𝑖𝑓𝑖

9
𝑖=0  

2

 𝑓𝑖
9
𝑖=0

 = 2.397 

θαη: 

se  𝛸  =  
1 − 𝑓

1000
 2.397 = 0.0023 

Έλα 95% δηάζηεκα εκπηζηνζχλεο γηα ηνλ ίδην αξηζκφ ζα είλαη ην: 

 1.27 − 1.96 ∗ 0.0023, 1.27 + 1.96 ∗ 0.0023 = (1.16, 1.39) 

δει. ν κέζνο αξηζκφο εκεξψλ πνπ έλαο εξγάηεο δελ εκθαλίδεηαη ζηελ εξγαζία ηνπ ρσξίο ελεκέξσζε ή 

θαλνληθή άδεηα γηα έλα δηάζηεκα 6 κελψλ εθηηκάηαη φηη πεξηέρεηαη ζην δηάζηεκα  1.16, 1.39  κε πηζαλφηεηα 

ζθάικαηνο 5%. 

2.5. Πξνζδηνξηζκόο κεγέζνπο δείγκαηνο γηα ηελ Απιή Σπραία Γεηγκαηνιεςία 

Έλα απφ ηα βαζηθφηεξα ζέκαηα πνπ απαζρνινχλ ηνπο εξεπλεηέο θαηά ηελ νξγάλσζε θαη ηνλ ζρεδηαζκφ ησλ 

δεηγκαηνιεπηηθψλ εξεπλψλ, είλαη ν πξνζδηνξηζκφο ηνπ κεγέζνπο ηνπ δείγκαηνο. Σν κέγεζνο ηνπ δείγκαηνο, 𝑛, 

παίδεη θαζνξηζηηθφ ξφιν ζηελ αμηνπηζηία ησλ εθηηκεηψλ πνπ ζα παξαρζνχλ. Άιιεο ζπληζηψζεο ηεο έξεπλαο 

πνπ επίζεο επεξεάδνληαη θαη ζπλππνινγίδνληαη γηα ηνλ πξνζδηνξηζκφ ηνπ κεγέζνπο ηνπ δείγκαηνο, είλαη ην 

θφζηνο θαη ν ρξφλνο πνπ ζα απαηηεζεί γηα ηε δηεμαγσγή ηεο έξεπλαο. Ζ αμηνπηζηία ησλ εθηηκεηψλ απνηειεί 

ηε ζεκαληηθφηεξε ζπληζηψζα ησλ δεηγκαηνιεπηηθψλ εξεπλψλ θαη ν ζπλήζεο ηξφπνο πξνζδηνξηζκνχ ηνπ 

κεγέζνπο ηνπ δείγκαηνο γίλεηαη κε ηελ πηνζέηεζε νξηζκέλσλ απαηηήζεσλ σο πξνο ηελ αμηνπηζηία ησλ 

εθηηκεηψλ θαη ηελ αλαδήηεζε ηνπ ειάρηζηνπ αξηζκνχ 𝑛, γηα ηνλ νπνίν νη απαηηήζεηο απηέο ή νη πξνδηαγξαθέο, 

φπσο ιέγνληαη, πιεξνχληαη. 

Δίλαη πξνθαλέο φηη γηα δεδνκέλεο πξνδηαγξαθέο επί ησλ απνηειεζκάησλ ηεο έξεπλαο, ην απαηηνχκελν 

κέγεζνο ηνπ δείγκαηνο ζα αιιάδεη αλάινγα κε ηνλ ηξφπν δεηγκαηνιεςίαο ή, γεληθφηεξα, ην δεηγκαηνιεπηηθφ 

ζρέδην. Έλα δεηγκαηνιεπηηθφ ζρέδην είλαη πην απνδνηηθφ ζε ζρέζε κε έλα άιιν, εάλ νη ίδηεο πξνδηαγξαθέο 

πιεξνχληαη κε κηθξφηεξν κέγεζνο δείγκαηνο ζε ζρέζε κε ην ελαιιαθηηθφ ζρέδην. ΢πλεπψο, θαηά ηνλ 

ζρεδηαζκφ κηαο έξεπλαο, κεηά ηελ επηινγή ηνπ δεηγκαηνιεπηηθνχ ζρεδίνπ πνπ ζα πηνζεηεζεί, πξέπεη λα 

επηιπζεί ην πξφβιεκα ηνπ πξνζδηνξηζκνχ ηνπ κεγέζνπο ηνπ δείγκαηνο. 
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΢ην παξφλ θεθάιαην, ζα παξνπζηαζηεί ην πξφβιεκα ηνπ πξνζδηνξηζκνχ ηνπ ηθαλνχ κεγέζνπο ηνπ δείγκαηνο 

γηα ηελ απιή ηπραία δεηγκαηνιεςία. Αλάινγα αληηκεησπίδεηαη ην πξφβιεκα θαη γηα δηαθνξεηηθά 

δεηγκαηνιεπηηθά ζρέδηα ή γηα ζπλδπαζκφ απηψλ. Δπίζεο, γηα δεδνκέλν δεηγκαηνιεπηηθφ ζρέδην, ε ιχζε ηνπ 

πξνβιήκαηνο σο πξνο ηελ εχξεζε ηνπ 𝑛 ζα δηαθέξεη, αλάινγα κε ηελ παξάκεηξν ηνπ πιεζπζκνχ πνπ 

απνηειεί ηνλ ζηφρν ηεο έξεπλαο. Γηα παξάδεηγκα, εάλ απηφ πνπ επηδηψθεηαη είλαη λα εθηηκεζεί ε κέζε ηηκή 

ηνπ πιεζπζκνχ γηα έλα ραξαθηεξηζηηθφ 𝑌, ε αμηνπηζηία, θαη ζπλεπψο θαη ην κέγεζνο δείγκαηνο πνπ ζα 

απαηηείηαη, ζα είλαη δηαθνξεηηθά απφ ην αλάινγν πξφβιεκα ηεο εθηίκεζεο ηνπ ζπλφινπ ηνπ πιεζπζκνχ. 

 

Σα βαζηθά ζηνηρεία ηνπ πξνβιήκαηνο, ηα νπνία ηζρχνπλ γηα θάζε πξφβιεκα εθηίκεζεο παξακέηξνπ θαη γηα 

θάζε δεηγκαηνιεπηηθφ ζρέδην, είλαη ηα εμήο: 

 Σν πξψην βήκα είλαη λα ηεζνχλ νη πξνδηαγξαθέο ή νη απαηηήζεηο ηηο νπνίεο επηδηψθεηαη λα 

ηθαλνπνηνχλ ηα απνηειέζκαηα ηεο έξεπλαο, φηαλ απηή νινθιεξσζεί. Οη πξνδηαγξαθέο απηέο 

ζπλήζσο ζρεηίδνληαη κε ηελ αμηνπηζηία ησλ εθηηκεηψλ θαη εθθξάδνληαη είηε ζε απφιπηε 

κνξθή είηε κε έλα πεξηζψξην ιάζνπο. 

 Οη πξνδηαγξαθέο πνπ έρνπλ νξηζηεί δηαηππψλνληαη κε καζεκαηηθφ ηξφπν, ψζηε ην πξφβιεκα 

λα κεηαθξαζηεί ζε κηα καζεκαηηθή εμίζσζε ή αλίζσζε πνπ ζα πεξηέρεη ηνλ άγλσζην 𝑛. 

 Ζ εμίζσζε ελδέρεηαη λα πεξηέρεη πνζφηεηεο ηνπ πιεζπζκνχ ή ραξαθηεξηζηηθά, ηα νπνία 

πηζαλφηαηα ζα είλαη άγλσζηα ζην ζηάδην απηφ θαη ζα πξέπεη είηε λα εθηηκεζνχλ είηε λα 

πξνζδηνξηζηνχλ κε θάπνην ηξφπν, πξηλ απφ ηε δηεμαγσγή ηεο έξεπλαο. 

 Απφ ηε ιχζε ηεο εμίζσζεο (ή ηεο αλίζσζεο) σο πξνο ην 𝑛 πξνθχπηεη ην πξνηεηλφκελν 

κέγεζνο ηνπ δείγκαηνο γηα ηελ έξεπλα. Σν κέγεζνο απηφ πξέπεη λα ζπκθσλεί θαη λα κελ 

ππεξβαίλεη ηα επηηξεπηά φξηα πνπ είλαη δηαζέζηκα γηα ην ζπλνιηθφ θφζηνο θαη ηνλ ρξφλν 

δηεμαγσγήο ηεο έξεπλαο. Μηα παξάκεηξνο πνπ επίζεο πξέπεη λα ζπλππνινγηζηεί είλαη ην 

πνζνζηφ κε-απφθξηζεο (non-response) πνπ αλαπφθεπθηα ζπλνδεχεη κηα δεηγκαηνιεπηηθή 

έξεπλα θαη, αλάινγα κε ην ζέκα ή ηνλ ηξφπν δηεμαγσγήο, κπνξεί λα είλαη αξθεηά κεγάιν. 

2.5.1 Δύξεζε ηνπ ειάρηζηα απαηηνύκελνπ κεγέζνπο δείγκαηνο  

Έζησ φηη ν ζηφρνο ηεο δηεμαγσγήο ηεο έξεπλαο είλαη ε εθηίκεζε ηνπ κέζνπ ηνπ πιεζπζκνχ 𝑌 , γηα ην 

ραξαθηεξηζηηθφ 𝑌. Ζ πην ζπλεζηζκέλε κνξθή απαηηήζεσλ ή πεξηνξηζκψλ ζηα πξνζδνθψκελα απνηειέζκαηα 

είλαη λα ζέηεη ν εξεπλεηήο νξηζκέλα φξηα αλνρήο ζηελ εθηίκεζε πνπ ζα επηηεπρζεί σο πξνο ηελ αιεζηλή ηηκή 

ζηνλ πιεζπζκφ. Με άιια ιφγηα, λα πξνζδηνξίδεη κηα πεξηνρή γχξσ απφ ηελ παξάκεηξν 𝜃 = 𝑌  (ζπλήζσο ε 

πεξηνρή είλαη ζπκκεηξηθή σο πξνο ην 𝜃) κέζα ζηελ νπνία, ηηκέο ησλ εθηηκεηψλ 𝜃  πνπ ζα πξνθχςνπλ απφ ηελ 

έξεπλα ζα είλαη απνδεθηέο, ελψ ηηκέο εθηφο ηεο πεξηνρήο, φρη. Ή, αληίζηξνθα, ην κέγεζνο ηνπ δείγκαηνο 𝑛 λα 

είλαη ηθαλφ, ψζηε λα εγγπάηαη εθηηκεηέο εληφο ηεο πεξηνρήο αλνρήο. Σν φξην αλνρήο κπνξεί λα ζεσξεζεί θαη 

σο ην πεξηζψξην ηνπ ιάζνπο πνπ επηηξέπεη ν εξεπλεηήο γηα ηελ εθηίκεζε. Σν φξην απηφ είλαη πάληα ζρεηηθφ 

κε ην πξφβιεκα θαη ηηο ηηκέο ηεο παξακέηξνπ 𝜃. ΢πλήζσο, θαζνξίδεηαη ζε ζπλεξγαζία ηνπ ζηαηηζηηθνχ 

εξεπλεηή θαη ηνπ εξεπλεηή απφ ηνλ ρψξν πνπ αλαθέξεηαη ην αξρηθφ πξφβιεκα (ηαηξηθή, βηνινγία, 

παηδαγσγηθά θηι). 

Αλ 𝑑 ζπκβνιίδεη ην φξην αλνρήο θαη ην δηάζηεκα αλνρήο είλαη ζπκκεηξηθφ, απηφ ζεκαίλεη φηη ε πεξηνρή 

αλνρήο γηα ηελ εθηίκεζε ηεο παξακέηξνπ 𝜃 , είλαη (𝜃 − 𝑑, 𝜃 + 𝑑) ή, ηζνδχλακα, 

 𝜃 − 𝜃  < 𝑑 

Δάλ ε επηινγή ηνπ 𝑛 είλαη ηέηνηα, ψζηε ε παξαπάλσ αληζφηεηα λα ηθαλνπνηείηαη έλα κεγάιν αξηζκφ θνξψλ, 

ζπγθεθξηκέλα ζε πνζνζηφ (1 − 𝑎)100% γηα δηαδνρηθέο αλεμάξηεηεο επαλαιήςεηο ηεο δεηγκαηνιεςίαο, ή, 

ηζνδχλακα, ην ελδερφκελν ε εθηίκεζε λα είλαη εθηφο ησλ νξίσλ αλνρήο γηα ηελ παξάκεηξν λα έρεη πηζαλφηεηα 

𝑎, ηφηε ζπλνιηθά ε πηζαλφηεηα: 

 P  𝜃 − 𝜃  ≥ 𝑑 = 𝑎 (2.7) 
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θαζνξίδεη ηελ εμίζσζε ε νπνία κεηαθξάδεη ηηο απαηηήζεηο ηνπ εξεπλεηή θαη ε επίιπζε ηεο νπνίαο ζα 

νδεγήζεη ζηνλ πξνζδηνξηζκφ ηνπ 𝑛. 

Πξνθεηκέλνπ λα ιπζεί ε αλίζσζε, πξέπεη αξρηθά λα ππνινγηζηεί ε πηζαλφηεηα ζην αξηζηεξφ κέξνο θαη ζηε 

ζπλέρεηα λα ηαπηηζηεί κε 𝑎. Γηα 𝜃 = 𝑋  θάησ απφ ηελ απιή ηπραία δεηγκαηνιεςία θαη κε ηελ επηπιένλ 

ππφζεζε ηεο θαλνληθφηεηαο γηα ηνλ δεηγκαηηθφ κέζν, ζα ηζρχεη 

P  𝑌 − 𝑋  ≥ 𝑑 = P  
 𝑌 − 𝑋  

 Var(𝑋 )
≥

𝑑

 Var(𝑋 )
 = P   𝑍 ≥

𝑑

 Var(𝑋 )
  

φπνπ 𝑍 ε ηππηθή θαλνληθή. 

 

Άξα, ζπλνιηθά, ε (2.7) γίλεηαη: 

2 𝛷  
𝑑

se(𝑋 )
 = 𝑎 

φπνπ 𝛷 ε αζξνηζηηθή ζπλάξηεζε ηεο ηππηθήο θαλνληθήο θαηαλνκήο. Με ηε βνήζεηα ησλ 𝑧 (άλσ) 

εθαηνζηηαίσλ ζεκείσλ ηεο ηππηθήο θαλνληθήο, ε ηειεπηαία ζρέζε ζπλεπάγεηαη: 

 
𝑑

se(𝑋 )
= 𝑧𝛼 2  (2.8) 

Σέινο, ιακβάλνληαο ππφςε ηνλ ηξφπν δεηγκαηνιεςίαο θαη ηελ έθθξαζε ηνπ ηππηθνχ ζθάικαηνο ηνπ 

δεηγκαηηθνχ κέζνπ ζηνλ παξνλνκαζηή, ζα είλαη: 

𝑑

  
1

𝑛
−

1

𝑁
 𝑆2

= 𝑧𝛼 2  

Λχλνληαο σο πξνο ην 𝑛, πξνθχπηεη: 

 𝑛 = 𝑁  1 + 𝑁  
𝑑

𝑧𝛼 2  𝑆
 

2

 

−1

  (2.9) 

Ζ ηηκή ηνπ 𝑛 ε νπνία δίλεηαη απφ ηε (2.9) είλαη ε ειάρηζηε ηθαλή, ψζηε ν εθηηκεηήο πνπ ζα πξνθχςεη κε 

επηινγή απινχ ηπραίνπ δείγκαηνο γηα εθηίκεζε ηεο κέζεο ηηκήο ηνπ πιεζπζκνχ λα πιεξνί ηε (2.7). 

Πξνθαλψο, νπνηαδήπνηε ηηκή ηνπ 𝑛 κεγαιχηεξε απφ απηήλ ηθαλνπνηεί επίζεο ηνπο πεξηνξηζκνχο. 

 

Ζ (2.9) ηζνδχλακα γξάθεηαη: 

 𝑛 =  
𝑧𝛼 2  𝑆

𝑑
 

2

 1 +
1

𝑁
 
𝑧𝛼 2  𝑆

𝑑
 

2

 

−1

 (2.10) 

Απφ ηελ ηειεπηαία ζρέζε, πξνθχπηεη φηη 𝑛 =  
𝑧𝛼 2 𝑆

𝑑
 

2
 γηα 𝛮 αξθεηά κεγάιν. 

΢εκεηψλεηαη φηη ε ίδηα δηαδηθαζία κπνξεί λα εθαξκνζηεί θαη γηα παξάκεηξν 𝜃 = 𝑌𝑇  θαη νκνίσο 𝜃 = 𝑃 ή 𝛢, 

γηα δηαθξηηέο πεξηπηψζεηο. Όιεο νη πεξηπηψζεηο σο πξνο ηελ παξάκεηξν 𝜃 κπνξνχλ λα ζπκπεξηιεθζνχλ ζηελ 

εμίζσζε: 

  
𝑑

se(𝜃 )
= 𝑧𝛼 2  (2.11) 
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φπνπ 𝜃είλαη ε παξάκεηξνο  

πξνο εθηίκεζε, 𝑑 ην κέγηζην επηηξεπηφ φξην αλνρήο γηα ηελ εθηίκεζε ηνπ 𝜃 απφ ην 𝜃  θαη se 𝜃   είλαη ην 

ηππηθφ ζθάικα ηνπ εθηηκεηή, φπσο απηφ ππνινγίδεηαη κέζσ ηεο απιήο ηπραίαο δεηγκαηνιεςίαο. 

Παξαηήξεζε 2.7 

Αληί ηεο απαίηεζεο ε εθηίκεζε λα είλαη εληφο πξνθαζνξηζκέλσλ επηηξεπηψλ νξίσλ απφ ηελ αιεζηλή ηηκή ηεο 

παξακέηξνπ, άιινη ζπλήζεηο ηξφπνη πξνζδηνξηζκνχ ηνπ κεγέζνπο ηνπ δείγκαηνο είλαη (i) κηα επηηξεπηή 

αλψηαηε ηηκή γηα ην ηππηθφ ζθάικα ηεο εθηίκεζεο ή (ii) κηα επηηξεπηή αλψηαηε ηηκή γηα ηνλ ζπληειεζηή 

κεηαβιεηφηεηαο. Γηα παξάδεηγκα, ε πεξίπησζε (i) ηζνδπλακεί καζεκαηηθά κε ηελ εμίζσζε se 𝜃  = 𝑠0, κε 𝑠0 

ηε δνζείζα αλψηαηε επηηξεπηή ηηκή. Αλ ε εμίζσζε ιπζεί σο πξνο 𝑛, πξνζδηνξίδεηαη ην ειάρηζην ηθαλφ 

κέγεζνο ηνπ απινχ ηπραίνπ δείγκαηνο ην νπνίν θαιχπηεη ηελ απαίηεζε σο πξνο ην ηππηθφ ζθάικα ηνπ 

εθηηκεηή. 

2.5.2 Δθηίκεζε άγλσζησλ πνζνηήησλ ηνπ πιεζπζκνύ πξηλ από ηε δηεμαγσγή ηεο 

έξεπλαο 

Απφ ηε κειέηε ηεο πξνεγνχκελεο παξαγξάθνπ, πξνθχπηεη φηη, γεληθά, ν ππνινγηζκφο ηνπ κεγέζνπο ηνπ 

δείγκαηνο 𝑛 επηηπγράλεηαη κε ηε ιχζε ηεο εμίζσζεο πνπ ελζσκαηψλεη ηηο αξρηθέο ζπλζήθεο. Πξνθεηκέλνπ ε 

ιχζε λα έρεη κνλαδηθφ άγλσζην ην 𝑛 θαη ε επίιπζή ηεο λα πξνζθέξεη αξηζκεηηθφ θαη φρη ζπλαξηεζηαθφ 

απνηέιεζκα, πνζφηεηεο φπσο ε δηαθχκαλζε ηνπ πιεζπζκνχ 𝑆2 ζηελ εμίζσζε π.ρ. (2.9) ζα πξέπεη λα είλαη 

γλσζηέο θαηά ηε θάζε ηνπ ζρεδηαζκνχ ηεο έξεπλαο. Αλάινγα κε ηελ παξάκεηξν 𝜃 πνπ είλαη πξνο εθηίκεζε, 

ζα είλαη δηαθνξεηηθή ε πνζφηεηα ηνπ πιεζπζκνχ πνπ είλαη αλαγθαίν λα είλαη γλσζηή πξηλ απφ ηελ έξεπλα. 

Γηα παξάδεηγκα, αλ 𝜃 = 𝑃, ε (2.11) δίλεη: 

 

𝑑

  
1

𝑛
−

1

𝑁
 

𝑁 𝑃 (1−𝑃)

𝑁−1

= 𝑧𝛼 2   
(2.12) 

απφ φπνπ ζπλάγεηαη φηη είλαη απαξαίηεηε κηα πιεξνθνξία γηα ηελ ηηκή ηνπ πνζνζηνχ 𝑃 ζηνλ πιεζπζκφ, 

πξνθεηκέλνπ λα ππνινγηζηεί ην 𝑛. ΢εκεηψλεηαη φηη ζ‟ απηή ηελ πεξίπησζε, ε πνζφηεηα 𝑃 είλαη ε ίδηα ε 

πνζφηεηα ηνπ πιεζπζκνχ, γηα ηελ εθηίκεζε ηεο νπνίαο πξφθεηηαη λα δηεμαρζεί ε έξεπλα. 

  

Άγλσζηεο πνζφηεηεο απφ ηνλ πιεζπζκφ απαηηνχληαη θαη φηαλ ην φξην αλνρήο 𝑑 δελ πξνζθέξεηαη απφ ηνλ 

εξεπλεηή ζε απφιπην κέγεζνο, αιιά σο πνζνζηφ επί ηεο αιεζηλήο πνζφηεηαο. Π.ρ., αλ κηα έξεπλα αθνξά ην 

κέζν εηήζην εηζφδεκα ελφο ζπλφινπ πνιηηψλ, ην φξην αλνρήο 𝑑, αληί λα εθθξάδεηαη ζε ρξεκαηηθέο κνλάδεο, 

έζησ 𝑑 = 300 ρξεκαηηθέο κνλάδεο, κπνξεί λα νξίδεηαη σο ην 10% επί ηεο αιεζηλήο ηηκήο, δει. ην ζχλνιν 

απνδεθηψλ ηηκψλ γηα ηελ εθηίκεζε λα είλαη  0.9𝑌 , 1.1𝑌  . ΢ε απηή ηελ πεξίπησζε, ρξεηάδεηαη επηπιένλ ηνπ 𝑆2 

λα είλαη δηαζέζηκε πιεξνθνξία θαη γηα ην 𝑌 . 

Παξφηη ε έξεπλα βξίζθεηαη αθφκα ζην ζηάδην ηνπ ζρεδηαζκνχ θαη δελ ππάξρνπλ δηαζέζηκνη εθηηκεηέο απφ ην 

δείγκα, π.ρ. ν εθηηκεηήο 𝑠2 γηα ην 𝑆2, είλαη αξθεηά ζπλεζηζκέλν ζηελ πξάμε λα ππάξρνπλ πξνεγνχκελεο 

έξεπλεο πάλσ ζην ίδην ζέκα γηα ηνλ ίδην πιεζπζκφ ή λα είλαη δηαζέζηκα ζηνηρεία απφ κηα πξφζθαηε 

απνγξαθή. Δάλ δελ ππάξρεη πξφζθαηε απνγξαθή ή πξνεγνχκελε έξεπλα γηα ηνλ ίδην πιεζπζκφ, είλαη 

αλαγθαία ε δηεμαγσγή κηαο κηθξήο θιίκαθαο έξεπλαο, πηινηηθήο, ε νπνία κεηαμχ άιισλ πνιχηηκσλ 

απνηειεζκάησλ πνπ ζα πξνζθέξεη γηα ηελ θαλνληθήο θιίκαθαο έξεπλα πνπ ζα αθνινπζήζεη, ζα δψζεη θαη 

θάπνηεο αξρηθέο εθηηκήζεηο γηα ηηο άγλσζηεο παξακέηξνπο ηνπ πιεζπζκνχ. 

΢ηηο πεξηπηψζεηο φπνπ ε έξεπλα αθνξά πνζνζηφ 𝑃, ή, ηζνδχλακα, ην πιήζνο ησλ κειψλ 𝐴 πνπ αλήθνπλ ζε 

κηα θαηεγνξία 𝐶, είλαη αξθεηά ζπρλφ ζηελ πξάμε λα ππάξρνπλ δηαζέζηκεο πξνεγνχκελεο έξεπλεο πνπ λα 

παξέρνπλ πιεξνθνξία γηα ην 𝑃 κε κνξθή δηαζηήκαηνο. Π.ρ. ε έξεπλα αθνξά ην πνζνζηφ αλεξγίαο ζε κηα 

ρψξα θαη, απφ ζηνηρεία πξνεγνχκελσλ εξεπλψλ, εθηηκάηαη φηη ην πνζνζηφ απηφ ηελ παξνχζα ρξνληθή ζηηγκή 

θπκαίλεηαη απφ 0.15 έσο 0.21. ΢ηηο πεξηπηψζεηο απηέο, ε ηηκή ηνπ 𝑃 πνπ ζα αληηθαηαζηαζεί ζηελ εμίζσζε 
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(2.11) είλαη εθείλε ε ηηκή ηνπ δηαζηήκαηνο (0.15, 0.21) πνπ κεγηζηνπνηεί ηε δηαζπνξά ηνπ πιεζπζκνχ 

𝑆2 =
𝑁𝑃(1−𝑃)

𝑁−1
. Γηα ην παξάδεηγκα, ζα είλαη 𝑃 = 0.21 . 

Παξάδεηγκα 2.11 

Μηα έξεπλα δηεμάγεηαη ζηελ αξρή ηνπ εκεξνινγηαθνχ έηνπο, κε ζθνπφ ηελ εθηίκεζε ηνπ ζπλνιηθνχ αξηζκνχ 

Υξηζηνπγελληάηηθσλ θαξηψλ πνπ ζα πνπιεζνχλ ζπλνιηθά ζηελ πεξηνρή ην ηξέρνλ έηνο (Barnett, 2002, Κεθ. 

2). ΢ηελ πεξηνρή είλαη θαηαγεγξακκέλα ζπλνιηθά 243 θαηαζηήκαηα. Ζ έξεπλα ζα δηεμαρζεί κε ηπραία 

επηινγή ελφο δείγκαηνο ησλ θαηαζηεκάησλ θαη ζα δεηήζεη ζηνηρεία γηα ην πφζεο θάξηεο πνχιεζαλ ηε ρξνληά 

πνπ πέξαζε. Σν εξψηεκα είλαη πφζα θαηαζηήκαηα πξέπεη λα επηιεγνχλ, έηζη ψζηε ε εθηίκεζε λα γίλεη κε 

απφθιηζε ην πνιχ 10% επί ηεο πξαγκαηηθήο ηηκήο θαη κε βεβαηφηεηα 95%; 

Γηα ηελ πεξηνρή, ππάξρνπλ ηα ζπλνιηθά ζηνηρεία γηα ηηο πσιήζεηο ησλ θαηαζηεκάησλ ζε Υξηζηνπγελληάηηθεο 

θάξηεο, φπσο απηά δειψλνληαη θάζε Ηνχιην. Γηα ηα ηξία ηειεπηαία ρξφληα, ηα ζηνηρεία γηα ηηο ζπλνιηθέο 

πσιήζεηο, θαζψο θαη γηα ηελ ηππηθή ηνπο απφθιηζε (ζε 10000 κνλάδεο), είλαη 

 

𝒀𝑻 𝑺 

321.7 0.826 

366.8 0.776 

401.0 0.804 

 

Γηα ηνλ ππνινγηζκφ ηνπ κεγέζνπο ηνπ δείγκαηνο, γίλεηαη ρξήζε ηεο εμίζσζεο (2.11), ιακβάλνληαο ππφςε φηη 

𝜃 = 𝑌𝑇  θαη φηη ν ηξφπνο δεηγκαηνιεςίαο είλαη ε απιή ηπραία, νπφηε ην ηππηθφ ζθάικα ηνπ εθηηκεηή δίλεηαη 

απφ ηελ Πξφηαζε 2.5 (iv). Θα είλαη ζπλεπψο: 

𝑑

𝑁 
1−𝑓

𝑛
𝑆2

= 𝑧𝑎/2 

Αλ ε ζρέζε απηή επηιπζεί ζηε ζπλέρεηα σο πξνο 𝑛, πξνθχπηεη: 

𝑛 = 𝑁  1 +
1

𝛮
 

𝑑

𝑧𝛼 2  𝑆
 

2

 

−1

. 

Γηα ηνλ αξηζκεηηθφ ππνινγηζκφ ηνπ 𝑛 απφ ηελ ηειεπηαία έθθξαζε, είλαη 𝛮 = 243, 𝑧𝑎/2 = 1.96 θαη 𝑑 =

0.1 𝑌𝑇   θαη ηηκέο γηα ηα 𝑌𝑇 , 𝑆 ιακβάλνληαη απφ ηα ζηνηρεία πξνεγνπκέλσλ εηψλ. 

 

Δάλ γίλεη ρξήζε ησλ δηαζέζηκσλ ζηνηρείσλ απφ ην πην πξφζθαην παξειζφλ έηνο, ηφηε 𝑌𝑇 = 401.0 θαη 

𝑆 = 0.804 θαη, αληηθαζηζηψληαο ζηε ιχζε ηεο εμίζσζεο γηα ην 𝑛, ζα είλαη: 

𝑛 = 243  1 +
1

243
 

0.10 × 401.0

1.96 × 0.804
 

2

 

−1

= 66.30 

Γειαδή, απαηηείηαη λα ζπκπεξηιεθζνχλ ηνπιάρηζηνλ 67 θαηαζηήκαηα ζηελ έξεπλα, πξνθεηκέλνπ λα 

πιεξνχληαη νη πξνδηαγξαθέο. 

 

Δάλ, αληί γηα ηα ζηνηρεία ηεο ακέζσο πξνεγνχκελεο ρξνληάο, ιεθζεί ππφςε ε αλνδηθή ηάζε ε νπνία 

δηαθξίλεηαη ζηηο πσιήζεηο γηα ηα 3 δηαδνρηθά έηε, ηφηε κπνξεί λα γίλεη κηα εθηίκεζε γηα ην 𝑌𝑇  ηνπ ηξέρνληνο 

έηνπο, ε νπνία ζα είλαη ελδερνκέλσο πην θνληά ζηελ αιεζηλή ηηκή 𝑌𝑇  ζε ζχγθξηζε κε πξνεγνχκελα έηε. Γηα 

κηα, έζησ ζπληεξεηηθή, αχμεζε πσιήζεσλ, εάλ ηεζεί 𝑌𝑇 = 420 θαη 𝑆 = 0.8, ηφηε ε ίδηα δηαδηθαζία 
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ππνινγηζκνχ ηνπ 𝑛 δίλεη 𝑛 = 61.48 , δει. απαηηνχληαη 62 θαηαζηήκαηα γηα ηελ έξεπλα πξνθεηκέλνπ λα 

πιεξνχληαη νη πξνυπνζέζεηο. 

 

Χο γεληθή παξαηήξεζε, ε κεζνδνινγία πνπ έρεη αλαπηπρζεί ζηελ παξνχζα παξάγξαθν δίλεη κηα θαηψηαηε 

ηηκή γηα ην κέγεζνο ηνπ δείγκαηνο πνπ απαηηείηαη. Όζν κεγαιχηεξε αμηνπηζηία έρνπλ γηα ηνλ εξεπλεηή νη 

εθηηκήζεηο ησλ πνζνηήησλ απφ ηνλ πιεζπζκφ πνπ έρεη ρξεζηκνπνηήζεη πξνθεηκέλνπ λα ππνινγίζεη απηή ηελ 

θαηψηαηε ηηκή, ηφζν πην θνληά ζε απηή ηελ ηηκή κπνξεί λα επηιέμεη ην 𝑛 θαηά ηε δηεμαγσγή ηεο έξεπλαο.  

2.6. Απιή Σπραία Γεηγκαηνιεςία ζηελ πξάμε 

Ζ απιή ηπραία δεηγκαηνιεςία, παξφιν πνπ απνηειεί ηε βάζε γηα ηελ αλάπηπμε φισλ ησλ ππφινηπσλ 

δεηγκαηνιεπηηθψλ ζρεδίσλ, δελ ρξεζηκνπνηείηαη αξθεηά ζπρλά ζηελ πξάμε. Ζ απιή ηπραία δεηγκαηνιεςία 

δηαζέηεη αξθεηά πιενλεθηήκαηα ιφγσ ηνπ απινχ ηξφπνπ ζηνλ ζρεδηαζκφ ηεο θαη ζπλεπψο θαη ζηελ 

εθαξκνγή. Οη κνλάδεο ζηνλ πιεζπζκφ είλαη φιεο ηζνπίζαλεο λα ζπκπεξηιεθζνχλ ζηελ έξεπλα θαη απηφ είλαη 

επίζεο έλα πιενλέθηεκα γηαηί δίλεηαη ίδηα βαξχηεηα ζε φιεο ηηο κνλάδεο. 

Σαπηφρξνλα φκσο, θαη παξά ηελ απιφηεηά ηεο, ε απιή ηπραία δεηγκαηνιεςία παξνπζηάδεη θαη 

κεηνλεθηήκαηα. ΢χκθσλα κε ηνλ νξηζκφ ηεο απιήο ηπραίαο δεηγκαηνιεςίαο, ζα πξέπεη πξηλ απφ ηε δηεμαγσγή 

ηεο έξεπλαο λα ππάξρεη δηαζέζηκε ε ιίζηα κε έλα πξνο έλα ηα ζηνηρεία ηνπ πιεζπζκνχ. Σα κέιε δει. ηνπ 

πιεζπζκνχ λα είλαη εθηθηφ λα αλαγλσξηζηνχλ θαη λα θαηαγξαθνχλ έλα πξνο έλα. Πξαθηηθά, απηφ δελ είλαη 

εθηθηφ γηα θάζε πιεζπζκφ, θαη ηα κέιε ηνπ δελ είλαη δηαζέζηκα κε πιήξε ζηνηρεία γηα ηνλ εξεπλεηή. 

Παξάιιεια, αλ ε δηαδηθαζία απηή ελζσκαησζεί ζηε δηεμαγσγή ηεο έξεπλαο, ην θφζηνο ζα απμεζεί αξθεηά. 

Οη πξαθηηθνί ιφγνη ινηπφλ, είλαη ε κία θαηεγνξία ησλ κεηνλεθηεκάησλ ηεο απιήο ηπραίαο. 

΢ηελ ίδηα θαηεγνξία, θαζψο θαη ζηελ αχμεζε ηνπ θφζηνπο ηεο έξεπλαο, εληάζζεηαη επίζεο ην επφκελν απφ ηα 

πξνβιήκαηα πνπ παξνπζηάδεη ε απιή ηπραία. Δάλ ν πιεζπζκφο εθηείλεηαη ζε κεγάιε γεσγξαθηθή πεξηνρή, ε 

επηινγή ησλ κειψλ ηνπ δείγκαηνο ζχκθσλα κε ηελ απιή ηπραία κπνξεί λα νδεγήζεη ζε κέιε ηνπ πιεζπζκνχ 

γηα ην δείγκα πνπ είλαη δηάζπαξηα ζε φιε ηελ έθηαζε ηνπ πιεζπζκνχ. ΢΄ απηέο ηηο πεξηπηψζεηο, ν εληνπηζκφο 

θαη ε ζπιινγή ηεο παξαηήξεζεο γηα ην δείγκα, εηδηθά εάλ γίλεηαη κε επί ηφπνπ επίζθεςε ή πξνζσπηθή 

ζπλέληεπμε, απαηηεί ηελ πιήξε γεσγξαθηθή θάιπςε ηνπ πιεζπζκνχ. Απηφ κε ηε ζεηξά ηνπ ζπλεπάγεηαη 

επηβάξπλζε ηφζν ηνπ θφζηνπο, φζν θαη ηεο δηάξθεηαο ηεο δηεμαγσγήο ηεο έξεπλαο. 

Σν ηειεπηαίν ραξαθηεξηζηηθφ έρεη κεγαιχηεξεο πξνεθηάζεηο θαη επεξεάδεη θαη ηελ αθξίβεηα ησλ εθηηκεηψλ 

πνπ παξάγνληαη. Απηφ ζπκβαίλεη γηαηί ε θαιή γεσγξαθηθή θάιπςε ηνπ πιεζπζκνχ απφ ην δείγκα, δελ 

ζεκαίλεη ηαπηφρξνλα θαη θαιή θάιπςε φινπ ηνπ εχξνπο ηηκψλ ηνπ ραξαθηεξηζηηθνχ πνπ κειεηάηαη γηα ηνλ 

πιεζπζκφ, δει. αληηπξνζσπεπηηθφηεηα. Δλδέρεηαη κεξηθέο εηδηθέο νκάδεο πνπ παξνπζηάδνπλ κηα 

ζπγθεθξηκέλε ζπκπεξηθνξά σο πξνο ην ραξαθηεξηζηηθφ λα είλαη ηφζν κηθξέο, ψζηε ε α.η.δ. λα κελ πεξηιάβεη 

θαλέλαλ, ή λα πεξηιάβεη πνιχ ιίγνπο εθπξνζψπνπο ηνπο ζην δείγκα. Γηα ηελ απιή ηπραία δεηγκαηνιεςία, νη 

δηάθνξεο νκάδεο ηνπ πιεζπζκνχ ζα εθπξνζσπνχληαη ζην δείγκα ιακβάλνληαο ππφςε κφλν ην κέγεζφο ηνπο, 

θαη θαλέλα επηπιένλ ραξαθηεξηζηηθφ, φπσο ε νκνηνγέλεηα ή εηεξνγέλεηα πνπ εκθαλίδνπλ, ε ζπνπδαηφηεηα 

πνπ ελδερνκέλσο έρνπλ γηα κηα ζπγθεθξηκέλε έξεπλα θηι. 

Οη δεηγκαηνιεπηηθέο ηερληθέο πνπ ζα αλαπηπρζνχλ ζηα επφκελα θεθάιαηα έρνπλ ζηφρν λα εθκεηαιιεπηνχλ 

πεξηζζφηεξα ραξαθηεξηζηηθά πνπ πιεζπζκνχ θαη λα απαληήζνπλ ζην πξφβιεκα ηεο εθηίκεζεο κε 

κεγαιχηεξε ζηαηηζηηθή αθξίβεηα, δηαηεξψληαο ηα ππφινηπα ζηνηρεία ηεο έξεπλαο, φπσο ην θφζηνο, ζηαζεξά. 
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Κεθάιαην 3 - ΢ΣΡΧΜΑΣΟΠΟΗΖΜΔΝΖ ΓΔΗΓΜΑΣΟΛΖΦΗΑ 

΢ύλνςε 

Ζ ζηξσκαηνπνηεκέλε δεηγκαηνιεςία απνηειεί κία από ηηο πην δηαδεδνκέλεο κεζόδνπο δεηγκαηνιεςίαο. Ζ 

ραξαθηεξηζηηθή ηδηόηεηα θαη ηαπηόρξνλα ην θπξηόηεξν πιενλέθηεκα ηεο ζηξσκαηνπνηεκέλεο δεηγκαηνιεςίαο 

είλαη ηα κεησκέλα ζε ζρέζε κε άιιεο κεζόδνπο δεηγκαηνιεςίαο ηππηθά ζθάικαηα ησλ εθηηκεηώλ. ΢ην ζηάδην ηνπ 

ζρεδηαζκνύ ηεο έξεπλαο, ν πιεζπζκόο ρσξίδεηαη ζε ζηξώκαηα. Σα ζηξώκαηα απνηεινύλ ππνζύλνια ηνπ 

πιεζπζκνύ ηα νπνία πιεξνύλ ζπγθεθξηκέλεο ηδηόηεηεο. ΢ηε ζπλέρεηα, δηεμάγεηαη κηα αλεμάξηεηε δεηγκαηνιεςία 

ζε θάζε ζηξώκα θαη ην ηειηθό δείγκα ηεο έξεπλαο απνηειείηαη από ηε ζπιινγή όισλ ησλ επηκέξνπο δεηγκάησλ 

αλά ζηξώκα. Με ηνλ ηξόπν απηό, ην ζπλνιηθό δείγκα πνπ επηιέγεηαη από ηνλ πιεζπζκό πεξηέρεη εθπξνζώπνπο 

από θάζε δηαθνξεηηθό ζηξώκα ηνπ πιεζπζκνύ. Δάλ ηα ζηξώκαηα έρνπλ νξηζηεί έηζη, ώζηε λα αληηζηνηρνύλ ζε 

δηαθξηηέο νκάδεο ηνπ πιεζπζκνύ, ην δείγκα πνπ επηιέγεηαη κε ηε βνήζεηα ηεο ζηξσκαηνπνηεκέλεο 

δεηγκαηνιεςίαο είλαη αληηπξνζσπεπηηθό. Ζ ζηξσκαηνπνηεκέλε δεηγκαηνιεςία εθαξκόδεηαη ηόζν απνθιεηζηηθά, 

όζν θαη ζε ζπλδπαζκό κε άιινπο ηξόπνπο δεηγκαηνιεςίαο, ζ’ έλα πην ζύλζεην δεηγκαηνιεπηηθό ζρέδην. 

Πξναπαηηνύκελε γλώζε 

 Κεθάιαην 1 -, Κεθάιαην 2 -, Δθηηκεηηθή. 

3.1. Δηζαγσγή 

Οη κέζνδνη δεηγκαηνιεςίαο πνπ αθνινπζνχλ ηελ εηζαγσγή θαη ηε κειέηε ηεο απιήο ηπραίαο δεηγκαηνιεςίαο 

είλαη κέζνδνη πνπ επηρεηξνχλ λα βειηηψζνπλ νξηζκέλα απφ ηα κεηνλεθηήκαηα ηεο απιήο ηπραίαο, είηε ζηελ 

θαηεχζπλζε ηεο επθνιίαο θαη ηνπ θφζηνπο ή ηνπ ρξφλνπ εθηέιεζεο ηεο έξεπλαο, είηε ζηελ θαηεχζπλζε ηεο 

αθξίβεηαο ησλ εθηηκεηψλ πνπ ζα παξαρζνχλ. Έρεη ήδε ζεκεησζεί φηη ε απιή ηπραία δεηγκαηνιεςία κεηνλεθηεί 

ζην γεγνλφο φηη ην δείγκα δελ επηηπγράλεη πάληα λα επηιέμεη εθπξνζψπνπο απφ δηαθξηηέο νκάδεο ηνπ 

πιεζπζκνχ. Απηφ έρεη σο απνηέιεζκα κε ηε ζεηξά ηνπ λα κελ επηηπγράλεηαη κεγάιε αθξίβεηα ζηελ εθηίκεζε 

θάησ απφ ηνλ απιφ ηπραίν ηξφπν σο κέζνδν δεηγκαηνιεςίαο. 

Έζησ, γηα παξάδεηγκα, φηη ε έξεπλα αθνξά επηρεηξήζεηο πνπ δξαζηεξηνπνηνχληαη ζε κηα πεξηνρή. Τπάξρνπλ 

επηρεηξήζεηο πνπ απαζρνινχλ έλαλ ή δχν εξγαδνκέλνπο θαη ππάξρνπλ επηρεηξήζεηο πνπ απαζρνινχλ ρηιηάδεο 

εξγαδνκέλνπο. Μία απιή ηπραία δεηγκαηνιεςία γηα ηνλ ελ ιφγσ πιεζπζκφ ζα νδεγνχζε ζε κεγάια ηππηθά 

ζθάικαηα εθηηκεηψλ, γηαηί ε αθξίβεηα ησλ εθηηκεηψλ εμαξηάηαη απφ ηε κεηαβιεηφηεηα ηνπ ραξαθηεξηζηηθνχ 

ζηνλ πιεζπζκφ. Ζ κεηαβιεηφηεηα γηα ηνλ αξηζκφ εξγαδνκέλσλ είλαη αξθεηά κεγάιε φηαλ ν πιεζπζκφο 

ζεσξεζεί σο έλα εληαίν ζχλνιν. Αλ, αληίζεηα, ήηαλ εθηθηφ λα ρσξηζηνχλ νη επηρεηξήζεηο ζε θαηεγνξίεο 

αλάινγα κε ηα άηνκα πνπ απαζρνινχλ, νη νκάδεο πνπ ζα πξνέθππηαλ ζα είραλ κηθξφηεξε κεηαβιεηφηεηα ε 

θαζεκηά. Π.ρ. κηθξέο επηρεηξήζεηο, επηρεηξήζεηο κεζαίνπ κεγέζνπο θαη κεγάιεο επηρεηξήζεηο. Αλ, ζηε 

ζπλέρεηα, θάζε νκάδα ηνπ πιεζπζκνχ θαιχπηεηαη ιακβάλνληαο έλα δείγκα ρσξηζηά, ηφηε κε κεγαιχηεξε 

βεβαηφηεηα ζα θαιπθζεί φιν ην εχξνο ησλ επηρεηξήζεσλ ζηελ πεξηνρή. Δπηπιένλ, ε εθηίκεζε πνπ ζα γίλεη 

ρσξηζηά ζε θάζε νκάδα ζα είλαη πην αθξηβήο, γηαηί ε κεηαβιεηφηεηα ηνπ θάζε ππνπιεζπζκνχ ζα είλαη κηθξή. 

Με θαηάιιειν ζπλδπαζκφ ζηε ζπλέρεηα ησλ ηξηψλ επηκέξνπο εθηηκήζεσλ, πξνθχπηεη έλαο εθηηκεηήο πνπ 

αλαθέξεηαη ζηνλ ζπλνιηθφ πιεζπζκφ θαη είλαη επίζεο βειηησκέλνο ζε αθξίβεηα, δεδνκέλνπ φηη θαη νη ηξεηο 

ζπληζηψζεο εθηηκήζεηο είλαη αθξηβείο. 

Ζ κέζνδνο δεηγκαηνιεςίαο πνπ δφζεθε ζηελ πεξηγξαθή ηνπ παξαδείγκαηνο ιέγεηαη ζηξσκαηνπνηεκέλε 

(stratified) θαη νη ππνπιεζπζκνί ζηνπο νπνίνπο ρσξίδεηαη ν πιεζπζκφο ιέγνληαη ζηξώκαηα (strata). Όπσο 

είλαη ήδε θαλεξφ, φζν πην νκνηνγελή είλαη ηα ζηξψκαηα, ηφζν πην αθξηβήο ζα είλαη ε θάζε επηκέξνπο 

δεηγκαηνιεςία, άξα θαη ε ζπλνιηθή ηειηθή εθηίκεζε. 

Ο πιεζπζκφο ελδέρεηαη λα είλαη ρσξηζκέλνο ζε ζηξψκαηα θαη ε πιεξνθνξία απηή λα είλαη δηαζέζηκε ζηνλ 

εξεπλεηή κέζσ ηνπ δεηγκαηνιεπηηθνχ πιαηζίνπ. Γηα παξάδεηγκα, φηαλ ην δεηγκαηνιεπηηθφ πιαίζην γηα ηνπο 

θαηνίθνπο κηαο πφιεο απνηειείηαη απφ ηνπο ηαρπδξνκηθνχο θψδηθεο ησλ δηεπζχλζεσλ ησλ θαηνίθσλ. ΢ε 

άιιεο πεξηπηψζεηο, ν ρσξηζκφο ηνπ πιεζπζκνχ ζε ζηξψκαηα γίλεηαη απφ ηνλ ίδην ηνλ εξεπλεηή, κε ζθνπφ ηελ 

εθαξκνγή ζηε ζπλέρεηα ηεο ζηξσκαηνπνηεκέλεο δεηγκαηνιεςίαο, ιφγσ ησλ πιενλεθηεκάησλ πνπ δηαζέηεη. 
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Γηα παξάδεηγκα, ζηελ έξεπλα γηα ηελ εθηίκεζε ηνπ πνζνζηνχ αλεξγίαο ησλ θαηνίθσλ κηαο ρψξαο, νη 

θαηάινγνη ησλ θαηνίθσλ ηεο ρψξαο ρσξίδνληαη απφ ηνλ εξεπλεηή θαηά ειηθηαθέο νκάδεο. 

΢ηελ πξάμε, ζπκβαίλεη αξθεηά ζπρλά λα ππάξρεη πιεξνθνξία γηα ηα ζηξψκαηα ζηνλ πιεζπζκφ, θαη απηφ 

ζπληειεί ζηελ επξεία ρξήζε ηεο ζηξσκαηνπνηεκέλεο δεηγκαηνιεςίαο. 

΢πλνπηηθά, ε ηδέα ηεο ζηξσκαηνπνηεκέλεο δεηγκαηνιεςίαο είλαη λα ρσξηζηεί ν πιεζπζκφο ζε φζν ην δπλαηφ 

πην δηαθξηηά θαη νκνηνγελή ζην εζσηεξηθφ ηνπο ζηξψκαηα ή επίπεδα ηνπ ππφ κειέηε ραξαθηεξηζηηθνχ. ΢ηε 

ζπλέρεηα, πξαγκαηνπνηείηαη αλεμάξηεηα κία δεηγκαηνιεςία ζε θάζε ζηξψκα. Σν ηειηθφ δείγκα είλαη ε 

ζπιινγή φισλ ησλ επηκέξνπο δεηγκάησλ απφ ηα ζηξψκαηα. Με ηνλ ηξφπν απηφ, επηηπγράλεηαη λα πεξηέρνληαη 

αληηπξφζσπνη φισλ ησλ δπλαηψλ ζηξσκάησλ ηνπ πιεζπζκνχ ζην ηειηθφ δείγκα. Δπηπιένλ, ν βαζκφο 

εθπξνζψπεζεο ηνπ θάζε ζηξψκαηνο ζην δείγκα είλαη ζηνλ έιεγρν ηνπ εξεπλεηή, αθνχ ην κέγεζνο ηνπ 

δείγκαηνο αλά ζηξψκα θαζνξίδεηαη αλεμάξηεηα. 

Χο πξνο ηελ εθηίκεζε ησλ παξακέηξσλ ηνπ πιεζπζκνχ, απηή πξνθχπηεη κε ηνλ θαηάιιειν ζπλδπαζκφ ησλ 

επηκέξνπο εθηηκήζεσλ ησλ παξακέηξσλ πνπ ζα πξνθχςνπλ απφ ηηο δεηγκαηνιεςίεο αλά ζηξψκα. 

Ο πιεζπζκφο κπνξεί λα ρσξηζηεί ζε ζηξψκαηα κε πνιινχο δηαθνξεηηθνχο ηξφπνπο. Ο ρσξηζκφο φκσο πνπ ζα 

δψζεη πην αθξηβή απνηειέζκαηα είλαη εθείλνο πνπ ζα γίλεη θάλνληαο ρξήζε κηαο κεηαβιεηήο ή ελφο θξηηεξίνπ 

πνπ είλαη ζρεηηθφ κε ην ραξαθηεξηζηηθφ πνπ κειεηάκε. Ζ ηδαληθή πεξίπησζε είλαη ηα ρσξηζκέλα ζηξψκαηα 

λα είλαη φζν ην δπλαηφ πην νκνηνγελή. Γειαδή “παξφκνηεο” (σο πξνο ην ραξαθηεξηζηηθφ πνπ κειεηάκε) 

κνλάδεο λα ηνπνζεηεζνχλ ζην ίδην ζηξψκα. Δπίζεο, ηαπηφρξνλα, ην θάζε ζηξψκα λα δηαθέξεη απφ ηα 

ππφινηπα. Π.ρ. Έζησ 𝑌: ν ζπλνιηθφο ρξφλνο αλά εβδνκάδα πνπ βιέπνπλ ηειεφξαζε νη θάηνηθνη κηαο 

πεξηνρήο. Αλ ην ραξαθηεξηζηηθφ 𝑌 κεηαβιεηή είλαη ην αληηθείκελν ηεο έξεπλαο, θξηηήξηα ρσξηζκνχ ησλ 

θαηνίθσλ ζε ζηξψκαηα ζα κπνξνχζε λα είλαη: ε ειηθηαθή νκάδα ζηελ νπνία αλήθνπλ, ην αλ θάπνηνο 

εξγάδεηαη ή φρη, ην θχιν θ.ά. 

Θέκαηα πνπ αθνξνχλ ηελ επηινγή ηεο βνεζεηηθήο κεηαβιεηήο θαη ηελ θαηαζθεπή ησλ ζηξσκάησλ ζα 

απαζρνιήζνπλ ην επφκελν θεθάιαην. ΢ην παξφλ θεθάιαην, γίλεηαη κειέηε ηεο εθηίκεζεο θαη ησλ ηδηνηήησλ 

ησλ εθηηκεηψλ πνπ πξνθχπηνπλ απφ έλα ζηξσκαηνπνηεκέλν δεηγκαηνιεπηηθφ ζρέδην. Δλδεηθηηθή 

βηβιηνγξαθία, φπσο θαη γηα ηελ α.η.δ., είλαη ησλ Cochran (1977, Κεθ. 5), Kish (1965, Κεθ. 3), Des Raj (1968, 

Κεθ. 4), Rao (2000, Κεθ. 4), Barnett (2002, Κεθ. 2), Levy & Lemeshow (1999, Κεθ. 5) θαη Thompson (2012, 

Κεθ. 11). 

3.2. Δθηίκεζε ζηε ζηξσκαηνπνηεκέλε δεηγκαηνιεςία 

3.2.1 ΢πκβνιηζκόο  

Πξηλ απφ ηελ αλάπηπμε ηνπ πξνβιήκαηνο ηεο εθηίκεζεο ζηε ζηξσκαηνπνηεκέλε δεηγκαηνιεςία είλαη 

αλαγθαίν λα δνζεί ν ζπκβνιηζκφο πνπ ζα ρξεζηκνπνηεζεί γηα ην θεθάιαην απηφ. Ο Πίλαθαο 3.1 πεξηέρεη ηνλ 

απαξαίηεην ζπκβνιηζκφ θαη ηελ επεμήγεζε θάζε πνζφηεηαο πνπ εηζάγεηαη. Ο ζπκβνιηζκφο είλαη ζε 

ζπκθσλία κε εθείλνλ πνπ δφζεθε γηα ηελ α.η.δ., κε ηελ επηπιένλ αλαγθαία επέθηαζή ηνπ θαη εθαξκνγή ηνπ ζε 

θάζε ζηξψκα ηνπ πιεζπζκνχ. Έηζη, γηα παξάδεηγκα, εθηφο απφ ηελ πιεζπζκηαθή κέζε ηηκή 𝑌  ηνπ 

ραξαθηεξηζηηθνχ 𝑌, γηα ηελ πεξίπησζε ηνπ ζηξσκαηνπνηεκέλνπ πιεζπζκνχ έρεη λφεκα θαη νξίδεηαη αλάινγα 

ε πιεζπζκηαθή κέζε ηηκή ηνπ 𝑌, ηφζν αλά ζηξψκα, φζν θαη ζπλνιηθά γηα νιφθιεξν ηνλ πιεζπζκφ.  

 

΢ύκβνιν Δξκελεία 

𝐿 Αξηζκφο ησλ ζηξσκάησλ. 

𝛮1 , 𝛮2, … , 𝛮𝐿 
Πιεζπζκηαθά κεγέζε ησλ ζηξσκάησλ. Αλ 𝛮 είλαη ην κέγεζνο ηνπ 

πιεζπζκνχ, ηφηε: 𝛮1 + 𝛮2 + … + 𝛮𝐿 = 𝛮. 
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𝑌𝑖𝑗  
H ηηκή ηνπ ραξαθηεξηζηηθνχ 𝑌 γηα ην 𝑗 κέινο ηνπ πιεζπζκνχ πνπ 

αλήθεη ζην ζηξψκα 𝑖.  

𝑊ℎ =
𝛮ℎ

𝑁
 Βάξνο ηνπ ζηξψκαηνο ℎ (ℎ = 1,2, … , 𝐿). Ηζρχεη:  𝑊ℎ

𝐿
ℎ=1 = 1. 

𝑌 ℎ =
1

𝛮ℎ

 𝑌ℎ𝑗

𝛮ℎ

𝑗 =1

 Μέζε ηηκή ηνπ ραξαθηεξηζηηθνχ 𝑌 γηα ην ζηξψκα ℎ (ℎ = 1,2, … , 𝐿). 

𝑆ℎ
2 =

1

𝛮ℎ − 1
  𝑌ℎ𝑗 − 𝑌 ℎ 

2

𝛮ℎ

𝑗 =1

 Πιεζπζκηαθή δηαζπνξά γηα ην ζηξψκα ℎ (ℎ = 1,2, … , 𝐿). 

𝑋𝑖𝑗  H 𝑗 κνλάδα ηνπ δείγκαηνο πνπ πξνέξρεηαη απφ ην ζηξψκα 𝑖.  

𝑛1, 𝑛2, … , 𝑛𝐿 
Μεγέζε δείγκαηνο αλά ζηξψκα. Σν ζηξσκαηνπνηεκέλν δείγκα είλαη 

κεγέζνπο 𝑛, φπνπ 𝑛 ηέηνην ψζηε:  𝑛ℎ
𝐿
ℎ=1 = 𝑛. 

𝑓ℎ =
𝑛ℎ

𝑁ℎ

 Πειίθν δείγκαηνο γηα ην ζηξψκα ℎ (ℎ = 1,2, … , 𝐿). 

𝛸 ℎ =
1

𝛮ℎ

 𝛸ℎ𝑗

𝛮ℎ

𝑗 =1

 O δεηγκαηηθφο κέζνο γηα ην ζηξψκα ℎ (ℎ = 1,2, … , 𝐿). 

𝑠ℎ
2 =

1

𝑛ℎ − 1
  𝑋ℎ𝑗 − 𝑋 ℎ 

2

𝑛ℎ

𝑗 =1

 Γεηγκαηηθή δηαζπνξά κεηξήζεσλ γηα ην ζηξψκα ℎ (ℎ = 1,2, … , 𝐿). 

Πίνακας 3.1 ΢πκβνιηζκόο γηα ηε ζηξσκαηνπνηεκέλε δεηγκαηνιεςία 

Παξάδεηγκα 3.1  

Μηα ηάμε ζρνιείνπ απνηειείηαη απφ 3 ηκήκαηα. Σν ζχλνιν ησλ καζεηψλ ζε θάζε ηκήκα είλαη 𝛮1 =20, 

𝛮2 =35 θαη 𝛮3 =30 αληίζηνηρα (απηφ ζεκαίλεη φηη 𝛮 = 85 θαη ηα βάξε ησλ ηξηψλ ζηξσκάησλ είλαη 𝑊1 =
0.23,  𝑊2 = 0.42 θαη 𝑊3 = 0.35). Απφ θάζε ηκήκα, επηιέρζεθε έλα ηπραίν δείγκα καζεηψλ. Έηζη, απφ ην 1

ν
 

ηκήκα επηιέμακε 𝑛1 = 6 καζεηέο, απφ ην 2
ν 𝑛2 = 4 θαη απφ ην 3

ν
 ηκήκα 𝑛3 = 5 καζεηέο. Σν ζπλνιηθφ 

κέγεζνο δείγκαηνο είλαη 𝑛 =15. Οη καζεηέο ηνπ δείγκαηνο έδσζαλ έλα ηεζη Μαζεκαηηθψλ θαη ηα 

απνηειέζκαηα ηνπ ηεζη γηα θάζε καζεηή δίλνληαη ζηνλ Πίλαθα 3.2. 

 

 Παξαηεξήζεηο Γείγκαηνο Μέγεζνο 

Γείγκαηνο 

Γεηγκαηηθνί 

κέζνη 

΢τρϊμα 1 (Σμήμα 1) 87, 34, 29, 62, 75, 90 𝑛1 = 6 𝑋 1=62.83 

΢τρϊμα 2 (Σμήμα 2) 24, 15, 85, 69 𝑛2 = 4 𝑋 2=48.25 

΢τρϊμα 3 (Σμήμα 3) 99, 81, 97, 9, 61 𝑛3 = 5 𝑋 3=69.4 

Πίνακας 3.2 Παξαηεξήζεηο ηνπ ζηξσκαηνπνηεκέλνπ δείγκαηνο ησλ καζεηώλ.  
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3.2.2 Δθηίκεζε ηνπ κέζνπ ηνπ πιεζπζκνύ 

Ζ εθηίκεζε ηνπ κέζνπ ηνπ πιεζπζκνχ 𝑌  κε βάζε έλα ζηξσκαηνπνηεκέλν δείγκα πξνθχπηεη εχθνια, εάλ ε 

άγλσζηε παξάκεηξνο 𝑌  εθθξαζηεί ζπλαξηήζεη ησλ κέζσλ ηηκψλ ηνπ 𝑌 ℎ  κέζα ζε θάζε ππνπιεζπζκφ ή 

ζηξψκα. 

Πξόηαζε 3.1 

Γηα έλαλ ζηξσκαηνπνηεκέλν πιεζπζκφ, ε κέζε ηηκή 𝑌  δίλεηαη απφ ηε ζρέζε: 

 𝑌 =  𝑊ℎ𝑌 ℎ

𝐿

ℎ=1

 (3.1) 

φπνπ 𝑌 ℎ  ε κέζε ηηκή ηνπ ζηξψκαηνο ℎ γηα ην ραξαθηεξηζηηθφ 𝑌 θαη 𝑊ℎ  ην βάξνο ηνπ ζηξψκαηνο ℎ γηα ηνλ 

ζπλνιηθφ πιεζπζκφ. 

 

Απόδεημε 

΢χκθσλα κε ηνλ νξηζκφ, ε κέζε ηηκή ηνπ 𝑌 γηα ηνλ ζπλνιηθφ πιεζπζκφ είλαη: 

𝑌 =
1

𝛮
  𝑌ℎ𝑗

𝑁ℎ

𝑗 =1

𝐿

ℎ=1

 

Παξάιιεια, απφ ηνλ νξηζκφ κέζσλ ηηκψλ ηνπ 𝑌 αλά ζηξψκα, 𝑌 ℎ , πξνθχπηεη φηη  𝑌ℎ𝑗
𝛮ℎ
𝑗=1 = 𝑁ℎ𝑌 ℎ . Αλ 

αληηθαηαζηήζνπκε ην απνηέιεζκα απηφ ζηελ πξνεγνχκελε ζρέζε, πξνθχπηεη: 

𝑌 =
1

𝛮
 𝑁ℎ𝑌 ℎ

𝐿

ℎ=1

=  
𝑁ℎ

𝛮
𝑌 ℎ =  𝑊ℎ𝑌 ℎ

𝐿

ℎ=1

𝐿

ℎ=1

 

πνπ ζπκπιεξψλεη ηελ απφδεημε ■ 

 

Απφ ηελ εξκελεία ηνπ απνηειέζκαηνο ηεο Πξφηαζεο 3.1 θαη ιακβάλνληαο ππφςε φηη 𝑊1 + ⋯ + 𝑊𝐿 =
1, πξνθχπηεη φηη ε ζπλνιηθή κέζε ηηκή ηνπ ππφ κειέηε ραξαθηεξηζηηθνχ γηα ηνλ πιεζπζκφ είλαη έλαο 

ζηαζκηζκέλνο κέζνο φξνο ησλ επηκέξνπο κέζσλ ηηκψλ ηνπ ραξαθηεξηζηηθνχ αλά ζηξψκα. Ζ ζηάζκε ηνπ 

κέζνπ γηα ην θάζε ζηξψκα ηζνχηαη κε ην βάξνο ηνχ ζηξψκαηνο. Με άιια ιφγηα, ε βαξχηεηα, ή ε ζπλεηζθνξά 

ηεο επηκέξνπο κέζεο ηηκήο 𝑌 ℎ  ηνπ ζηξψκαηνο ℎ ζηε ζπλνιηθή κέζε ηηκή ηνπ πιεζπζκνχ, ζα είλαη ηφζν 

κεγαιχηεξε, φζν κεγαιχηεξν αξηζκεηηθά είλαη ην ζηξψκα ζε ζρέζε κε ηνλ ζπλνιηθφ πιεζπζκφ, θαη 

αληίζηξνθα.  

Οξηζκόο 3.1 

΢ε αλαινγία κε ηελ Πξφηαζε 3.1, νξίδεηαη ν δεηγκαηηθφο κέζνο ηνπ ζηξσκαηνπνηεκέλνπ δείγκαηνο πνπ 

ζπκβνιίδεηαη 𝛸 𝑠𝑡  θαη δίλεηαη απφ ηε ζρέζε: 

 𝛸 𝑠𝑡 =  𝑊ℎ

𝐿

ℎ=1

𝑋 ℎ  (3.2) 

Ο ζηξσκαηνπνηεκέλνο κέζνο 𝛸 𝑠𝑡  είλαη ν εθηηκεηήο ηνπ 𝑌  φηαλ ε δεηγκαηνιεςία έρεη γίλεη κε 

ζηξσκαηνπνηεκέλν ζρήκα. Ζ ζρέζε (3.2) δίλεη καζεκαηηθά ηνλ ηξφπν πνπ ζπλδπάδνληαη νη εθηηκήζεηο αλά 

ζηξψκα, ψζηε λα πξνθχςεη κία ζπλνιηθή εθηίκεζε γηα ηνλ κέζν ηνπ πιεζπζκνχ. Δθηφο απφ ηνπο εθηηκεηέο 

αλά ζηξψκα 𝑋 ℎ , νη πνζφηεηεο πνπ παίδνπλ ζεκαληηθφ ξφιν ζηε ζχλζεζε ηνπ ηειηθνχ εθηηκεηή είλαη θαη ηα 
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πιεζπζκηαθά βάξε ησλ ζηξσκάησλ, 𝑊ℎ . Ο ξφινο ησλ 𝑊ℎ  ζηελ εθηίκεζε (3.2) είλαη ηαπηφζεκνο κε εθείλνλ 

ζηελ πεξίπησζε ηεο ζρέζεο (3.1) πνπ ηζρχεη γηα ηελ αιεζηλή πνζφηεηα.  

Αμίδεη λα ζεκεησζεί φηη ν κέζνο ηνπ ζηξσκαηνπνηεκέλνπ δείγκαηνο δελ ηζνχηαη κε ηνλ γλσζηφ απιφ 

δεηγκαηηθφ κέζν ηνπ δείγκαηνο 𝛸 . Ζ παξαθάησ πξφηαζε εμεηάδεη αλαιπηηθά ηε ζρέζε κεηαμχ ησλ δχν 

δεηγκαηηθψλ κέζσλ. 

Πξόηαζε 3.2 

Ζ δεηγκαηηθή ζηξσκαηνπνηεκέλε κέζε ηηκή 𝛸 𝑠𝑡  ηζνχηαη κε ηε δεηγκαηηθή απιή κέζε ηηκή ελφο δείγκαηνο 𝛸 , 

αλ θαη κφλνλ αλ 𝑊ℎ = 𝑤ℎ  γηα θάζε ℎ (ℎ = 1,2, . . . , 𝐿), φπνπ 𝑤ℎ  ηα δεηγκαηηθά βάξε ησλ ζηξσκάησλ, δει. 

𝑤ℎ =
𝑛ℎ

𝑛
, ℎ = 1,2, . . . , 𝐿. 

Απόδεημε 

Οη δχν κέζνη ζα ηαπηίδνληαη φηαλ 𝛸 𝑠𝑡=𝛸  ή, ηζνδχλακα: 

 𝑊ℎ

𝐿

ℎ=1

𝑋 ℎ =
1

𝑛
  𝑋ℎ𝑗

𝑛ℎ

𝑗 =1

𝐿

ℎ=1

 

ή: 

 
𝛮ℎ

𝛮

𝐿

ℎ𝑗

𝑋 ℎ =
1

𝑛
 𝑛ℎ𝑋 ℎ

𝐿

ℎ=1

 

ιφγσ ηνπ νξηζκνχ ηεο δεηγκαηηθήο κέζεο ηηκήο αλά ζηξψκα. Ζ ηειεπηαία ηζφηεηα ζα ηζρχεη, αλ θαη κφλνλ αλ 

νη ζπληειεζηέο ησλ δεηγκαηηθψλ κέζσλ αλά ζηξψκα ηαπηίδνληαη, δει. 

 
𝛮ℎ

𝛮
=

𝑛ℎ

𝑛
 (3.3) 

γηα θάζε δπλαηή ηηκή ηνπ ℎ ■ 

Παξαηήξεζε 3.1 

Καηά ηελ εθαξκνγή ηεο ζηξσκαηνπνηεκέλεο δεηγκαηνιεςίαο, ε Πξφηαζε 3.2, εθφζνλ ηζρχεη, επηηξέπεη ζηνλ 

εξεπλεηή λα ελψζεη φιεο ηηο δεηγκαηηθέο κνλάδεο, αγλνψληαο ηελ πξνέιεπζε ηνπ ζηξψκαηνο γηα ηελ θαζεκηά 

θαη λα ππνινγίζεη ηελ εθηίκεζε ηνπ κέζνπ ηνπ πιεζπζκνχ κε έλαλ δεηγκαηηθφ απιφ κέζν φξν. Λφγσ ηεο 

επθνιίαο πνπ έρεη ν ππνινγηζκφο ηνπ απινχ δεηγκαηηθνχ κέζνπ φξνπ ζε ζρέζε κε εθείλνλ ηνπ 𝛸 𝑠𝑡  απφ ηελ 

(3.2), επηδηψθεηαη αξθεηά ζπρλά ζηελ πξάμε ηα κεγέζε ησλ δεηγκάησλ αλά ζηξψκα 𝑛ℎ , λα επηιέγνληαη έηζη, 

ψζηε λα ηθαλνπνηνχλ ηε ζπλζήθε (3.3). 

Παξαηήξεζε 3.2 

Οη δχν εθηηκεηέο, 𝛸 𝑠𝑡  θαη 𝛸 , απνηεινχλ θαη νη δχν κέζεο ηηκέο ησλ κεηξήζεσλ ηνπ δείγκαηνο, κε ηε δηαθνξά 

φηη ζηε κελ πεξίπησζε ηνπ 𝛸 𝑠𝑡  ν κέζνο είλαη ζηαζκηζκέλνο θαη ην βάξνο ησλ παξαηεξήζεσλ ηνπ δείγκαηνο 

δηαθέξεη απφ ζηξψκα ζε ζηξψκα, ελψ ζηελ πεξίπησζε ηνπ 𝛸  ηα βάξε είλαη ίζα γηα θάζε παξαηήξεζε, δει. 

είλαη απιφο κέζνο φξνο. Αλαιπηηθά, ζηε κελ πεξίπησζε ηνπ 𝛸 𝑠𝑡  ην βάξνο ηεο ηπραίαο παξαηήξεζεο 𝛸ℎ𝑗  

(ℎ = 1,2, . . , 𝐿 θαη 𝑗 = 1,2, . . , 𝑛ℎ) ηνπ δείγκαηνο είλαη 
𝛮ℎ

𝛮𝑛ℎ
 θαη εμαξηάηαη απφ ην ℎ, ελψ γηα ηελ πεξίπησζε ηνπ 

𝛸  βάζε, βάζεη ηνπ νξηζκνχ ηνπ, ηα βάξε γηα θάζε παξαηήξεζε είλαη 
1

𝑛
. 
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Παξαηήξεζε 3.3 

Κάησ απφ ηηο ππνζέζεηο ηεο Πξφηαζεο 3.2, ην ζηξσκαηνπνηεκέλν δείγκα ιέγεηαη θαη απην-ζηαζκηζκέλν 

(self-weighting). Ζ νλνκαζία εμεγείηαη απφ ην απνηέιεζκα ηεο Παξαηήξεζεο 3.2. 

 

Γηα ηνλ εθηηκεηή 𝛸 𝑠𝑡 , ζηε γεληθή πεξίπησζε απνδεηθλχνληαη νη ηδηφηεηεο πνπ πεξηιακβάλνληαη ζηηο 

Πξνηάζεηο πνπ αθνινπζνχλ. 

Πξόηαζε 3.3 

Ο εθηηκεηήο 𝛸 𝑠𝑡  είλαη ακεξφιεπηνο εθηηκεηήο ηνπ 𝑌 , δει. Ε 𝛸 𝑠𝑡 =  𝑌 , αλ θαη κφλνλ αλ Ε 𝑋 ℎ = 𝑌 ℎ  γηα θάζε 

ℎ (ℎ = 1, . . , 𝐿). 

 

Απόδεημε (πξνθαλήο). 

 

΢χκθσλα κε ηελ Πξφηαζε 3.3, ν εθηηκεηήο ηνπ κέζνπ γηα νιφθιεξν ηνλ πιεζπζκφ είλαη ακεξφιεπηνο, 

εθφζνλ ε κέζνδνο δεηγκαηνιεςίαο πνπ έρεη πινπνηεζεί κέζα ζε θάζε ζηξψκα εγγπάηαη ακεξνιεςία ζηνπο 

εθηηκεηέο πνπ ζα παξαρζνχλ.  

Σν ζηξσκαηνπνηεκέλν δεηγκαηνιεπηηθφ ζρέδην, ζχκθσλα κε ηνλ νξηζκφ ηνπ, δελ επηβάιιεη πεξηνξηζκφ σο 

πξνο ηνλ ηξφπν δεηγκαηνιεςίαο απφ ζηξψκα ζε ζηξψκα νχηε ζην κέγεζνο δείγκαηνο γηα ην θάζε ζηξψκα. Ζ 

κφλε απαίηεζε είλαη ε δεηγκαηνιεςία λα δηελεξγείηαη αλεμάξηεηα απφ ζηξψκα ζε ζηξψκα. Ο δηαθνξεηηθφο 

ρεηξηζκφο ηνπ θάζε ζηξψκαηνο απφ ηνλ εξεπλεηή απνηειεί έλα απφ ηα βαζηθά πιενλεθηήκαηα ηεο 

ζηξσκαηνπνηεκέλεο δεηγκαηνιεςίαο. Δηδηθέο ζπλζήθεο, πξφζβαζεο ή νκνηνγέλεηαο/εηεξνγέλεηαο αλά 

ζηξψκα, κπνξνχλ λα αληηκεησπηζηνχλ ηνπηθά θη φρη γηα ην επξχ ζχλνιν ηνπ πιεζπζκνχ. 

Μηα εηδηθή πεξίπησζε ζηξσκαηνπνηεκέλεο δεηγκαηνιεςίαο είλαη εθείλε θαηά ηελ νπνία εθαξκφδεηαη απιή 

ηπραία ζην εζσηεξηθφ ηνπ θάζε ζηξψκαηνο. Σν δεηγκαηνιεπηηθφ απηφ ζρέδην νλνκάδεηαη ηπραίν 

ζηξσκαηνπνηεκέλν (random stratified). ΢χκθσλα κε ηελ Πξφηαζε 3.3 θαη ηα γλσζηά απνηειέζκαηα γηα 

ηελ απιή ηπραία, πξνθχπηεη φηη ν εθηηκεηήο 𝛸 𝑠𝑡  είλαη ακεξφιεπηνο γηα ην ηπραίν ζηξσκαηνπνηεκέλν 

δεηγκαηνιεπηηθφ ζρέδην. 

Παξάδεηγκα 3.2 

Γηα ηα δεδνκέλα ηνπ Παξαδείγκαηνο 3.1 ε κέζε απφδνζε ησλ καζεηψλ ζην ηεζη Μαζεκαηηθψλ, βάζεη ηνπ 

ζηξσκαηνπνηεκέλνπ δείγκαηνο κεγέζνπο 𝑛 = 15 πνπ επηιέρζεθε, είλαη: 

𝛸 𝑠𝑡 =  𝑊ℎ
𝐿
ℎ=1 𝑋 ℎ =

20

85
× 62.83 +

35

85
× 48.25 +

30

85
× 69.4 = 59.15. 

Παξάδεηγκα 3.3 

Μηα έξεπλα πξαγκαηνπνηείηαη κε ζθνπφ ηελ εθηίκεζε ηνπ κέζνπ αξηζκνχ αζζελψλ πνπ επηζθέπηνληαη ηνπο 

γηαηξνχο κηαο πφιεο ζε κηα εκέξα. Αλάινγα κε ηελ εκπεηξία ηνπο, νη γηαηξνί ηεο πφιεο ρσξίδνληαη ζε 3 

θαηεγνξίεο. Καηεγνξία 1: εκπεηξία θάησ απφ 5 ρξφληα, θαηεγνξία 2: εκπεηξία απφ 5 κέρξη 10 ρξφληα θαη 

θαηεγνξία 3: εκπεηξία πάλσ απφ 10 ρξφληα. Ζ επηινγή ηνπ δείγκαηνο γίλεηαη κε ηπραία επηινγή 200 γηαηξψλ 

αλά θαηεγνξία. Ο Πίλαθαο 3.3 δίλεη ζπλνπηηθά ηα απνηειέζκαηα ηεο έξεπλαο απφ ην δείγκα. ΢ηνηρεία σο πξνο 

ηνλ ζπλνιηθφ αξηζκφ γηαηξψλ αλά θαηεγνξία έρνπλ δεηεζεί απφ ηνπο ηαηξηθνχο ζπιιφγνπο θαη δίλνληαη 

επίζεο ζηνλ Πίλαθα 3.3. 
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 Αξηζκόο γηαηξώλ  Γεηγκαηηθνί κέζνη 

Κατηγορία 1  500 𝑋 1=9.5 

Κατηγορία2  1000 𝑋 2=15.4 

Κατηγορία 3 2500 𝑋 3=21.3 

Πίνακας 3.3 Παξαηεξήζεηο ηνπ ζηξσκαηνπνηεκέλνπ δείγκαηνο ησλ γηαηξώλ.  

Ζ δεηγκαηνιεςία πνπ πξαγκαηνπνηήζεθε είλαη ε ζηξσκαηνπνηεκέλε, γηαηί έγηλε κία δεηγκαηνιεςία ζε θάζε 

θαηεγνξία, θαη εηδηθφηεξα είλαη ηπραία ζηξσκαηνπνηεκέλε κε κέγεζνο δείγκαηνο 𝑛1 = 𝑛2 = 𝑛3 = 200 γηα 

θάζε ζηξψκα. Απφ ηα ζηνηρεία ηνπ δείγκαηνο, ζπκπεξαίλεηαη φηη ην ζπλνιηθφ κέγεζνο ηνπ πιεζπζκνχ είλαη 

𝛮 = 4000. Δπίζεο, ζχκθσλα κε ηνλ ζπκβνιηζκφ ηεο παξαγξάθνπ 3.2.1, 𝛮1 = 500, 𝛮2 = 1000, 𝛮3 = 2500 

είλαη ηα κεγέζε ησλ ηξηψλ ζηξσκάησλ. Καηά ζπλέπεηα, ηα βάξε γηα ηα ζηξψκαηα είλαη: 

𝑊1 =
500

4000
= 0.125,     𝑊2 =

1000

4000
= 0.25, 𝑊1 =

2500

4000
= 0.625  

απ‟ φπνπ δηαπηζηψλνπκε φηη ην ηειεπηαίν ζηξψκα έρεη κεγάιν βάξνο ζρεηηθά κε ηα δχν πξψηα. Ζ εθηίκεζε 

ηνπ κέζνπ αξηζκνχ επηζθέςεσλ αζζελψλ ζηνπο γηαηξνχο ηεο πφιεο ζα ππνινγηζηεί απφ ηνλ 

ζηξσκαηνπνηεκέλν δεηγκαηηθφ κέζν 𝑋 𝑠𝑡 , πνπ δίλεηαη ζηελ (3.2). Αλαιπηηθά,  

𝑋 𝑠𝑡 = 𝑊1𝑋 1+𝑊2𝑋 2 + 𝑊3𝑋 3 = 0.125 × 9.5 + 0.25 × 15.4 + 0.625 × 21.3 =  18.35  

΢πλεπψο, βάζεη ηνπ ζηξσκαηνπνηεκέλνπ δείγκαηνο, ε εθηίκεζε γηα ηνλ κέζν αξηζκφ επηζθέςεσλ αζζελψλ 

ζηα ηαηξεία ηεο πφιεο είλαη 18.35.  

Σν απνηέιεζκα απνηειεί ζηαζκηζκέλν κέζν φξν ησλ επηκέξνπο εθηηκεηψλ θαη, ιφγσ ηεο κεγάιεο βαξχηεηαο 

ηνπ ζηξψκαηνο 3 θαη παξάιιεια ηεο κηθξήο βαξχηεηαο ζην ζηξψκα 1, ν ζπλνιηθφο εθηηκεηήο είλαη πην θνληά 

ζηνλ εθηηκεηή πνπ πξνέξρεηαη απφ ην ζηξψκα 3. 

Πξόηαζε 3.4 

Ζ δηαθχκαλζε ηνπ εθηηκεηή 𝛸 𝑠𝑡  φηαλ ε δεηγκαηνιεςία αλά ζηξψκα γίλεηαη αλεμάξηεηα δίλεηαη απφ ηε ζρέζε: 

 Var 𝛸 𝑠𝑡 =   𝑊ℎ
2Var(𝑋 ℎ)

𝐿

ℎ=1

 (3.4) 

Απόδεημε (πξνθαλήο) 

Ζ απφδεημε ηεο Πξφηαζεο 3.4 είλαη πξνθαλήο θαη ην απνηέιεζκα γηα ηε δηαζπνξά είλαη αξθεηά γεληθφ, αιιά 

αξθεηά ρξήζηκν ζηελ πξάμε, εηδηθά φηαλ ην ζηξσκαηνπνηεκέλν ζρήκα είλαη πνιχπινθν θαη δελ εθαξκφδεηαη 

ν ίδηνο ηξφπνο δεηγκαηνιεςίαο κέζα ζε θάζε ζηξψκα. Δπίζεο, απφ ηελ (3.4), παξφιν πνπ ε Var 𝛸 𝑠𝑡  είλαη ζε 

αξρηθή αθφκα κνξθή, είλαη θαλεξφ φηη ε ζπλνιηθή δηαθχκαλζε ηνπ εθηηκεηή πξνθχπηεη σο άζξνηζκα ησλ 

δηαθπκάλζεσλ ησλ επηκέξνπο εθηηκεηψλ κέζα ζηα ζηξψκαηα. Δάλ ν ρσξηζκφο έρεη επηηχρεη νκνηνγέλεηα ζην 

εζσηεξηθφ ησλ ζηξσκάησλ, νη δηαθπκάλζεηο ησλ επηκέξνπο εθηηκήζεσλ είλαη βειηησκέλεο θαη, θαηά 

ζπλέπεηα, ην ίδην ηζρχεη θαη γηα ηε δηαθχκαλζε ηνπ ηειηθνχ εθηηκεηή. ΢ηελ αθξαία πεξίπησζε φπνπ νη 

δηαθπκάλζεηο 𝑆1
2, 𝑆2

2, … , 𝑆𝐿
2 γηα ηα ζηξψκαηα ζα ήηαλ φιεο ίζεο κε κεδέλ, ν εθηηκεηήο πνπ ζα πξνέθππηε ζα 

είρε κεδεληθφ ζθάικα. ΢εκεηψλεηαη φηη ηα βάξε 𝑊ℎ  είλαη αξηζκνί κηθξφηεξνη ηεο κνλάδαο θαη επηπιένλ 

εκθαλίδνληαη ζηελ (3.4) εθθξαζκέλνη ζην ηεηξάγσλν.  

 

Δηδηθέο πεξηπηψζεηο γηα ην απνηέιεζκα ηεο Πξφηαζεο 3.4 πξνθχπηνπλ φηαλ ιάβεη θαλείο εηδηθέο πεξηπηψζεηο 

γηα ηνλ ηξφπν δεηγκαηνιεςίαο αλά ζηξψκα θαη ην κέγεζνο ηνπ δείγκαηνο αλά ζηξψκα.  
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Πξόηαζε 3.5 

Ζ δηαθχκαλζε ηνπ εθηηκεηή 𝛸 𝑠𝑡  γηα ηελ ηπραία ζηξσκαηνπνηεκέλε δεηγκαηνιεςία δίλεηαη απφ ηε ζρέζε: 

 Var 𝛸 𝑠𝑡 =   𝑊ℎ
2

1 − 𝑓ℎ

𝑛ℎ

𝐿

ℎ=1

𝑆ℎ
2 (3.5) 

φπνπ 𝑛ℎ  θαη 𝑓ℎ  είλαη ην κέγεζνο θαη ην πειίθν ηνπ δείγκαηνο αλά ζηξψκα αληίζηνηρα, θαη 𝑆ℎ
2 είλαη ε δηαζπνξά 

ησλ κεηξήζεσλ ηνπ ραξαθηεξηζηηθνχ ζην ζηξψκα ℎ. 

Απόδεημε 

H απφδεημε ηεο δηαθχκαλζεο (3.5) πξνθχπηεη, εάλ εθαξκνζηεί ε Πξφηαζε 2.3 γηα ηε δηαθχκαλζε ηνπ 

εθηηκεηή ηνπ κέζνπ θάησ απφ ηελ απιή ηπραία, ζε θάζε ζηξψκα ℎ ■ 

Πόξηζκα 3.1  

Αλ ην πειίθν ηνπ δείγκαηνο γηα θάζε ζηξψκα κπνξεί λα ζεσξεζεί ακειεηέν, δει. 𝑓ℎ ≈ 0 γηα θάζε ℎ, ηφηε: 

Var 𝛸 𝑠𝑡 =   𝑊ℎ
2
𝑆ℎ

2

𝑛ℎ

𝐿

ℎ 1

 

Πξόηαζε 3.6 

Γηα ηελ ηπραία ζηξσκαηνπνηεκέλε δεηγκαηνιεςία κε 𝑊ℎ = 𝑤ℎ  γηα θάζε ℎ (ℎ = 1,2, . . . , 𝐿), ηζρχεη: 

 Var 𝛸 𝑠𝑡 =
1 − 𝑓

𝑛
 𝑊ℎ

𝐿

ℎ=1

𝑆ℎ
2 (3.6) 

Απόδεημε 

Δάλ 𝑊ℎ = 𝑤ℎ  γηα θάζε ℎ, ηζνδχλακα ηζρχεη επίζεο 
𝑛ℎ

𝑁ℎ
=

𝑛

𝑁
 ή 𝑛ℎ = 𝑛𝑊ℎ . Δπίζεο, απφ ηελ ίδηα αλαινγία 

πξνθχπηεη θαη 𝑓ℎ = 𝑓, φπνπ 𝑓 =
𝑛

𝑁
, δει. ίδην πειίθν δείγκαηνο γηα θάζε ζηξψκα ℎ. 

Με ηε βνήζεηα ησλ απνηειεζκάησλ απηψλ, ε ζρέζε (3.5) γίλεηαη: 

Var 𝛸 𝑠𝑡 =   𝑊ℎ
2

1 − 𝑓

𝑛 𝑊ℎ

𝐿

ℎ 1

𝑆ℎ
2 =

1 − 𝑓

𝑛
 𝑊ℎ

𝐿

ℎ=1

𝑆ℎ
2 

πνπ ζπκπιεξψλεη ηελ απφδεημε ■ 

Παξαηήξεζε 3.4 

Απφ ηελ Πξφηαζε 3.6 πξνθχπηεη ην ζπκπέξαζκα φηη αθφκα θαη γηα ηελ πεξίπησζε φπνπ ν 

ζηξσκαηνπνηεκέλνο κέζνο 𝑋 𝑠𝑡  ηαπηίδεηαη αξηζκεηηθά κε ηνλ εθηηκεηή 𝑋  πνπ πξνθχπηεη απφ έλα απιφ ηπραίν 

δείγκα, νη δηαθπκάλζεηο ησλ δχν εθηηκεηψλ δηαθέξνπλ. Ζ γλψζε φηη ην δείγκα έρεη πξνέιζεη απφ κηα 

αλεμάξηεηε δεηγκαηνιεςία αλά ζηξψκα επηηξέπεη ηε ρξήζε ηνπ απνηειέζκαηνο ηεο Πξφηαζεο 3.6 γηα ηνλ 

𝑋 𝑠𝑡 , ελψ είλαη Var 𝑋  =
1−𝑓

𝑛
𝑆2 γηα ηνλ 𝑋 . ΢ε επφκελεο παξαγξάθνπο ηνπ παξφληνο θεθαιαίνπ, ζα γίλεη ε 

ζχγθξηζε ησλ δχν δηαθπκάλζεσλ.  
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Πόξηζκα 3.2  

Αλ επηπιένλ ησλ ππνζέζεσλ ηεο Πξφηαζεο 3.6 ηζρχεη φηη 𝑆ℎ
2 = 𝑆𝑤

2  γηα θάζε ℎ, δει. ε δηαζπνξά ηνπ ππφ 

κειέηε ραξαθηεξηζηηθνχ είλαη ζηαζεξή γηα φια ηα ζηξψκαηα, ηφηε: 

Var 𝛸 𝑠𝑡 =  
1 − 𝑓

𝑛ℎ
𝑆𝑤

2  

Απόδεημε 

Πξνθχπηεη άκεζα απφ ηελ Πξφηαζε 3.6 θαη ιακβάλνληαο ππφςε φηη  𝑊ℎ
𝐿
ℎ=1 = 1 ■ 

Πόξηζκα 3.3 

Γηα ην ηππηθφ ζθάικα ηνπ εθηηκεηή, ηζρχεη ν γεληθφο νξηζκφο se 𝛸 𝑠𝑡 =  Var 𝛸 𝑠𝑡 , φπνπ Var 𝛸 𝑠𝑡  ε 

δηαθχκαλζε ηνπ ζηξσκαηνπνηεκέλνπ κέζνπ 𝛸 𝑠𝑡 . 

 

Πεξηζζφηεξεο εηδηθέο πεξηπηψζεηο γηα ηνλ ππνινγηζκφ ηεο δηαθχκαλζεο ηνπ 𝛸 𝑠𝑡  ζα πξνθχςνπλ φηαλ 

ζπκπεξηιεθζνχλ πεξαηηέξσ εηδηθέο πεξηπηψζεηο γηα ηα κεγέζε ηνπ δείγκαηνο αλά ζηξψκα.  

3.2.3 Δθηίκεζε ηεο δηαθύκαλζεο εθηηκεηή 

Γηα ηελ εθηίκεζε ηεο δηαθχκαλζεο ηνπ εθηηκεηή 𝛸 𝑠𝑡  ζηε ζηξσκαηνπνηεκέλε, ηζρχνπλ αλάινγα απνηειέζκαηα 

κε εθείλα ηεο απιήο ηπραίαο. Σν βαζηθφ ζπζηαηηθφ ηεο εθηίκεζεο είλαη ε εθηίκεζε ηεο πιεζπζκηαθήο 

δηαζπνξάο 𝑆ℎ
2 ηνπ θάζε ζηξψκαηνο απφ ηελ αληίζηνηρε δεηγκαηηθή 𝑠ℎ

2 (βι. Πίλαθα 3.1).Αλ ε δεηγκαηνιεςία 

ζην εζσηεξηθφ θάζε ζηξψκαηνο είλαη απιή ηπραία, ηφηε ε θάζε κία απφ ηηο 𝐿 εθηηκήζεηο δηαζπνξψλ είλαη 

ακεξφιεπηε. Γηα ηελ πεξίπησζε απηή, ε δηαθχκαλζε ηνπ εθηηκεηή ηνπ κέζνπ ηνπ πιεζπζκνχ, φπσο δίλεηαη 

απφ ηελ Πξφηαζε 3.5, εθηηκάηαη απφ ηελ: 

Va r 𝛸 𝑠𝑡 =   𝑊ℎ
2

1 − 𝑓ℎ

𝑛ℎ

𝐿

ℎ 1

𝑠ℎ
2 

΢ηελ εηδηθή πεξίπησζε θαηά ηελ νπνία νη δηαζπνξέο 𝑆ℎ
2 ζε θάζε ζηξψκα είλαη ίζεο, θαη έζησ ίζεο κε 𝑆𝑤

2 , ε 

εθηίκεζε ηνπ 𝑆ℎ
2 κπνξεί λα πξνθχςεη απφ ηνλ απφ θνηλνχ (pooled) εθηηκεηή ηεο δηαζπνξάο, δει.  

𝑆 𝑤
2 =

1

𝛮 − 𝐿
   𝑋ℎ𝑗 − 𝑋 ℎ 

2

𝑛ℎ

𝑗 =1

𝐿

ℎ=1

. 

Οη βαζκνί ειεπζεξίαο ηνπ 𝑆 𝑤
2  εθηηκεηή είλαη 𝛮 − 𝐿. 

Παξάδεηγκα 3.4 

΢ηα δεδνκέλα ηνπ Παξαδείγκαηνο 3.3, πξνζηίζεηαη φηη νη δεηγκαηηθέο δηαζπνξέο ησλ κεηξήζεσλ γηα ηα ηξία 

ζηξψκαηα είλαη 𝑠1
2 = 73.6, 𝑠2

2 = 340.10 θαη 𝑠3
2 = 730.89. Γηα ηελ εθηίκεζε ηνπ κέζνπ αξηζκνχ επηζθέςεσλ 

ζην Παξάδεηγκα 3.3 κε 𝑋 𝑠𝑡 = 18.35, ε εθηηκψκελε δηαθχκαλζε είλαη: 

Va r 𝛸 𝑠𝑡 =   𝑊ℎ
2

1 − 𝑓ℎ

𝑛ℎ

𝐿

ℎ 1

𝑠ℎ
2 = 0.1252

1 − 200/500

200
73.6 + 

0. 252
1 − 200/1000

200
340.10 + 0. 6252

1 − 200/2500

200
730.89 = 1.40 
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Άξα ν κέζνο αξηζκφο επηζθέςεσλ εθηηκάηαη ζε 18.35 θαη ην εθηηκψκελν ηππηθφ ζθάικα ηεο εθηίκεζεο είλαη 

se  𝛸 𝑠𝑡 =  1.40 = 1.183973 ≅ 1.18 επηζθέςεηο.  

3.3. Γηάζηεκα Δκπηζηνζύλεο 

Ζ θαηαζθεπή ελφο δηαζηήκαηνο εκπηζηνζχλεο γηα ηελ αιεζηλή κέζε ηηκή ηνπ πιεζπζκνχ 𝑌  βάζεη ελφο 

ζηξσκαηνπνηεκέλνπ δείγκαηνο γίλεηαη κε ρξήζε ηεο ππφζεζεο ηεο θαλνληθήο θαηαλνκήο ηνπ εθηηκεηή 𝛸 𝑠𝑡 . 

Καηά ζπλέπεηα, έλα πξνζεγγηζηηθφ δηάζηεκα εκπηζηνζχλεο γηα ηε κέζε ηηκή, κε βαζκφ εκπηζηνζχλεο 
 1 − 𝑎 100%, έρεη άθξα: 

 𝛸 𝑠𝑡 − 𝑧𝑎 2 se  𝛸 𝑠𝑡 , 𝛸 𝑠𝑡 + 𝑧𝑎 2 se  𝛸 𝑠𝑡   

φπνπ 𝑧𝑎  είλαη ην άλσ 𝑎-εθαηνζηηαίν ζεκείν γηα ηελ ηππηθή θαλνληθή θαηαλνκή, 𝑍. Ζ πξνζέγγηζε απφ ηελ 

θαλνληθή θαηαλνκή θαη ε ρξήζε ησλ εθαηνζηηαίσλ ζεκείσλ ηεο 𝑍 ζα είλαη απνδεθηή θαη ζα δψζεη αμηφπηζηα 

απνηειέζκαηα, κφλν αλ ε θάζε κία απφ ηηο 𝐿 εθηκήζεηο ησλ 𝑆ℎ
2 απφ ηηο δεηγκαηηθέο 𝑠ℎ

2 (ℎ = 1, … , 𝐿) είλαη 

ηθαλνπνηεηηθή. Αλ ε ζπλζήθε απηή δελ πιεξνχηαη, ηφηε ζην δηάζηεκα εκπηζηνζχλεο πξέπεη λα 

αληηθαηαζηαζνχλ ζεκεία απφ ηελ 𝑡-θαηαλνκή, αληί ηεο 𝑍. Παξφια απηά, γηα ηε ζηξσκαηνπνηεκέλε 

δεηγκαηνιεςία, θαη επεηδή ν εθηηκεηήο ηεο δηαθχκαλζεο ηνπ 𝛸 𝑠𝑡  είλαη πνιχπινθνο θαη απνηειείηαη απφ 

πνιιέο επηκέξνπο εθηηκήζεηο, δελ είλαη μεθάζαξν πνηα είλαη ηα απνδεθηά κεγέζε δείγκαηνο – αλά ζηξψκα θαη 

ζπλνιηθά - πνπ εμαζθαιίδνπλ ηθαλνπνηεηηθή πξνζέγγηζε. Παξάιιεια, γηα ηε ρξήζε ηεο 𝑡-θαηαλνκήο είλαη 

επίζεο αξθεηά δχζθνιε επηινγή ησλ βαζκψλ ειεπζεξίαο ηεο θαηαλνκήο, ζέκα γηα ην νπνίν δελ δίλνληαη 

ζαθείο νδεγίεο ζηε βηβιηνγξαθία. 

Παξάδεηγκα 3.5 

Γηα ηα δεδνκέλα ηνπ Παξαδείγκαηνο 3.2, ην 95% δηάζηεκα εκπηζηνζχλεο γηα ηελ εθηίκεζε ηνπ κέζνπ 

αξηζκνχ επηζθέςεσλ ζηα ηαηξεία ηεο πφιεο είλαη 

  𝛸 𝑠𝑡 − 𝑧𝑎 2 se  𝛸 𝑠𝑡 , 𝛸 𝑠𝑡 + 𝑧𝑎 2 se  𝛸 𝑠𝑡   

=  18.35 − 1.96 × 1.18, 18.35 + 1.96 × 1.18 = ( 16.04, 20.66)  

΢πλεπψο, ε άγλσζηε παξάκεηξνο ηνπ πιεζπζκνχ, πνπ αθνξά ηνλ κέζν αξηζκφ επηζθέςεσλ αζζελψλ ζε 

ηαηξεία ηεο πφιεο, εθηηκάηαη φηη αλήθεη ζην δηάζηεκα ( 16.04, 20.66) κε πηζαλφηεηα ζθάικαηνο 5%. 

Παξάδεηγκα 3.6 

Ο ρξφλνο (ζε ψξεο) πνπ απαηηείηαη γηα ηε δηεθπεξαίσζε ησλ θαθέισλ κηαο ππεξεζίαο απφ ηνπο ππαιιήινπο 

ηεο εμαξηάηαη ζεκαληηθά απφ ηε ζνβαξφηεηα θάζε ππφζεζεο. ΢ην πιαίζην κηαο έξεπλαο γηα ηελ εθηίκεζε ησλ 

εξγαηνσξψλ πνπ ρξεηάδεηαη ε ππεξεζία, νη 1500 ζπλνιηθά ππνζέζεηο ηνπ πεξαζκέλνπ κήλα ρσξίδνληαη βάζεη 

ηεο ζνβαξφηεηάο ηνπο ζε δχν θαηεγνξίεο, φπσο παξνπζηάδεηαη ζηνλ Πίλαθα 3.4. Έλα self-weighting δείγκα, 

κεγέζνπο 𝑛 = 100 θαθέισλ, επηιέγεηαη απφ ηηο δχν θαηεγνξίεο θαη ηα απνηειέζκαηα ηεο δεηγκαηνιεςίαο 

παξνπζηάδνληαη επίζεο ζηνλ Πίλαθα 3.4. 

 

΢νβαξόηεηα 

Τπόζεζεο 

Αξηζκόο 

Τπνζέζεσλ 

Γεηγκαηηθόο κέζνο 

ρξόλνο (ώξεο) 

Σππηθή απόθιηζε 

ησλ ρξόλσλ (ώξεο) 

Μικρή  975 1.8 0.7 

Μεγάλη 525 7.5 2.4 

Πίνακας 3.4 ΢ηνηρεία θαθέισλ θαη απνηειέζκαηα έξεπλαο γηα ηνλ ρξόλν επεμεξγαζίαο. 
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Σν δείγκα είλαη self-weighting, άξα ηα κεγέζε ηνπ δείγκαηνο ζε θάζε ζηξψκα είλαη: 

𝑛1 = 100 
975

1500
= 65  και  𝑛2 = 100 

525

1500
= 35. 

O κέζνο ρξφλνο πνπ απαηηείηαη γηα ηε δηεθπεξαίσζε ησλ θαθέισλ εθηηκάηαη σο: 

𝛸 𝑠𝑡 =
1

𝑛
  𝑋ℎ𝑗

𝑁ℎ

𝑗 =1

𝐿

ℎ=1

=
 𝑋1𝑗 +  𝑋2𝑗

35
𝑗 =1

65
𝑗 =1

100
=

65 ∗ 1.8 + 35 ∗ 7.5

100
= 3.795 ώ𝜌𝜀𝜎 

Ο εθηηκεηήο ππνινγίδεηαη ηζνδχλακα απφ ηνλ ηχπν ηνπ απινχ κέζνπ, γηαηί ην δείγκα έρεη επηιεγεί κε 

𝑤ℎ =  𝑊ℎ  θαη 𝑛ℎ = 𝑛𝑊ℎ  (ℎ = 1,2).  

 

Γηα ηε δηαθχκαλζε ηεο παξαπάλσ εθηίκεζεο εθαξκφδεηαη ε έθθξαζε (3.6), θαη έλαο εθηηκεηήο ηεο είλαη ν: 

Va r 𝛸 𝑠𝑡 =
1 − 𝑓

𝑛
 𝑊ℎ

𝐿

ℎ=1

𝑆ℎ
2 =

1 − 100/1500

100
 0.65 × 0.72 + 0.35 × 2.42 = 0.0218 

ή ην ηππηθφ ζθάικα ηεο εθηίκεζεο είλαη se  𝛸 𝑠𝑡 = 0.148 ψξεο. 

3.4. Δθηίκεζε ζπλόινπ θαη πνζνζηνύ 

Σν πξφβιεκα ηεο εθηίκεζεο ηνπ ζπλφινπ ηνπ πιεζπζκνχ κε ηε βνήζεηα ελφο ζηξσκαηνπνηεκέλνπ δείγκαηνο 

αληηκεησπίδεηαη κε αλάινγν ηξφπν, φπσο θαη ζηελ απιή ηπραία δεηγκαηνιεςία. Ζ εθηίκεζε ηνπ ζπλφινπ 

ζπλδέεηαη κε ηελ εθηίκεζε ηνπ κέζνπ, βάζεη ηεο ζρέζεο 𝑌𝑇 = 𝑁𝑌  πνπ ηζρχεη κεηαμχ ησλ αιεζηλψλ 

πνζνηήησλ 𝑌𝑇  θαη 𝑌  αληίζηνηρα. Ζ έθθξαζε απηή εθαξκφδεηαη γηα ηελ εθηίκεζε ηνπ ζπλφινπ ζε θάζε 

επηκέξνπο δεηγκαηνιεςία αλά ζηξψκα, έζησ 𝑌ℎ𝑇 . 

Σα απνηειέζκαηα γηα ηελ εθηίκεζε, ηε δηαζπνξά θαη ηελ εθηηκψκελε δηαζπνξά ηνπ εθηηκεηή ιακβάλνληαη 

ζηε ζπλέρεηα σο άκεζε ζπλέπεηα απφ ηα αληίζηνηρα απνηειέζκαηα γηα ηελ εθηίκεζε ηνπ κέζνπ. Σα 

απνηειέζκαηα απηά παξνπζηάδνληαη ζπλνπηηθά ζηνλ Πίλαθα 3.5. 

 

Εκτιμθτισ ςυνόλου ανά ςτρϊμα ℎ 𝑌 ℎ𝑇 = 𝛮ℎ𝑋 ℎ  

Εκτιμθτισ ςυνόλου για τον πλθκυςμό 𝑌 𝑇,𝑠𝑡 =  𝛮ℎ

𝐿

ℎ=1

𝑋 ℎ  

Διακφμανςθ ςυνόλου πλθκυςμοφ για τθν τυχαία 
ςτρωματοποιθμζνθ 

Var 𝑌 𝑇,𝑠𝑡 =   𝑁ℎ
2

1 − 𝑓ℎ

𝑛ℎ

𝐿

ℎ=1

𝑆ℎ
2 

Διακφμανςθ ςυνόλου πλθκυςμοφ για self-
weighting ςτρωματοποιθμζνο δείγμα 

Var 𝑌 𝑇,𝑠𝑡 =
1 − 𝑓

𝑛
𝛮  𝑁ℎ

𝐿

ℎ=1

𝑆ℎ
2 
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Τυπικό ςφάλμα εκτιμθτι του ςυνόλου για τθν 
τυχαία ςτρωματοποιθμζνθ se 𝑌 𝑇,𝑠𝑡 =    𝑁ℎ

2
1 − 𝑓ℎ

𝑛ℎ

𝐿

ℎ=1

𝑆ℎ
2 

Εκτιμϊμενο τυπικό ςφάλμα εκτιμθτι του 
ςυνόλου για τθν τυχαία ςτρωματοποιθμζνθ se  𝑌 𝑇,𝑠𝑡 =    𝑁ℎ

2
1 − 𝑓ℎ

𝑛ℎ

𝐿

ℎ=1

𝑠ℎ
2  

Πίνακας 3.5 Δθηηκεηήο ζπλόινπ θαη νη ηδηόηεηεο γηα ηε ζηξσκαηνπνηεκέλε. 

Παξάδεηγκα 3.7 

Γηα ηα δεδνκέλα ηνπ Παξαδείγκαηνο 3.3, αλ αληί ηνπ κέζνπ αξηζκνχ επηζθέςεσλ αζζελψλ ζηα ηαηξεία ηεο 

πφιεο, ελδηαθεξφκαζηε γηα ηνλ ζπλνιηθφ αξηζκφ επηζθέςεσλ πνπ πξαγκαηνπνηνχληαη, ηφηε: 

𝑌 𝑇,𝑠𝑡 = 𝑁1𝑋 1+𝑁2𝑋 2 + 𝑁3𝑋 3 = 500 × 9.5 + 1000 × 15.4 + 2500 × 21.3 =  73400  

Άξα, βάζεη ηεο έξεπλαο, εθηηκάηαη φηη νη ζπλνιηθέο επηζθέςεηο πνπ πξαγκαηνπνηνχληαη είλαη 73400. Σν 

ηππηθφ ζθάικα ηεο εθηίκεζεο εθηηκάηαη σο: 

se 𝑌 𝑇,𝑠𝑡 =    𝑁ℎ
2

1 − 𝑓ℎ

𝑛ℎ

𝐿

ℎ ,

𝑆ℎ
2 

=   5002
1 − 2/5

200
73.6 + 10002

1 − 2/10

200
340.10 + 25002

1 − 2/25

200
730.89 

= 4735.89 

 

Γηα ην ζπγθεθξηκέλν παξάδεηγκα, θη επεηδή έρεη πξνεγεζεί ε ιχζε ηνπ πξνβιήκαηνο γηα εθηίκεζε ηνπ κέζνπ 

ζηα Παξαδείγκαηα 3.2 θαη 3.3, έλαο πην ζχληνκνο, ηζνδχλακνο, ηξφπνο γηα ηε ζηαηηζηηθή ζπκπεξαζκαηνινγία 

ηνπ ζπλφινπ είλαη ν αθφινπζνο: 

𝑌 𝑇,𝑠𝑡 = 𝛮𝑋 𝑠𝑡 = 4000 × 18.35 = 73400  

Σν 95% δηάζηεκα εκπηζηνζχλεο γηα ηνλ ζπλνιηθφ αξηζκφ επηζθέςεσλ είλαη: 

 𝑌 𝑇,𝑠𝑡 − 𝑧𝑎 2 se  𝑌 𝑇,𝑠𝑡 , 𝑌 𝑇,𝑠𝑡 + 𝑧𝑎 2 se  𝑌 𝑇,𝑠𝑡     

=  73400 − 1.96 × 4735.89,    73400 + 1.96 × 4735.89 = ( 64117.66, 82682.34)  

Άξα, ε αιεζηλή ηηκή ηνπ ζπλνιηθνχ αξηζκνχ ησλ επηζθέςεσλ εθηηκάηαη φηη αλήθεη ζην δηάζηεκα   64117.66,
82682.34  κε πηζαλφηεηα ζθάικαηνο 5%. 

΢ηελ ίδηα βάζε κε εθείλε ηεο εθηίκεζεο ηνπ πνζνζηνχ γηα ηελ απιή ηπραία δεηγκαηνιεςία γίλεηαη θαη ε 

εθηίκεζε ηνπ πνζνζηνχ γηα ηε ζηξσκαηνπνηεκέλε. Έζησ φηη ην ππφ κειέηε ραξαθηεξηζηηθφ έρεη δηαθξηηή 

θχζε θαη αληηζηνηρεί ζε κηα θαηεγνξηθή κεηαβιεηή. Έζησ αθφκα, φηη ην ελδηαθέξνλ ηεο έξεπλαο 

επηθεληξψλεηαη ζηελ εθηίκεζε ηνπ πνζνζηνχ 𝑃, ζχκθσλα κε ην νπνίν ηα κέιε ηνπ πιεζπζκνχ αλήθνπλ ζε 

κηα θαηεγνξία. Ζ εθηίκεζε ηνπ πνζνζηνχ απηνχ αλά ζηξψκα, έζησ 𝑃ℎ , γίλεηαη κέζσ ηεο εθηίκεζεο ηεο κέζεο 
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ηηκήο 𝛸 ℎ  ελφο ραξαθηεξηζηηθνχ 𝑌 πνπ έρεη θσδηθνπνηεζεί θαηάιιεια, ψζηε λα παίξλεη ηηο ηηκέο 0 θαη 1. 

Δθηηκψληαο ην πνζνζηφ αλά ζηξψκα, δίλνπκε ζηε ζπλέρεηα ηνλ εθηηκεηή γηα ην ζπλνιηθφ πνζνζηφ, 

αθνινπζψληαο αλάινγε δηαδηθαζία, φπσο θαη γηα ην ζπλερέο ραξαθηεξηζηηθφ, δει. ηελ έθθξαζε κε ηνλ 

ζηαζκηζκέλν κέζν (3.2). Άξα, ε εθηίκεζε ελφο πνζνζηνχ, φπσο θαη ζηελ απιή ηπραία δεηγκαηνιεςία, 

παξαπέκπεη ζηελ εθηίκεζε κηαο κέζεο ηηκήο. 

Αλάινγα απνηειέζκαηα ηζρχνπλ θαη γηα ηελ εθηίκεζε ηνπ 𝛢, δει. ηνπ πιήζνπο ησλ κειψλ ηνπ πιεζπζκνχ 

πνπ αλήθνπλ ζηελ ππφ κειέηε θαηεγνξία. Έζησ 𝑃ℎ  ε ηηκή ηνπ πνζνζηνχ 𝑃 ζην ζηξψκα ℎ θαη 𝐴ℎ  ην πιήζνο 

ησλ κειψλ ηνπ ζηξψκαηνο ℎ πνπ αλήθνπλ ζηελ θαηεγνξία. Έζησ αθφκα φηη 𝑃 𝑠𝑡  θαη 𝐴 𝑠𝑡  ζπκβνιίδνπλ ηηο 

εθηηκήζεηο ησλ ζπλνιηθψλ (γηα νιφθιεξν ηνλ πιεζπζκφ) 𝑃 θαη 𝛢 αληίζηνηρα, θάησ απφ έλα 

ζηξσκαηνπνηεκέλν δεηγκαηνιεπηηθφ ζρήκα. Γηα έλα ζηξσκαηνπνηεκέλν δείγκα κε 𝑛ℎ  κνλάδεο αλά ζηξψκα 

θαη 𝑎ℎ  θαηαγεγξακκέλεο κνλάδεο λα αλήθνπλ ζηελ ππφ κειέηε θαηεγνξία, ν Πίλαθαο 3.6 παξνπζηάδεη ηα 

απνηειέζκαηα γηα ηηο εθθξάζεηο ηνπ εθηηκεηή, ηε δηαζπνξά, ην ηππηθφ ζθάικα θαη ηελ εθηηκψκελε 

δηαθχκαλζε γηα 𝑃 θαη 𝛢, αλά ζηξψκα θαη ζπλνιηθά. 

 

Εκτιμθτισ ποςοςτοφ ανά ςτρϊμα ℎ 𝑃 ℎ =
𝑎ℎ

𝑛ℎ

 

Εκτιμθτισ ποςοςτοφ  𝑃 𝑠𝑡 =  𝑊ℎ

𝐿

ℎ=1

𝑃 ℎ  

Διακφμανςθ εκτιμθτι του ποςοςτοφ για τθν 
τυχαία ςτρωματοποιθμζνθ 

Var 𝑃 𝑠𝑡 =   𝑊ℎ
2

1 − 𝑓ℎ

𝑛ℎ

𝐿

ℎ=1

𝑁ℎ𝑃ℎ (1 − 𝑃ℎ )

𝑁ℎ − 1
 

Εκτιμϊμενθ διακφμανςθ εκτιμθτι του 
ποςοςτοφ για τθν απλι ςτρωματοποιθμζνθ 

Va r 𝑃 𝑠𝑡 =   𝑊ℎ
2 1 − 𝑓ℎ 

𝐿

ℎ=1

𝑃 ℎ(1 − 𝑃 ℎ)

𝑛ℎ − 1
 

Τυπικό ςφάλμα εκτιμθτι του ποςοςτοφ για 
τθν τυχαία ςτρωματοποιθμζνθ se 𝑃 𝑠𝑡 =    𝑊ℎ

2
1 − 𝑓ℎ

𝑛ℎ

𝐿

ℎ=1

𝑁ℎ𝑃ℎ (1 − 𝑃ℎ )

𝑁ℎ − 1
 

Εκτιμθτισ ςυνόλου μελϊν 𝜜 𝛢 𝑠𝑡 =  𝛮ℎ

𝐿

ℎ=1

𝑃 ℎ  

Διακφμανςθ εκτιμθτι του 𝜜 ςτθ 
ςτρωματοποιθμζνθ δειγματολθψία 

Var 𝛢 𝑠𝑡 =   𝛮ℎ
2

1 − 𝑓ℎ

𝑛ℎ

𝐿

ℎ=1

𝑁ℎ𝑃ℎ (1 − 𝑃ℎ )

𝑁ℎ − 1
 

Εκτιμϊμενθ διακφμανςθ εκτιμθτι του 𝜜 ςτθ 
ςτρωματοποιθμζνθ δειγματολθψία 

Va r 𝛢 𝑠𝑡 =   𝛮ℎ
2 1 − 𝑓ℎ 

𝐿

ℎ=1

𝑃 ℎ(1 − 𝑃 ℎ)

𝑛ℎ − 1
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Τυπικό ςφάλμα εκτιμθτι του 𝜜 ςτθ 
ςτρωματοποιθμζνθ δειγματολθψία se 𝛢 𝑠𝑡 =    𝛮ℎ

2
1 − 𝑓ℎ

𝑛ℎ

𝐿

ℎ=1

𝑁ℎ𝑃ℎ (1 − 𝑃ℎ )

𝑁ℎ − 1
 

Πίνακας 3.6 Δθηηκεηέο πνζνζηνύ θαη ζπλόινπ γηα ηε ζηξσκαηνπνηεκέλε. 

Παξάδεηγκα 3.8 

Καηά ηε δηάξθεηα ηεο δεηγκαηνιεςίαο γηα ηελ έξεπλα πνπ παξνπζηάδεηαη ζην Παξάδεηγκα 3.3, 

θαηαγξάθνληαη επηπιένλ ηα πνζνζηά ησλ αζζελψλ πνπ δελ ιακβάλνπλ απφδεημε απφ ηνλ γηαηξφ. Σα 

ζπλνιηθά ζηνηρεία ηεο έξεπλαο δίλνληαη ζηνλ Πίλαθα 3.7. 

 

 Αξηζκόο γηαηξώλ Γεηγκαηηθνί κέζνη 

𝑿 𝒉 

Πνζνζηά 

𝑷 𝒉 

Κατηγορία 1  500 9.5 0.15 

Κατηγορία2  1000 15.4 0.25 

Κατηγορία 3 2500 21.3 0.40 

Πίνακας 3.7 Παξαηεξήζεηο ηνπ ζηξσκαηνπνηεκέλνπ δείγκαηνο ησλ γηαηξώλ. 

Δάλ είλαη επηζπκεηφ κε βάζε ην δείγκα λα δνζεί κηα εθηίκεζε γηα ην πνζνζηφ ησλ απνδείμεσλ πνπ δελ 

εθδίδνληαη απφ ην ζχλνιν ησλ γηαηξψλ ηεο πφιεο, ηφηε ε εθηίκεζε απηή ππνινγίδεηαη απφ ην 

ζηξσκαηνπνηεκέλν δείγκα θαη είλαη: 

𝑃 𝑠𝑡 =  𝑊ℎ
𝐿
ℎ=1 𝑃 ℎ = 0.125 × 0.15 + 0.25 × 0.25 + 0.625 × .40 = 0.3312  

΢πλεπψο, βάζεη ηνπ ζηξσκαηνπνηεκέλνπ δείγκαηνο, εθηηκάηαη φηη γηα ηελ πφιε πνπ δηεμάγεηαη ε έξεπλα, ην 

πνζνζηφ ησλ απνδείμεσλ πνπ δελ εθδίδνληαη είλαη 33.12%.  

 

Γηα έλα 95% δηάζηεκα εκπηζηνζχλεο ηεο ίδηαο πνζφηεηαο, ρξεηάδεηαη πξψηα λα ππνινγηζηεί ην ηππηθφ 

ζθάικα ηεο εθηίκεζεο, se  𝑃 𝑠𝑡 . Αξρηθά, se  𝑃 𝑠𝑡 =  Va r 𝑃 𝑠𝑡  θαη απφ ηνλ Πίλαθα 3.6 ππνινγίδνπκε ηελ 

Va r 𝑃 𝑠𝑡 . Θα είλαη: 

se  𝑃 𝑠𝑡 =  Va r 𝑃 𝑠𝑡 =   𝑊ℎ
2 1 − 𝑓ℎ 𝐿

ℎ=1
𝑃 ℎ (1−𝑃 ℎ )

𝑛ℎ−1
  

=  0.1252
1 −

200

500

200

0.15 × 0.85

199
+ 0. 252

1 −
200

1000

200

0.25 × 0.75

199
+ 0. 6252

1 −
200

2500

200
 

=   0.000484 = 0.022 

Άξα ην ηππηθφ ζθάικα ηεο εθηίκεζεο ηνπ πνζνζηνχ 𝑃 𝑠𝑡 = 0.33 είλαη 0.022. 

 

Δάλ, πεξαηηέξσ, ελδηαθεξφκαζηε γηα ηνλ αξηζκφ ησλ απνδείμεσλ πνπ δελ εθδίδνληαη, ηφηε: 

𝛢 𝑠𝑡 =  𝑌 𝑇,ℎ
𝐿
ℎ=1 𝑃 ℎ = 𝑌 𝑇,𝑠𝑡𝑃 𝑠𝑡    



 

 
57 

φπνπ ν πιεζπζκφο, ζ‟ απηή ηελ πεξίπησζε, είλαη ην ζχλνιν ησλ επηζθέςεσλ πνπ πξαγκαηνπνηνχληαη ζηα 

ηαηξεία ηεο πφιεο θαη ην κέγεζνο απηνχ έρεη εθηηκεζεί ζην Παξάδεηγκα 3.7 σο 𝑌 𝑇,𝑠𝑡 = 73400. Αλάινγα, 𝑌 𝑇,ℎ  

είλαη ν αξηζκφο ησλ επηζθέςεσλ αζζελψλ αλά θαηεγνξία γηαηξψλ. ΢πλνιηθά: 

𝛢 𝑠𝑡 = 73400 × 0.33 = 24222  

΢πλεπψο, βάζεη ησλ δεδνκέλσλ απφ ηε ζηξσκαηνπνηεκέλε δεηγκαηνιεςία πνπ έρεη δηεμαρζεί, εθηηκάηαη φηη 

δελ εθδίδνληαη 24222 απνδείμεηο ζπλνιηθά απφ ηνπο γηαηξνχο ηεο πφιεο. 

3.5. Καηακεξηζκόο δείγκαηνο ζηε ζηξσκαηνπνηεκέλε δεηγκαηνιεςία 

΢ηελ παξνχζα παξάγξαθν, ην αληηθείκελν κειέηεο είλαη έλα εηδηθφηεξν πξφβιεκα ηεο ζηξσκαηνπνηεκέλεο 

δεηγκαηνιεςίαο πνπ αλαθχπηεη θαηά ην ζρεδηαζκφ ηεο έξεπλαο θαη είλαη θαζνξηζηηθφ γηα ηελ αθξίβεηα ησλ 

εθηηκεηψλ πνπ ζα επηηεπρζνχλ. Σν πξφβιεκα αθνξά ηνλ θαηακεξηζκφ ηνπ κεγέζνπο ηνπ δείγκαηνο ζην 

εζσηεξηθφ ηνπ θάζε ζηξψκαηνο. Κάησ απφ ηελ ππφζεζε, αξρηθά, φηη ην ζπλνιηθφ κέγεζνο ηνπ δείγκαηνο είλαη 

γλσζηφ, έζησ 𝑛, ην εξψηεκα ζην νπνίν πξέπεη λα απαληήζεη ν εξεπλεηήο πξηλ απφ ηε δηεμαγσγή ηεο έξεπλαο 

είλαη πψο ζα κνηξάζεη ην ζπλνιηθφ δείγκα 𝑛 ζηα 𝐿 ζηξψκαηα. Σν πιήζνο ησλ δπλαηψλ ηξφπσλ θαηακεξηζκνχ 

είλαη κεγάιν θαη ν θάζε θαηακεξηζκφο δελ νδεγεί ζε εθηηκεηέο κε ηζνδχλακεο σο πξνο φινπο ηνπο 

ππφινηπνπο ζπλδπαζκνχο ηδηφηεηεο. 

Μαζεκαηηθά, ην πξφβιεκα είλαη ηζνδχλακν κε ηνλ πξνζδηνξηζκφ ησλ 𝑛1, 𝑛2 , … , 𝑛𝐿 νη νπνίνη είλαη ζεηηθνί 

αθέξαηνη αξηζκνί, ηέηνηνη ψζηε 𝑛1 + ⋯ + 𝑛𝐿 = 𝑛. Οη δηάθνξνη ηξφπνη πξνζέγγηζεο ηνπ πξνβιήκαηνο, θαηά ηε 

βηβιηνγξαθία, ρσξίδνληαη ζε δχν θαηεγνξίεο. ΢ηε κία θαηεγνξία, ν θαλφλαο ρσξηζκνχ είλαη ε επθνιία ζηελ 

πινπνίεζε ηεο έξεπλαο θαη ηελ εμαγσγή ησλ απνηειεζκάησλ, δει. πξαθηηθφ πιενλέθηεκα ελψ ζηε δεχηεξε 

θαηεγνξία, ν θαλφλαο είλαη ε βειηηζηνπνίεζε ησλ ηδηνηήησλ ηνπ εθηηκεηή πνπ ζα πξνθχςεη. ΢ηε ζπλέρεηα, 

αλαπηχζζνληαη νη θπξηφηεξεο κεζνδνινγίεο θαηακεξηζκνχ ηνπ δείγκαηνο ζε ζηξψκαηα. Γηα πεξηζζφηεξεο 

ιεπηνκέξεηεο σο πξνο ηηο καζεκαηηθέο απνδείμεηο, παξαπέκπνπκε ζην βηβιίν ηνπ Cochran (1977, Κεθ. 5). 

3.5.1 Αλαινγηθόο Καηακεξηζκόο (Proportional Allocation) 

Ζ αλαινγηθή κέζνδνο θαηακεξηζκνχ είλαη κηα κέζνδνο πνπ εκπίπηεη ζηελ πξψηε θαηεγνξία κεζνδνινγηψλ. 

Σν θξηηήξην επηινγήο ησλ κεγεζψλ ηνπ δείγκαηνο θάησ απφ ηνλ θαηακεξηζκφ απηφ είλαη ηα πιεζπζκηαθά 

κεγέζε, ή, ηζνδχλακα, ηα βάξε ησλ ζηξσκάησλ ζηνλ πιεζπζκφ λα είλαη ίζα κε ηα αληίζηνηρα ζην δείγκα. Ζ 

ηδέα πίζσ απφ ηνλ αλαινγηθφ θαηακεξηζκφ είλαη ε αλαινγία ηνπ κεγέζνπο ηνπ δείγκαηνο 𝑛ℎ  θάζε ζηξψκαηνο 

σο πξνο ην ζχλνιν 𝑛, λα είλαη ίζε κε ηελ αλαινγία ηνπ κεγέζνπο ηνπ ζηξψκαηνο 𝛮ℎ  σο πξνο ην 𝛮.  

Ο πξνζδηνξηζκφο ησλ αγλψζησλ 𝑛ℎ , γηα ηα δηάθνξα ℎ (ℎ = 1, … , 𝐿) πξνθχπηεη έηζη απφ ηε ιχζε ησλ 

ηζνηήησλ ησλ αλαινγηψλ: 

𝑛1

𝑛
=

𝑁1

𝑁
 

𝑛2

𝑛
=

𝑁2

𝑁
 

⋯ 

𝑛𝐿

𝑛
=

𝑁𝐿

𝑁
 

ή, ηζνδχλακα: 

 𝑛ℎ = 𝑛
𝑁ℎ

𝑁
,        ℎ = 1,2, … , 𝐿 (3.7) 
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Καηά ηνλ αλαινγηθφ θαηακεξηζκφ, ηεξνχληαη νη αλαινγίεο θαη ζπλεπψο έλα κεγάιν πιεζπζκηαθά ζηξψκα ζα 

εθπξνζσπεζεί ζε κεγάιε αλαινγία ζην δείγκα, ελψ αληίζηνηρα έλα κηθξφ αξηζκεηηθά ζηξψκα, αλεμαξηήησο 

ηνπ πεξηερνκέλνπ ηνπ, ζα έρεη ιίγνπο, ζρεηηθά κε ηα ππφινηπα ζηξψκαηα, εθπξνζψπνπο. 

Ζ θαηαλνκή ηνπ δείγκαηνο 𝑛 ζηα ζηξψκαηα ζχκθσλα κε ηνλ ηχπν (3.7) ιέγεηαη αλαινγηθόο θαηακεξηζκόο 

(proportional allocation). 

Ζ έθθξαζε (3.7) δίλεη επίζεο: 

𝑛ℎ

𝑛
=

𝑁ℎ

𝑁
,        ℎ = 1,2, … , 𝐿 

ή 𝑤ℎ = 𝑊ℎ , πνπ είλαη ε ζπλζήθε γηα ηνλ self-weighting εθηηκεηή. Άξα, ν αλαινγηθφο θαηακεξηζκφο 

ζπλεπάγεηαη ηελ ηζφηεηα ησλ δχν κέζσλ 𝛸 𝑠𝑡  θαη 𝛸  ή, πην αλαιπηηθά: 

𝛸 𝑠𝑡 =
  𝑋ℎ𝑗

𝑁ℎ
𝑗=1

𝐿
ℎ=1

𝑛
 

θαη, θαηά ζπλέπεηα, ε πηνζέηεζε ηνπ θαηακεξηζκνχ απηνχ εγγπάηαη κία εχθνιε έθθξαζε γηα ηνλ εθηηκεηή 

πνπ ζα πξνθχςεη. 

 

Γηα ηε δηαθχκαλζε ηνπ εθηηκεηή θάησ απφ ηε ζπλζήθε (3.7), ηζρχνπλ νη πξνυπνζέζεηο ηεο Πξφηαζεο 3.6, θαη 

ε δηαθχκαλζε γηα ηνλ αλαινγηθφ θαηακεξηζκφ δίλεηαη απφ ηε ζρέζε (3.6), 

Var 𝛸 𝑠𝑡 =
1 − 𝑓

𝑛
 𝑊ℎ

𝐿

ℎ=1

𝑆ℎ
2 

΢πλνιηθά, ηφζν ην θξηηήξην θαηακεξηζκνχ, φζν θαη νη εθθξάζεηο ηνπ εθηηκεηή θαη ηεο δηαθχκαλζήο ηνπ, 

ππνινγίδνληαη εχθνια θαηά ηνλ αλαινγηθφ θαηακεξηζκφ, θαη γη‟απηφ είλαη αξθεηά ζπρλή ζηελ πξάμε ε 

εθαξκνγή ηνπ, εηδηθά εάλ δελ είλαη δηαζέζηκα άιια πεξαηηέξσ ζηνηρεία γηα ηα ζηξψκαηα παξά κφλν ηα 

κεγέζε ηνπο 𝑁ℎ . 

3.5.2 Βέιηηζηνο Καηακεξηζκόο (Optimal Allocation) 

Ο βέιηηζηνο ηξφπνο θαηακεξηζκνχ ηνπ ζπλνιηθνχ κεγέζνπο ηνπ δείγκαηνο 𝑛 ζηα ζηξψκαηα πξνθχπηεη, εάλ ηα 

κεγέζε 𝑛ℎ  αλά ζηξψκα ζεσξεζνχλ άγλσζηνη αξηζκνί θαη ππνινγηζηνχλ πηνζεηψληαο έλα θξηηήξην 

βειηηζηνπνίεζεο. Σν ζχλεζεο θξηηήξην βειηηζηνπνίεζεο είλαη ε ειαρηζηνπνίεζε ηεο δηαθχκαλζεο ηνπ 

εθηηκεηή πνπ ζα πξνθχςεη γηα έλα ζηαζεξφ ζπλνιηθφ θφζηνο πνπ είλαη δηαζέζηκν γηα ηελ έξεπλα θαη 

αθνινπζψληαο ηε κέζνδν δεηγκαηνιεςίαο πνπ πξφθεηηαη λα πινπνηεζεί. 

Δάλ ην ζπλνιηθφ θφζηνο 𝐶 ηεο έξεπλαο δίλεηαη απφ κηα απιή κνξθή, π.ρ. γξακκηθή, 

𝐶 = 𝑐0 +  𝑐ℎ𝑛ℎ

𝐿

ℎ=1

 

φπνπ 𝑐0 είλαη έλα αξρηθφ θφζηνο ηεο νξγάλσζεο ηεο έξεπλαο θαη 𝑐ℎ  ν ζπληειεζηήο θφζηνπο αλά κνλάδα 

δεηγκαηνιεςίαο γηα ην ζηξψκα ℎ (ℎ = 1,2, … , 𝐿), o ππνινγηζκφο ησλ αγλψζησλ 𝑛ℎ  κπνξεί λα γίλεη 

αλαιπηηθά, θαη ην απνηέιεζκα δίλεη ε Πξφηαζε 3.7 πνπ αθνινπζεί. 

Πξόηαζε 3.7 

Γηα ηελ ηπραία ζηξσκαηνπνηεκέλε δεηγκαηνιεςία κε γξακκηθή ζπλάξηεζε θφζηνπο, ε δηαθχκαλζε ηνπ 

εθηηκεηή ηνπ κέζνπ γίλεηαη ειάρηζηε γηα δνζέλ ζηαζεξφ θφζηνο, φηαλ ηα 𝑛ℎ  είλαη αλάινγα ησλ πνζνηήησλ 

𝑁ℎ𝑆ℎ  𝑐ℎ . 
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Απόδεημε 

Γηα ηελ ηπραία ζηξσκαηνπνηεκέλε δεηγκαηνιεςία, ε δηαθχκαλζε ηνπ εθηηκεηή 𝛸 𝑠𝑡  είλαη: 

Var 𝛸 𝑠𝑡 =  
1 − 𝑓ℎ

𝑛ℎ

𝐿

ℎ=1

𝑊ℎ
2𝑆ℎ

2 =   
𝑊ℎ

2𝑆ℎ
2

𝑛ℎ

𝐿

ℎ 1

−  
𝑊ℎ

2𝑆ℎ
2

𝑁ℎ

𝐿

ℎ=1

 

Σν δεηνχκελν πξφβιεκα, ζπλεπψο, ηζνδπλακεί κε ηελ ειαρηζηνπνίεζε ηεο ηειεπηαίαο έθθξαζεο σο πξνο 𝑛ℎ , 

δνζέληνο φηη  𝑐ℎ𝑛ℎ
𝐿
ℎ=1 = 𝐶 − 𝑐0. 

 

Υξεζηκνπνηψληαο ηνπο πνιιαπιαζηαζηέο Lagrange γηα ηελ ειαρηζηνπνίεζε, νξίδεηαη αξρηθά ε ζπλάξηεζε: 

𝜑 𝑛1 , 𝑛2 , . . , 𝑛𝐿 , 𝜆 =  
𝑊ℎ

2𝑆ℎ
2

𝑛ℎ

𝐿

ℎ𝜆

−  
𝑊ℎ

2𝑆ℎ
2

𝑁ℎ
+ 𝜆( 𝑐ℎ𝑛ℎ

𝐿

ℎ𝜆

− 𝐶 + 𝑐0)

𝐿

ℎ=1

 . 

Παξαγσγίδνληαο σο πξνο ηνπο αγλψζηνπο 𝑛ℎ  θαη 𝜆 θαη εμηζψλνληαο ηηο πξψηεο παξαγψγνπο κε κεδέλ, 

πξνθχπηνπλ νη εμηζψζεηο: 

−
𝑊ℎ

2𝑆ℎ
2

𝑛ℎ
2 + 𝜆𝑐ℎ = 0          (ℎ = 1,2, … , 𝐿) 

απφ ηηο νπνίεο ηζνδχλακα πξνθχπηεη φηη: 

𝜆𝑛ℎ
2 =

𝑊ℎ
2𝑆ℎ

2

𝑐ℎ
 

ή: 

 𝑛ℎ 𝜆 =  
𝑊ℎ

2𝑆ℎ
2

𝑐ℎ
  ℎ = 1,2, … , 𝐿  (3.8) 

Πξνζζέηνληαο ηηο ηειεπηαίεο εμηζψζεηο γηα φια ηα ℎ δίλεη, πξνθχπηεη: 

 𝑛 𝜆 =   
𝑊ℎ

2𝑆ℎ
2

𝑐ℎ

𝐿

𝑖=1

 (3.9) 

θαη δηαηξψληαο ηελ (3.8) κε ηελ (3.9) θαηά κέιε, παίξλνπκε: 

𝑛ℎ

𝑛
=

𝑊ℎ𝑆ℎ

 𝑐ℎ

 
𝑊ℎ𝑆ℎ

 𝑐ℎ

𝐿
ℎ=1

   ή       
𝑛ℎ

𝑛
=

𝛮ℎ𝑆ℎ

 𝑐ℎ

 
𝛮ℎ𝑆ℎ

 𝑐ℎ

𝐿
ℎ=1

  

απ‟ φπνπ ηειηθά ιακβάλνπκε: 

  𝑛ℎ = 𝑛
𝛮ℎ𝑆ℎ  𝑐ℎ 

 𝛮ℎ𝑆ℎ  𝑐ℎ 𝐿
ℎ=1

 (3.10) 

Ζ ηειεπηαία ζρέζε νινθιεξψλεη ηελ απφδεημε ηεο Πξφηαζεο κηαο, θαη ν φξνο 
𝑛

 
𝛮ℎ 𝑆ℎ

 𝑐ℎ

𝐿
ℎ=1

 είλαη ζηαζεξφο θαη 

εθθξάδεη ηε ζηαζεξά αλαινγίαο ■ 
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Απφ ηε ζρέζε (3.8), είλαη θαλεξφ φηη γηα ηνλ βέιηηζην θαηακεξηζκφ ιακβάλεηαη ηφζν πην κεγάιν κέγεζνο 

δείγκαηνο ζην ζηξψκα 𝑛ℎ , 

(i) φζν πην κεγάιν είλαη ην ζηξψκα ℎ 

(ii) φζν πην κεγάιε είλαη ε ηππηθή δηαζπνξά 𝑆ℎ  ηνπ ζηξψκαηνο θαη 

(iii) φζν πην κηθξφο είλαη ν ζπληειεζηήο θφζηνπο γηα ην ζηξψκα 𝑐ℎ . 

Αληηθαζηζηψληαο ηηο ηηκέο ησλ 𝑛ℎ  πνπ δίλνληαη απφ ηελ (3.10) ζηε ζπλάξηεζε θφζηνπο θαη ιχλνληαο σο πξνο 

ην 𝑛, πξνθχπηεη φηη: 

𝑛 =
(𝐶 − 𝑐0)  𝛮ℎ𝑆ℎ  𝑐ℎ 𝐿

ℎ=1

 𝛮ℎ𝑆ℎ 𝑐ℎ
𝐿
ℎ=1

 

θαη, αληηθαζηζηψληαο ζηε ζπλέρεηα ηελ ηηκή απηή ηνπ 𝑛 ζηηο (3.10), ηα 𝑛ℎ  πξνζδηνξίδνληαη αθξηβψο. 

΢πγθεθξηκέλα, ζα είλαη: 

 𝑛ℎ =
(𝐶 − 𝑐0) 𝛮ℎ𝑆ℎ  𝑐ℎ 

 𝛮ℎ𝑆ℎ 𝑐ℎ
𝐿
ℎ=1

 (3.11) 

΢πλνςίδνληαο, γηα ηελ ηπραία ζηξσκαηνπνηεκέλε κε ζηαζεξφ θφζηνο 𝐶 γξακκηθήο κνξθήο, ε βέιηηζηε 

θαηαλνκή ηνπ δείγκαηνο αλά ζηξψκα δίλεηαη απφ ηελ (3.11). 

Αλάινγα κπνξεί θάπνηνο λα εξγαζηεί θαη γηα ην ζπκκεηξηθφ πξφβιεκα ειαρηζηνπνίεζεο. Γειαδή, 

ζηαζεξνπνηψληαο ηε δηαζπνξά ηνπ εθηηκεηή Var 𝛸 𝑠𝑡 = 𝑉, λα ελδηαθέξεηαη γηα ηνλ βέιηηζην θαηακεξηζκφ 

ηνπ δείγκαηνο, ειαρηζηνπνηψληαο ηε ζπλάξηεζε ηνπ θφζηνπο. Απνδεηθλχεηαη φηη ζηελ πεξίπησζε πνπ ε 

ζπλάξηεζε ηνπ θφζηνπο είλαη γξακκηθή, ηζρχεη ην ίδην απνηέιεζκα κε ηελ Πξφηαζε 3.7, δει. ηα 𝑛ℎ  είλαη 

αλάινγα ησλ πνζνηήησλ 𝑁ℎ𝑆ℎ  𝑐ℎ . Σν ζπλνιηθφ κέγεζνο δείγκαηνο 𝑛 γηα πξνθαζνξηζκέλε δηαζπνξά 𝑉, 

είλαη: 

𝑛 =
  𝑊ℎ𝑆ℎ 𝑐ℎ

𝐿
ℎ=1    𝑊ℎ𝑆ℎ  𝑐ℎ 𝐿

ℎ=1  

𝑉 + (1 𝑁 )  𝑊ℎ𝑆ℎ
2𝐿

ℎ=1

 

Ο βέιηηζηνο θαηακεξηζκφο επηηπγράλεη ηελ ειάρηζηε δηαθχκαλζε γηα ζηαζεξφ θφζηνο θαη ην ειάρηζην θφζηνο 

γηα ζηαζεξή δηαθχκαλζε. ΢ηελ πξψηε πεξίπησζε, ε ηηκή ηεο ειάρηζηεο δηαθύκαλζεο πξνθχπηεη αλ ζηνλ 

ηχπν ηεο δηαθχκαλζεο Var 𝛸 𝑠𝑡  αληηθαηαζηαζνχλ νη ηηκέο ησλ 𝑛ℎ  απφ ηελ (3.10). Ζ ειάρηζηε ινηπφλ 

δηαθχκαλζε ηνπ εθηηκεηή ζα είλαη: 

 Var 𝛸 𝑠𝑡 =
1

𝑛
  𝑊ℎ𝑆ℎ  𝑐ℎ 

𝐿

ℎ=1

   𝑊ℎ𝑆ℎ 𝑐ℎ

𝐿

ℎ=1

 −
1

𝑁
 𝑊ℎ𝑆ℎ

2

𝐿

ℎ=1

 (3.12) 

Ο βέιηηζηνο θαηακεξηζκφο πξνθχπηεη κε βειηηζηνπνίεζε ηδηνηήησλ ηνπ εθηηκεηή (είηε ηνπ θφζηνπο ηεο 

έξεπλαο) θαη αλήθεη ζηε δεχηεξε γεληθή θαηεγνξία θαηακεξηζκψλ, φπνπ ε βειηηζηνπνίεζε, παξά ε επθνιία, 

είλαη ν θαλφλαο πνπ θαζνξίδεη ηελ επηινγή ησλ 𝑛ℎ  αλά ζηξψκα. 

3.5.3 Καηακεξηζκόο Neyman (Neyman Allocation) 

Μηα εηδηθή πεξίπησζε γηα ηνλ βέιηηζην θαηακεξηζκφ ηνπ 𝑛, έρνπκε φηαλ ν ζπληειεζηήο ηνπ θφζηνπο δελ 

δηαθέξεη αλά ζηξψκα, δει. 𝑐ℎ = 𝑐, (ℎ = 1,2, … , 𝐿). Ζ θαηαλνκή απηή νλνκάδεηαη Νeyman θαη ηα 

απνηειέζκαηα πνπ ηζρχνπλ γηα ηνλ θαηακεξηζκφ θαη ηε βέιηηζηε ηηκή ηεο δηαθχκαλζεο πνπ επηηπγράλεηαη 

απφ ηνλ εθηηκεηή κπνξνχλ λα εμαρζνχλ απφ ηα γεληθφηεξα απνηειέζκαηα ηνπ βέιηηζηνπ θαηακεξηζκνχ. 
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Πόξηζκα 3.4 

Γηα ηνλ θαηακεξηζκφ Neyman, ηα κεγέζε ηνπ δείγκαηνο αλά ζηξψκα δίλνληαη απφ ηε ζρέζε: 

 𝑛ℎ = 𝑛
𝛮ℎ𝑆ℎ

 𝛮ℎ𝑆ℎ
𝐿
ℎ=1

 (3.13) 

Πόξηζκα 3.5 

Γηα ηνλ θαηακεξηζκφ Neyman, ε ηηκή ηεο ειάρηζηεο δηαθχκαλζεο ηνπ εθηηκεηή 𝛸 𝑠𝑡  δίλεηαη απφ ηε ζρέζε: 

 Var 𝛸 𝑠𝑡 =
1

𝑛
  𝑊ℎ𝑆ℎ

𝐿

ℎ=1

 

2

−
1

𝑁
 𝑊ℎ𝑆ℎ

2

𝐿

ℎ=1

 (3.14) 

Παξαηήξεζε 3.5 

Δάλ, επηπιένλ ηεο ππφζεζεο ηεο ηζφηεηαο ησλ ζπληειεζηψλ θφζηνπο αλά ζηξψκα, ηζρχεη θαη ε ηζφηεηα 

κεηαμχ ησλ ηππηθψλ απνθιίζεσλ 𝑆ℎ  αλά ζηξψκα, ηφηε ε (3.13) δίλεη 𝑛ℎ =
𝑛𝛮ℎ

𝛮
, δει. ν θαηακεξηζκφο Neyman 

είλαη ηζνδχλακνο κε ηνλ αλαινγηθφ. Καηά ζπλέπεηα, θάησ απφ ηηο ππνζέζεηο απηέο, ν αλαινγηθφο 

θαηακεξηζκφο, πνπ ρξεζηκνπνηείηαη αξθεηά ζπρλά ζηελ πξάμε ιφγσ επθνιίαο, ζπκπίπηεη κε ηνλ βέιηηζην θαη 

άξα επηηπγράλεη βέιηηζηε απνηειεζκαηηθφηεηα. 

3.6. Kαζνξηζκόο ηνπ ειάρηζηνπ απαηηνύκελνπ κεγέζνπο δείγκαηνο γηα ηε 

ζηξσκαηνπνηεκέλε δεηγκαηνιεςία 

Έζησ φηη ην ζπλνιηθφ κέγεζνο δείγκαηνο 𝑛 δελ είλαη γλσζηφ, αιιά πξνζδηνξίδεηαη βάζεη θάπνησλ 

πξνδηαγξαθψλ πνπ ζα πξέπεη λα ηζρχνπλ ζηα απνηειέζκαηα ηεο έξεπλαο. Αλάινγα κε ηελ πεξίπησζε ηεο 

απιήο ηπραίαο δεηγκαηνιεςίαο, πνπ εμεηάζηεθε ζην Κεθάιαην 2 -, νη πξνδηαγξαθέο απηέο κπνξεί λα είλαη κηα 

αλψηαηε επηηξεπηή ηηκή γηα ηε δηαθχκαλζε ηνπ εθηηκεηή πνπ ζα παξαρζεί ή ε εθηίκεζε λα είλαη εληφο ελφο 

επηηξεπηνχ νξίνπ ζε ζρέζε κε ηελ άγλσζηε παξάκεηξν.  

Σν πξφβιεκα αληηκεησπίδεηαη αλάινγα φπσο θαη ζην Κεθάιαην 2 -, θάλνληαο ρξήζε ησλ θαηάιιεισλ 

εθθξάζεσλ γηα ηε δηαθχκαλζε ηνπ εθηηκεηή θάησ απφ έλα ζηξσκαηνπνηεκέλν ζρήκα, αληί εθείλσλ απφ έλα 

απιφ ηπραίν. Δάλ, γηα παξάδεηγκα, ν πεξηνξηζκφο είλαη ε εθηίκεζε ηνπ κέζνπ 𝑌  απφ ηνλ 𝛸 𝑠𝑡  λα έρεη κηα 

κέγηζηε επηηξεπηή απφζηαζε 𝑑 θαη πηζαλφηεηα ζθάικαηνο 𝑎, ηφηε, ππνζέηνληαο θαλνληθή θαηαλνκή γηα ηνλ 

εθηηκεηή 𝛸 𝑠𝑡 , ε έθθξαζε (2.10) ζηελ πεξίπησζε ηεο ζηξσκαηνπνηεκέλεο γίλεηαη: 

𝑑

 Var(𝑋 𝑠𝑡)
= 𝑧𝛼 2  

΢ηελ ηειεπηαία ζρέζε, ε έθθξαζε ηεο δηαθχκαλζεο Var(𝑋 𝑠𝑡) ζηνλ παξνλνκαζηή αληηθαζηζηάηαη απφ ηελ 

εηδηθή έθθξαζε ηεο ζηξσκαηνπνηεκέλεο πνπ πξφθεηηαη λα εθαξκνζηεί θαη ε εμίζσζε ιχλεηαη ζηε ζπλέρεηα 

σο πξνο 𝑛. 

Γηα ηνλ θαηακεξηζκφ Neyman, αληηθαζηζηψληαο ηελ Var(𝑋 𝑠𝑡) απφ ηελ (3.14) θαη αθνινπζψληαο ηελ 

παξαπάλσ δηαδηθαζία πξνθχπηεη: 

𝑛 =
  𝑊ℎ𝑆ℎ

𝐿
ℎ=1  

2

1

𝑁
 𝑊ℎ𝑆ℎ

2𝐿
ℎ=1 +  

𝑑

𝑧𝑎/2
 

2 
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Μεηά ηνλ πξνζδηνξηζκφ ηνπ ζπλνιηθνχ 𝑛, ην κέγεζνο απηφ θαηαλέκεηαη ζηα ζηξψκαηα βάζεη ηνπ 

θαηακεξηζκνχ Neyman. 

Παξάδεηγκα 3.9  

Δπηζηξέθνπκε ζην Παξάδεηγκα 2.11, φπνπ έγηλε ν πξνζδηνξηζκφο ηνπ κεγέζνπο ηνπ δείγκαηνο 𝑛 γηα 

εθαξκνγή ζηελ α.η.δ. ζην ζχλνιν ησλ θαηαζηεκάησλ ηεο πεξηνρήο, κε ζθνπφ ηελ εθηίκεζε ηνπ ζπλφινπ ησλ 

Υξηζηνπγελληάηηθσλ θαξηψλ πνπ ζα πνπιεζνχλ. Έζησ φηη ηα θαηαζηήκαηα ρσξίδνληαη ζε ηξεηο θαηεγνξίεο 

κε βάζε ηνλ εηήζην ηδίξν ηνπο, θαη ν εξεπλεηήο ελδηαθέξεηαη λα πξνζδηνξίζεη ην κέγεζνο δείγκαηνο πνπ 

απαηηείηαη πξνθεηκέλνπ λα πινπνηήζεη κηα ηπραία ζηξσκαηνπνηεκέλε δεηγκαηνιεςία. Γηα ιφγνπο ζχγθξηζεο, 

έζησ φηη επηζπκνχκε ν εθηηκεηήο πνπ ζα πξνθχςεη λα έρεη ηηο ίδηεο ηδηφηεηεο κε εθείλεο πνπ ηέζεθαλ ζην 

Παξάδεηγκα 2.11. Γειαδή, ε εθηίκεζε ηνπ ζπλνιηθνχ αξηζκνχ θαξηψλ λα κε δηαθέξεη πεξηζζφηεξν απφ 10% 

απφ ηελ αιεζηλή ηηκή, κε πηζαλφηεηα ζθάικαηνο 5%. 

Σα ζηνηρεία πνπ αθνξνχλ ηα ζηξψκαηα ηνπ πιεζπζκνχ δίλνληαη ζηνλ Πίλαθα 3.8. 

 

Δηήζηνο ηδίξνο (ζε ρηι. 

Υξεκ. Μνλάδεο) 

𝜨𝒉  𝑺𝒉
𝟐   

≤ 𝟓𝟎 146 0.16 

Μεταξφ 𝟓𝟎 και 𝟏𝟎𝟎 62 0.58 

≥ 𝟏𝟎𝟎 35 0.31 

Πίνακας 3.8΢ηξσκαηνπνίεζε θαηαζηεκάησλ βάζεη εηήζηνπ ηδίξνπ.  

Δάλ ν εξεπλεηήο ελδηαθέξεηαη λα πινπνηήζεη ηνλ αλαινγηθφ θαηακεξηζκφ, ηφηε ην απαηηνχκελν κέγεζνο 

δείγκαηνο ζπλνιηθά γηα ην δείγκα ππνινγίδεηαη ιχλνληαο ηελ εμίζσζε: 

𝑑

 Var𝑝𝑟𝑜𝑝 (𝛮𝑋 𝑠𝑡 )

= 𝑧𝛼 2  

σο πξνο 𝑛, ην νπνίν πεξηέρεηαη ζηνλ εθηηκεηή ηνπ ηππηθνχ ζθάικαηνο ζηνλ παξνλνκαζηή. Αληηθαζηζηψληαο 

ηηο πξνδηαγξαθέο πνπ δίλνληαη γηα ηελ έξεπλα, δει. 𝑑 = 0.1 ∗ 420, 𝑎 = 0.05 θαη ηνλ ηχπν (3.6) γηα ηε 

δηαζπνξά ηνπ εθηηκεηή ζηνλ παξνλνκαζηή, πνπ είλαη ζε ζπκθσλία κε ην δεηγκαηνιεπηηθφ ζρήκα πνπ 

πξφθεηηαη λα εθαξκνζηεί, πξνθχπηεη 

42

𝛮  
1

𝑛
−

1

𝑁
  𝑊𝑖𝑆𝑖

23
𝑖=1

= 1.96 

ή 

 
1

𝑛
−

1

420
  

146

243
× 0.16 +

62

243
× 0.58 +

35

243
0.31 =  

42

243×1.96
 

2
  

απ‟ φπνπ κε πξάμεηο πξνθχπηεη 𝑛 = 32.21. ΢πλεπψο, αλ εθαξκνζηεί ε δεδνκέλε ζηξσκαηνπνίεζε γηα ηελ 

έξεπλα, ζα ρξεηαζηεί λα επηιεγνχλ ζπλνιηθά 33 θαηαζηήκαηα. Μνηξάδνληαο αλαινγηθά ηα 33 αλά ζηξψκα, 

πξνθχπηεη: 

𝑛1 = 𝑛
𝑁1

𝑁
= 33

146

243
= 19.82, 𝑛2 = 𝑛

𝑁2

𝑁
=  8.42  𝜅𝛼𝜄   𝑛3 = 𝑛

𝑁3

𝑁
= 4.75    

ή 𝑛1 = 20,   𝑛2 = 8   και   𝑛3 = 5. 
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Αμίδεη λα ζεκεησζεί φηη γηα απιφ ηπραίν δείγκα, ην αληίζηνηρν κέγεζνο πνπ απαηηνχληαλ γηα ίδηεο 

πξνδηαγξαθέο ήηαλ 62. Ζ κείσζε είλαη αξθεηά κεγάιε, γεγνλφο πνπ δειψλεη φηη ε ζηξσκαηνπνίεζε ηνπ 

Πίλαθα 3.8 ήηαλ αξθεηά ηθαλνπνηεηηθή, δει. ε δηαθχκαλζε ζην θάζε ζηξψκα πνπ πξνθχπηεη είλαη αξθεηά 

κηθξφηεξε απφ εθείλε ηνπ ζπλνιηθνχ πιεζπζκνχ. 

3.7. ΢ύγθξηζε εθηίκεζεο κέζνπ από ηελ απιή ηπραία θαη ηε ζηξσκαηνπνηεκέλε 

δεηγκαηνιεςία 

Ζ ζχγθξηζε ζα αλαπηπρζεί γηα ηελ πεξίπησζε ηεο ηπραίαο ζηξσκαηνπνηεκέλεο δεηγκαηνιεςίαο. Οη δχν 

εθηηκεηέο 𝛸  θαη 𝛸 𝑠𝑡  πνπ πξνθχπηνπλ απφ έλα απιφ ηπραίν δείγκα θαη έλα ζηξσκαηνπνηεκέλν είλαη 

ακεξφιεπηνη, νπφηε ε ζχγθξηζε σο πξνο ηελ αθξίβεηα κεηαμχ ησλ δχν εθηηκεηψλ ζα πξαγκαηνπνηεζεί κε 

θξηηήξην ηελ ειάρηζηε δηαθχκαλζε. Γηα ηε ζχγθξηζε, ππνζέηνπκε ίζν κέγεζνο δείγκαηνο θαη ζηηο δχν 

πεξηπηψζεηο.  

Θα ρξεηαζηνχκε έλα πξψην απνηέιεζκα, απηφ ηεο δηάζπαζεο (αλάιπζεο) ηεο ζπλνιηθήο αιεζηλήο δηαζπνξάο 

𝑆2 ζε δχν επηκέξνπο αζξνίζκαηα ηεηξαγψλσλ, φπσο δίλεηαη ζηελ Πξφηαζε πνπ αθνινπζεί. Ζ αλάιπζε 

δηαζπνξάο είλαη ν ηχπνο πνπ ζπλδέεη ηηο δχν δηαθνξεηηθέο θαηαζηάζεηο ηνπ πιεζπζκνχ, δει. εληαίνο ή 

ρσξηζκέλνο ζε ζηξψκαηα. Βάζε ηνπ ηχπνπ απηνχ, είλαη εθηθηή ε ζχγθξηζε ησλ εθηηκεηψλ πνπ πξνθχπηνπλ 

απφ ηηο δχν δηαθνξεηηθέο δεηγκαηνιεςίεο. 

Πξόηαζε 3.8 

Ο ηχπνο αλάιπζεο δηαθχκαλζεο (ΑΝΑΓΗΑ) γηα ηε δηαθχκαλζε 𝑆2 ελφο πιεζπζκνχ ν νπνίνο έρεη ρσξηζηεί ζε 

𝐿 ζηξψκαηα είλαη: 

  𝛮 − 1 𝑆2 =    𝑁ℎ − 1 

𝐿

ℎ=1

𝑆ℎ
2 +  𝑁ℎ 𝑌 ℎ − 𝑌  2

𝐿

ℎ=1

 (3.15) 

Απόδεημε 

Απφ ηνλ νξηζκφ ηεο δηαζπνξάο 𝑆2 ηζρχεη: 

 

 𝛮 − 1 𝑆2 =    𝑌ℎ𝑗 − 𝑌  
2

𝑁ℎ

𝑗 =1

𝐿

ℎ=1

. 

Πξνζζαθαηξψληαο ηε κέζε ηηκή αλά ζηξψκα 𝑌 ℎ  ζε θάζε φξν ηνπ αζξνίζκαηνο θαη αλαπηχζζνληαο ηε γλσζηή 

ηαπηφηεηα, πξνθχπηεη: 

 𝛮 − 1 𝑆2 =    𝑌ℎ𝑗 − 𝑌 ℎ + 𝑌 ℎ − 𝑌  
2

𝑁ℎ

𝑗 =1

𝐿

ℎ=1

 

=    𝑌ℎ𝑗 − 𝑌 ℎ 
2

+    𝑌 ℎ − 𝑌  2

𝑁ℎ

𝑗 =1

𝐿

ℎ=1

𝑁ℎ

𝑗 =1

𝐿

ℎ=1

 + 2    𝑌ℎ𝑗 − 𝑌 ℎ  𝑌 ℎ − 𝑌  

𝑁ℎ

𝑗 =1

𝐿

ℎ=1

 

=   𝑁ℎ − 1 

𝐿

ℎ=1

𝑆ℎ
2 +  𝑁ℎ 𝑌 ℎ − 𝑌  2

𝐿

ℎ=1

+ 2   𝑌 ℎ − 𝑌    𝑌ℎ𝑗 − 𝑌 ℎ 

𝑁ℎ

𝑗 =1

𝐿

ℎ=1
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φπνπ ρξεζηκνπνηήζακε ηνλ νξηζκφ ησλ 𝑆ℎ
2 θαη θάλακε πξάμεηο ζηα αζξνίζκαηα. Πεξαηηέξσ, ην ηειεπηαίν 

άζξνηζκα είλαη κεδέλ (πξνθαλέο απφ ηνλ νξηζκφ ηεο κέζεο ηηκήο αλά ζηξψκα), άξα ζπλνιηθά: 

 𝛮 − 1 𝑆2 =    𝑁ℎ − 1 

𝐿

ℎ −

𝑆ℎ
2 +  𝑁ℎ 𝑌 ℎ − 𝑌  2

𝐿

ℎ=1

 

πνπ ζπκπιεξψλεη ηελ απφδεημε ■ 

 

΢χκθσλα κε ην απνηέιεζκα, πνπ είλαη γλσζηφ θαη ζε άιιεο ζηαηηζηηθέο εθαξκνγέο, ε ζπλνιηθή δηαζπνξά ηνπ 

πιεζπζκνχ αλαπηχζζεηαη ζε δχν αζξνίζκαηα. Σν πξψην άζξνηζκα δίλεη ηελ πιεξνθνξία γηα ηε δηαζπνξά ησλ 

κνλάδσλ ζην εζσηεξηθφ θάζε ζηξψκαηνο (νλνκάδεηαη within δηαζπνξά) θαη ην δεχηεξν άζξνηζκα δίλεη ηελ 

πιεξνθνξία πφζν καθξηά είλαη νη κέζεο ηηκέο ησλ ζηξσκάησλ κεηαμχ ηνπο (between). Οη κέζεο ηηκέο 𝑌 ℎ  

ζπγθξίλνληαη φιεο κε ηε ζηαζεξή, αλεμάξηεηε ηεο ζηξσκαηνπνίεζεο, κέζε ηηκή 𝑌 . 

Γηαηξψληαο ηε ζρέζε (3.15) κε 𝑁 θαη ζηα δχν κέιε θαη ζεσξψληαο φηη νη φξνη 1 𝛮 ℎ  είλαη ακειεηένη, 

πξνθχπηεη ν πην απιφο ηχπνο: 

 𝑆2 =   𝑊ℎ

𝐿

ℎ=1

𝑆ℎ
2 +  𝑊ℎ 𝑌 ℎ − 𝑌  2

𝐿

ℎ=1

 (3.16) 

 

 

 

Έλα κέηξν ηεο ζρεηηθήο απνηειεζκαηηθφηεηαο ελφο δεηγκαηνιεπηηθνχ ζρεδίνπ ζε ζχγθξηζε κε ηελ απιή 

ηπραία είλαη ε επίδραζη ηοσ δειγμαηοληπηικού ζτεδίοσ (design effect). Ζ επίδξαζε ελφο δεηγκαηνιεπηηθνχ 

ζρεδίνπ p ζπκβνιίδεηαη deff θαη νξίδεηαη σο ην θιάζκα ηεο δηαθχκαλζεο ηνπ εθηηκεηή φηαλ ε δεηγκαηνιεςία 

γίλεη ζχκθσλα κε ην δεηγκαηνιεπηηθφ ζρέδην p, πξνο ηε δηαθχκαλζε ηνπ εθηηκεηή εάλ είρε πξαγκαηνπνηεζεί 

α.η.δ. κε ίζν κέγεζνο δείγκαηνο. Αλαιπηηθά: 

deff =
Var𝑝 𝜃  

Var𝑠𝑟𝑠 𝜃  
 

Σν δεηγκαηνιεπηηθφ ζρέδην p ζηνλ αξηζκεηή είλαη ην ζρέδην πνπ ζπγθξίλνπκε κε ηελ srs θαη είλαη ζπλήζσο 

έλα πην πνιχπινθν ζρέδην. Ζ αξηζκεηηθή ηηκή ηνπ deff δίλεη έλα κέηξν ηεο απφζηαζεο ηεο αθξίβεηαο πνπ 

επηηπγράλεηαη απφ ηνλ εθηηκεηή πηνζεηψληαο ην δεηγκαηνιεπηηθφ ζρέδην 𝑝, σο πξνο ηελ αληίζηνηρε 

πηνζεηψληαο ηελ α.η.δ. Αλάινγα κε ην αξηζκεηηθφ απνηέιεζκα ηνπ κέηξνπ deff πξνθχπηεη ε εξκελεία ηνπ. Γηα 

παξάδεηγκα εάλ deff=1, ηφηε Var𝑝 𝜃  = Var𝑠𝑟𝑠 𝜃   θαη θαηά ζπλέπεηα, ην δεηγκαηνιεπηηθφ ζρέδην p είλαη 

ηζνδχλακν κε ηελ α.η.δ. σο πξνο ηελ αθξίβεηα. Αλ deff<1, ηφηε ην δεηγκαηνιεπηηθφ ζρέδην p έρεη ζεηηθή 

επίδξαζε πάλσ ζην α.η.δ. γηαηί ε δηαθχκαλζε ηνπ εθηηκεηή είλαη κηθξφηεξε, άξα επηηπγράλεη κεγαιχηεξε 

αθξίβεηα ζε ζρέζε κε ηελ α.η.δ. Όζν κηθξφηεξν ηεο κνλάδαο είλαη ην deff ηφζν κεγαιχηεξε είλαη ε ζεηηθή 

επίδξαζε ηνπ p. Π.ρ. αλ deff=0.85, ην ζρέδην p έρεη ζεηηθή επίδξαζε ζην α.η. θαη εηδηθφηεξα ε δηαθχκαλζε 

ηνπ εθηηκεηή ζα κεησζεί θαηά 15% εάλ πηνζεηήζνπκε ην δεηγκαηνιεπηηθφ ζρέδην p έλαληη ηεο α.η.δ. Αλάινγα, 

εάλ deff>1 ε επίδξαζε ηνπ δεηγκαηνιεπηηθνχ ζρεδίνπ p είλαη αξλεηηθή, δειαδή ε δηαθχκαλζε ηνπ εθηηκεηή 

ζχκθσλα κε ηε δεηγκαηνιεςία p απμάλεηαη ζε ζρέζε κε ηελ αληίζηνηρε πνπ ζα είρακε γηα έλα α.η.δ. ίζνπ 

κεγέζνπο. Όζν κεγαιχηεξε ηεο κνλάδαο είλαη ε ηηκή ηνπ deff, ηφζν κεγαιχηεξε είλαη ε αξλεηηθή επίδξαζε 

ηνπ p ζην α.η.δ. Π.ρ. εάλ γηα έλα δεηγκαηνιεπηηθφ ζρέδην 𝑝1 είλαη deff=1.7 θαη γηα έλα δεχηεξν ζρέδην 𝑝2 

είλαη deff=2.5, ηφηε αξρηθά ζπκπεξαίλνπκε φηη θαη ηα δχν ζρέδηα 𝑝1 θαη 𝑝2 είλαη ιηγφηεξν απνηειεζκαηηθά 

απφ ην α.η.δ. Δπηπιένλ, κεηαμχ ησλ δχν ζρεδίσλ 𝑝1 θαη 𝑝2 θαιχηεξν είλαη ην 𝑝1 γηαηί ε δηαθχκαλζε ηνπ 

εθηηκεηή απμάλεηαη θαηά 70% ζε ζρέζε κε εθείλε ηεο α.η.δ., ελψ ε δηαθχκαλζε ηνπ εθηηκεηή θάησ απφ ην 𝑝2 

απμάλεηαη θαηά 150%. 

Δπίζεο, ην deff ρξεζηκνπνηείηαη φηαλ ν εξεπλεηήο ζέιεη λα επηβεβαηψζεη εάλ ην δείγκα ησλ κεηξήζεσλ πνπ 

δηαζέηεη έρεη ζπιιερζεί ζχκθσλα κε ηελ α.η.δ. Δάλ ε ηηκή ηνπ deff είλαη καθξπά απφ ην 1 ηφηε ν ηξφπνο 

δεηγκαηνιεςίαο πνπ ρξεζηκνπνηήζεθε γηα ηε ζπιινγή ηνπ δείγκαηνο δελ είλαη ε α.η.δ. 
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Παξάδεηγκα 3.10 

Γηα ηα δεδνκέλα ηνπ Παξαδείγκαηνο 3.6, ε ζπλνιηθή δηαζπνξά ησλ κεηξήζεσλ ζηνλ πιεζπζκφ, δει. ησλ 

ρξφλσλ πνπ απαηηνχληαη γηα ηε δηεθπεξαίσζε ησλ θαθέισλ αλεμαξηήησο θαηεγνξίαο ζηελ νπνία αλήθνπλ, 

ππνινγίδεηαη απφ ηνλ ηχπν (3.16) θαη ζα είλαη: 

𝑆2 =   𝑊ℎ

2

ℎ 1

𝑆ℎ
2 +  𝑊ℎ 𝑌 ℎ − 𝑌  2

2

ℎ=1

  

Δπεηδή ηα ζηνηρεία 𝑆ℎ
2, 𝑌 ℎ  θαη 𝑌  δελ είλαη γλσζηά γηα ηνλ πιεζπζκφ, αιιά εθηηκψληαη κέζσ ηνπ δείγκαηνο, ν 

εθηηκεηήο ηνπ 𝑆2 ζα δίλεηαη ηειηθά απφ ηνλ ηχπν: 

𝑆 2 = 𝑊1𝑆 1
2 +  𝑊2𝑆 2

2 + 𝑊1 𝑌  1 − 𝑌   
2

+ 𝑊2 𝑌  2 − 𝑌   
2

 

= 0.65 × 0.72 +  0.35 × 2.42 + 0.65 1.8 − 3.795 2 + 0.35 7.5 − 3.795 2 

= 9.73. 

Άξα, ν πιεζπζκφο ησλ ρξφλσλ επεμεξγαζίαο ησλ θαθέισλ, εάλ ζεσξεζεί σο εληαίν ζχλνιν, έρεη 

(εθηηκψκελε) δηαζπνξά ίζε κε 9.73. Αμίδεη λα ζεκεησζεί φηη νη δηαζπνξέο ησλ δχν ζηξσκάησλ πνπ 

πξνθχπηνπλ εάλ γίλεη θαηεγνξηνπνίεζε ησλ θαθέισλ κε βάζε ηνλ βαζκφ δπζθνιίαο είλαη 0.72 = 0.49 θαη 

2.42 = 5.76 αληίζηνηρα.  

Ζ δηαθχκαλζε ησλ δχν ζηξσκάησλ είλαη αξθεηά κηθξφηεξε απφ ηελ αξρηθή, γεγνλφο πνπ νδεγεί ζ‟ έλαλ 

εθηηκεηή κε κηθξφηεξν ηππηθφ ζθάικα. Πξάγκαηη, φπσο έρεη δεηρζεί ζην Παξάδεηγκα 3.6, ν εθηηκεηήο πνπ 

θαηαζθεπάδεηαη κε ηε βνήζεηα ελφο ζηξσκαηνπνηεκέλνπ δείγκαηνο κεγέζνπο 𝑛 = 100 έρεη ηππηθφ ζθάικα 

0.148 ψξεο, ελψ ν εθηηκεηήο απφ έλα απιφ ηπραίν δείγκα ίδηνπ κεγέζνπο απφ ηνλ πιεζπζκφ ζα έρεη 

εθηηκψκελν ηππηθφ ζθάικα: 

Va r 𝑋  =
1 − 𝑓

𝑛
𝑆2 =

1 − 100/1500

100
9.73 = 0.091  

ή se  𝑋  = 0.30 ψξεο, αξθεηά κεγαιχηεξν (δηπιάζην) απφ ην αληίζηνηρν ηεο ζηξσκαηνπνηεκέλεο. 

Έλαο ηξφπνο λα ζπγθξηζεί ε αθξίβεηα ησλ δχν εθηηκεηψλ είλαη κε ηε βνήζεηα ηεο επίδξαζεο, deff, ηνπ 

ζηξσκαηνπνηεκέλνπ δεηγκαηνιεπηηθνχ ζρεδίνπ πάλσ ζην απιφ ηπραίν. Γηα ηηο ηηκέο ηνπ παξαδείγκαηνο, ζα 

είλαη: 

deff =
Var 𝑝𝑟𝑜𝑝  𝑋 𝑠𝑡  

Var  𝑋  
=

0.0218

0.091
= 0.24  

δει. ε κεηαβιεηφηεηα ηνπ εθηηκεηή ελφο δείγκαηνο πνπ επηιέγεηαη κε ηελ απιή ηπραία βειηηψλεηαη θαηά 76% 

εάλ πηνζεηεζεί αληί ην απιφ ηπραίν ην αλαινγηθφ ζηξσκαηνπνηεκέλν ζρήκα. 

΢ηε ζπλέρεηα, γηα ηε ζχγθξηζε ηεο αθξίβεηαο ησλ εθηηκεηψλ ηεο κέζεο ηηκήο απφ έλα απιφ ηπραίν δείγκα θαη 

απφ έλα ζηξσκαηνπνηεκέλν ίζνπ κεγέζνπο δείγκα, απνδεηθλχεηαη ην αθφινπζν αξθεηά ζεκαληηθφ θαη πνιχ 

γεληθφ απνηέιεζκα. 

Πξόηαζε 3.9 

Γηα ηηο δηαθπκάλζεηο ησλ εθηηκεηψλ 𝛸  θαη 𝛸 𝑠𝑡  πνπ πξνθχπηνπλ απφ ην απιφ ηπραίν δείγκα θαη έλα 

ζηξσκαηνπνηεκέλν αλαινγηθφ θαη βέιηηζην, θαη αλ νη φξνη 1 𝛮 ℎ , 1 𝛮  ζεσξεζνχλ ακειεηένη, ηφηε ηζρχεη: 

Var𝑜𝑝𝑡  𝛸 𝑠𝑡 ≤ Var𝑝𝑟𝑜𝑝  𝛸 𝑠𝑡 ≤ Var 𝛸   

φπνπ ν δείθηεο 𝑜𝑝𝑡 δειψλεη ηνλ βέιηηζην θαηακεξηζκφ θαη ν δείθηεο 𝑝𝑟𝑜𝑝 ηνλ αλαινγηθφ. 
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Απόδεημε 

Αλ πνιιαπιαζηάζνπκε θαη ηα δχν κέιε ηεο ζρέζεο (3.16) πνπ πξνθχπηεη απφ ηνλ ηχπν ΑΝΑΓΗΑ κε ηνλ φξν 
1−𝑓

𝑛
, ιακβάλνπκε: 

1 − 𝑓

𝑛
𝑆2 =  

1 − 𝑓

𝑛
 𝑊ℎ

𝐿

ℎ=1

𝑆ℎ
2 +

1 − 𝑓

𝑛
 𝑊ℎ 𝑌 ℎ − 𝑌  2

𝐿

ℎ=1

 

ή ηζνδχλακα: 

 Var 𝛸  =  Var𝑝𝑟𝑜𝑝  𝛸 𝑠𝑡 +
1 − 𝑓

𝑛
 𝑊ℎ 𝑌 ℎ − 𝑌  2

𝐿

ℎ=1

 (3.17) 

Ζ ηειεπηαία ζρέζε απνδεηθλχεη ηε δεμηά αληζφηεηα ηεο Πξφηαζεο, δει. ηελ: 

Var𝑝𝑟𝑜𝑝  𝛸 𝑠𝑡 ≤ Var 𝛸  , 

δεδνκέλνπ φηη ην ηειεπηαίν άζξνηζκα είλαη έλα άζξνηζκα ηεηξαγψλσλ θαη ζπλεπψο είλαη πάληα ζεηηθφ. 

Γηα ηελ απφδεημε ηεο αληζφηεηαο πνπ ζπγθξίλεη ηα δχν ζηξσκαηνπνηεκέλα ζρήκαηα σο πξνο ηελ αθξίβεηα 

ηνπ εθηηκεηή πνπ ζα πξνζθέξνπλ, ζεσξνχκε ηε δηαθνξά ησλ δχν δηαθπκάλζεσλ: 

Var𝑝𝑟𝑜𝑝  𝛸 𝑠𝑡 − Var𝑜𝑝𝑡  𝛸 𝑠𝑡  

θαη, αληηθαζηζηψληαο ηηο αλαιπηηθέο ηνπο εθθξάζεηο, πξνθχπηεη: 

 Var𝑝𝑟𝑜𝑝  𝛸 𝑠𝑡 − Var𝑜𝑝𝑡  𝛸 𝑠𝑡 =
1

𝑛
 𝑊ℎ 𝑆ℎ − 𝑆  2

𝐿

ℎ=1

 (3.18) 

φπνπ 𝑆 =  𝑊ℎ𝑆ℎℎ . Δπεηδή θαη πάιη ην άζξνηζκα ηεο δηαθνξάο είλαη ζηαζεξνχ πξνζήκνπ, θαη εηδηθφηεξα 

πάληα ζεηηθφ, απνδεηθλχεηαη ε ηζρχο ηεο δεηνχκελεο αληζφηεηαο ■ 

 

Ζ Πξφηαζε 3.9 είλαη πνιχ ζεκαληηθή, γηαηί δίλεη ηε ζχγθξηζε ηεο απιήο ηπραίαο κε ηε ζηξσκαηνπνηεκέλε 

δεηγκαηνιεςία, αιιά επίζεο γηαηί παξέρεη ρξήζηκεο εθθξάζεηο, θαη πην ζπγθεθξηκέλα ηηο (3.17) θαη (3.18), 

πνπ δίλνπλ έλα κέηξν ηεο δηαθνξάο ησλ δχν πην γλσζηψλ ηπραίσλ ζηξσκαηνπνηεκέλσλ ζρεδίσλ θαη ηεο 

απιήο ηπραίαο. Οη παξαηεξήζεηο πνπ αθνινπζνχλ ζπλνςίδνπλ ηα απνηειέζκαηα πνπ εμάγνληαη απφ ηελ 

Πξφηαζε 3.9. 

Παξαηεξήζεηο 

3.6 Σν βαζηθφ απνηέιεζκα ηεο Πξφηαζεο είλαη φηη, αλεμαξηήησο ηεο δνκήο ηνπ πιεζπζκνχ (ηεο 

κεηαβιεηφηεηαο 𝑆2 γηα ην ραξαθηεξηζηηθφ), ε ζηξσκαηνπνηεκέλε δεηγκαηνιεςία βειηηψλεη πάληα ηελ 

απιή ηπραία. Σν απνηέιεζκα, κε άιια ιφγηα, ηζρχεη πάληα θαη φρη αλά πεξίπησζε ή ππφ ζπλζήθε. Ζ 

κφλε πξνυπφζεζε είλαη ηα κεγέζε 𝛮ℎ  λα είλαη αξθεηά κεγάια, ψζηε ηα 1 𝛮 ℎ  λα ζεσξνχληαη ακειεηέα. 

3.7 Μηα ζηξσκαηνπνίεζε βειηηψλεη πάληα ηελ αθξίβεηα ηεο εθηίκεζεο θαη, δεδνκέλνπ φηη ππάξρνπλ 

πνιινί ηξφπνη ρσξηζκνχ ηνπ πιεζπζκνχ ζε ζηξψκαηα, αμίδεη λα αλαδεηεζεί πνην θξηηήξην ρσξηζκνχ 

θαη πνηνο νξηζκφο ζηξσκάησλ ζα επηηχρεη κεγαιχηεξε απνηειεζκαηηθφηεηα.  

3.8 Ζ έθθξαζε (3.17) ζπλεπάγεηαη φηη ε πνζφηεηα 𝑑1 =
1−𝑓

𝑛
 𝑊ℎ 𝑌 ℎ − 𝑌  2𝐿

ℎ=1  είλαη ε δηαθνξά ησλ 

δηαθπκάλζεσλ θάησ απφ ηελ απιή ηπραία θαη απφ ηελ αλαινγηθή ζηξσκαηνπνηεκέλε. Ζ πξψηε 

δηαθχκαλζε δελ εμαξηάηαη απφ ζηξψκαηα, αιιά απφ ηνλ εληαίν πιεζπζκφ, θαη είλαη ζηαζεξή. Ζ 

δηαθχκαλζε Var𝑝𝑟𝑜𝑝  𝛸 𝑠𝑡  ζα είλαη ηφζν κηθξφηεξε ηεο Var 𝛸   απφ ηελ απιή ηπραία, φζν κεγαιχηεξε 
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είλαη ε δηαθνξά 𝑑1. Ζ δηαθνξά απηή κε ηε ζεηξά ηεο γίλεηαη κέγηζηε, φηαλ νη ηεηξαγσληθέο απνθιίζεηο 

𝑌 ℎ − 𝑌  γίλνληαη κέγηζηεο. ΢πλεπψο, φζν πεξηζζφηεξν δηαθέξνπλ νη κέζεο ηηκέο ησλ ζηξσκάησλ κεηαμχ 

ηνπο, ηφζν θαιχηεξε απφδνζε αλακέλνπκε απφ ηε ζηξσκαηνπνηεκέλε δεηγκαηνιεςία. 

3.9 Ζ έθθξαζε (3.18) ζπγθξίλεη ηελ αθξίβεηα ησλ εθηηκεηψλ θάησ απφ ηνλ ίδην νξηζκφ ζηξσκάησλ θαη 

δηαθνξεηηθφ θαηακεξηζκφ δείγκαηνο. Αλάινγα κε ηελ πεξίπησζε απηή, ε πνζφηεηα 

𝑑2 =
1

𝑛
 𝑊ℎ 𝑆ℎ − 𝑆  2𝐿

ℎ=1  είλαη ην κέηξν ηεο δηαθνξάο ησλ δχν δηαθπκάλζεσλ. Αλ 𝑑2 = 0, δει. ηα 𝑆ℎ  

είλαη ίζα γηα θάζε ζηξψκα, νη δχν θαηακεξηζκνί είλαη ηζνδχλακνη θαη, φζν κεγαιχηεξε είλαη ε 

απφθιηζε ησλ 𝑆ℎ  απφ ηε κέζε ηνπο ηηκή, ηφζν πεξηζζφηεξν ππεξηεξεί ν βέιηηζηνο θαηακεξηζκφο ζε 

ζρέζε κε ηνλ αλαινγηθφ. 

 

Γεληθφηεξα ζέκαηα, φπσο, επηινγή βνεζεηηθνχ ραξαθηεξηζηηθνχ γηα ηελ θαηαζθεπή ησλ ζηξσκάησλ, πιήζνο 

ζηξσκάησλ θαη θαζνξηζκφο νξίσλ ζηξσκάησλ, ζα απαζρνιήζνπλ ηελ αλάπηπμε ηνπ επφκελνπ θεθαιαίνπ. Σν 

ζπκπέξαζκα πνπ κέρξη ην ζεκείν απηφ είλαη ζεκαληηθφ λα θαηαγξαθεί είλαη φηη ε ζηξσκαηνπνηεκέλε 

δεηγκαηνιεςία είλαη κηα επξέσο δηαδεδνκέλε δεηγκαηνιεπηηθή κέζνδνο θαη, ελψ βειηηψλεη πάληα ηελ απιή 

ηπραία, ε πξνζπάζεηα ηνπ εξεπλεηή επηθεληξψλεηαη ζηελ φζν ην δπλαηφ βέιηηζηε εθαξκνγή ηεο 

ζηξσκαηνπνίεζεο, ψζηε ην φθεινο λα είλαη κέγηζην. 

Παξάδεηγκα 3.11  

Μηα έξεπλα δηεμάγεηαη κε ζθνπφ λα εθηηκεζεί ην πνζνζηφ αλεξγίαο ησλ θαηνίθσλ 𝑃 κηαο πφιεο. Απφ 

πξνεγνχκελεο έξεπλεο, είλαη γλσζηφ φηη ην πνζνζηφ αλεξγίαο είλαη κεγαιχηεξν γηα ηηο κηθξφηεξεο ειηθίεο. 

Γηα ην ιφγν απηφ, πξηλ απφ ηε δεηγκαηνιεςία, ν πιεζπζκφο ρσξίδεηαη ζε ηξία ζηξψκαηα, φπσο 

παξνπζηάδεηαη ζηνλ Πίλαθα 3.9. Σα βάξε ηνπ πιεζπζκνχ γηα ηα ειηθηαθά ζηξψκαηα είλαη γλσζηά θαη 

δίλνληαη ζηε 2
ε
 ζηήιε ηνπ ίδηνπ πίλαθα. Με βάζε ηα ζηνηρεία γηα ηνλ πιεζπζκφ, επηιέγεηαη έλα αλαινγηθφ 

ζηξσκαηνπνηεκέλν δείγκα κεγέζνπο 𝑛 = 300. Σα απνηειέζκαηα γηα ηνπο εθηηκεηέο ησλ πνζνζηψλ δίλνληαη 

επίζεο ζηνλ Πίλαθα 3.9.  

 

Ζιηθία 𝑾𝒉  𝑷 𝒉  

15 ζωσ 24 0.25 0.47 

24 ζωσ 40 0.35 0.30 

40 και άνω 0.40 0.20 

Πίνακας 3.9 ΢ηξσκαηνπνίεζε πιεζπζκνύ κε βάζε ηελ ειηθία.  

Ζ δηαθχκαλζε ηνπ εθηηκεηή ηνπ πνζνζηνχ αλεξγίαο κε βάζε ην ζηξσκαηνπνηεκέλν δείγκα εθηηκάηαη απφ ηνλ 

ηχπν: 

Va r(𝑃 𝑠𝑡) =
1 − 𝑓

𝑛
 𝑊ℎ

𝐿

ℎ=1

𝑛ℎ𝑃 ℎ(1 − 𝑃 ℎ )

𝑛ℎ − 1
 

Θεσξψληαο ην πειίθν ηνπ δείγκαηνο (f) ακειεηέν θαη αληηθαζηζηψληαο ηα ζηνηρεία απφ ηνλ πίλαθα, 

πξνθχπηεη: 

 

Va r(𝑃 𝑠𝑡) =
1

300
 0.25

75 ×  0.47 ×  0.53

74
+ 0.35

105 ×  0.3 ×  0.7

104
+ 0.4

120 ×  0.2 ×  0.8

119
  

=  0.000673 

ή, ην εθηηκψκελν ηππηθφ ζθάικα ηεο se (𝑃 𝑠𝑡) = 0.026. 
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Αλ ε δεηγκαηνιεςία γηλφηαλ κε απιή ηπραία αληί ζηξσκαηνπνηεκέλε γηα ζηαζεξφ κέγεζνο δείγκαηνο, 

𝑛 = 300, ε δηαθχκαλζε ηνπ εθηηκεηή, ζχκθσλα κε ηελ έθθξαζε (3.17) ζα ήηαλ: 

Var 𝛸  =  Var𝑝𝑟𝑜 𝑝 𝛸 𝑠𝑡 +
1 − 𝑓

𝑛
 𝑊ℎ 𝑌 ℎ − 𝑌  2

𝐿

ℎ=1

 

= 0.000673 +
1

300
 𝑊ℎ 𝑃ℎ − 𝑃 2

𝐿

ℎ=1

 

φπνπ 𝑃 ν ζπλνιηθφο εθηηκεηήο ηνπ δείγκαηνο, δει. γηα νιφθιεξν ηνλ πιεζπζκφ. Απφ ηα ζηνηρεία ηεο έξεπλαο, 

πξνθχπηεη φηη 𝑃 =  𝑊ℎ𝑃ℎ =  0.3025ℎ  θαη, θαηά ζπλέπεηα, 

Var 𝛸  = 0.000673 +
1

300
 𝑊1 𝑃1 − 𝑃 2 + 𝑊2 𝑃2 − 𝑃 2 + 𝑊3 𝑃3 − 𝑃 2  

= 0.00071 

Ζ επίδξαζε ηνπ ζηξσκαηνπνηεκέλνπ πάλσ ζην απιφ ηπραίν δείγκα ίδηνπ κεγέζνπο είλαη: 

deff =
Var 𝑝𝑟𝑜𝑝  𝑃 𝑠𝑡  

Var  𝑃  
=

0.000673

0.00071
=  0.95  

δει. κείσζε ηεο δηαθχκαλζεο ηνπ εθηηκεηή θαηά 5%. 

Ζ δηαθχκαλζε ηνπ εθηηκεηή πνπ ζα πξνέθππηε αλ ε ζηξσκαηνπνηεκέλε δεηγκαηνιεςία γηλφηαλ κε ηνλ 

βέιηηζην θαηακεξηζκφ, κπνξεί λα ππνινγηζηεί κε ηε βνήζεηα ηνπ ηχπνπ (3.18) θαη είλαη: 

Var𝑝𝑟𝑜𝑝  𝑃 𝑠𝑡 − Var𝑜𝑝𝑡  𝑃 𝑠𝑡 =
1

𝑛
 𝑊ℎ 𝑆ℎ − 𝑆  2

𝐿

ℎ=1

 

φπνπ 𝑆 =  𝑊ℎ𝑆ℎℎ = 0.45 θαη 𝑆ℎ
2 =

𝑛ℎ𝑃ℎ (1−𝑃ℎ )

𝑛ℎ−1
 

θαη ηειηθά: 

Var𝑜𝑝𝑡  𝑃 𝑠𝑡 = Var𝑝𝑟𝑜𝑝  𝑃 𝑠𝑡 −
1

𝑛
 𝑊ℎ 𝑆ℎ − 𝑆  2 = 0.000667.

𝐿

ℎ=1
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Κεθάιαην 4 - ΢ΣΡΧΜΑΣΟΠΟΗΖΜΔΝΖ ΓΔΗΓΜΑΣΟΛΖΦΗΑ 

ΠΔΡΑΗΣΔΡΧ ΘΔΜΑΣΑ 

΢ύλνςε  

Ζ ζηξσκαηνπνηεκέλε δεηγκαηνιεςία εθαξκόδεηαη πνιύ ζπρλά ζηελ πξάμε, ιόγσ ηεο απνηειεζκαηηθόηεηαο ησλ 

εθηηκεηώλ πνπ πξνθύπηνπλ. Ζ πινπνίεζε ηεο ζηξσκαηνπνηεκέλεο δεηγκαηνιεςίαο έρεη σο πξνϋπόζεζε ηελ 

ύπαξμε κηαο βνεζεηηθήο κεηαβιεηήο (auxiliary variable), έζησ Ε, πνπ, ηδαληθά, λα ζρεηίδεηαη κε ηελ θύξηα 

κεηαβιεηή 𝑌 ηεο έξεπλαο θαη λα ππάξρνπλ δηαζέζηκα ζηνηρεία ηεο γηα ηνλ πιεζπζκό. Ζ βνεζεηηθή κεηαβιεηή 

ρξεζηκεύεη ζηελ θαηαζθεπή ησλ ζηξσκάησλ, πξνθεηκέλνπ ζηε ζπλέρεηα ε επηινγή ηνπ δείγκαηνο λα γίλεη 

ζύκθσλα κε ηε ζηξσκαηνπνηεκέλε δεηγκαηνιεςία. Πξνεγνύκελεο έξεπλεο ή απνγξαθέο παξέρνπλ ηα 

απαξαίηεηα ζηνηρεία γηα κία ή πεξηζζόηεξεο βνεζεηηθέο κεηαβιεηέο ζηνλ πιεζπζκό θαη πξαθηηθά είλαη αξθεηά 

εύθνιε ε ζηξσκαηνπνίεζε ηνπ πιεζπζκνύ. Ζ επθνιία ζηελ πινπνίεζε, ζε ζπλδπαζκό κε ηηο θαιέο ηδηόηεηεο ηεο 

κεζόδνπ, θαζηζηνύλ ηε ζηξσκαηνπνηεκέλε κηα αξθεηά δηαδεδνκέλε κέζνδν δεηγκαηνιεςίαο. Γηα ην ιόγν απηό, 

ην παξόλ θεθάιαην ζα αζρνιεζεί κε πεξαηηέξσ ζέκαηα πνπ αθνξνύλ πξαθηηθά πξνβιήκαηα θαη αλαθύπηνπλ 

θαηά ηνλ ζρεδηαζκό θαη ηελ πινπνίεζε ηεο ζηξσκαηνπνηεκέλεο (βιέπε επίζεο: Kish (1965, Κεθ. 2 & 3), 

Cochran (1977, Κεθ. 5) θαη Levy & Lemeshow (1999, Κεθ. 6). Αλαιπηηθόηεξα, ηα ζέκαηα ηεο πεξαηηέξσ 

κειέηεο επηθεληξώλνληαη (α) ζηελ επηινγή ηεο βνεζεηηθήο κεηαβιεηήο πνπ ζα ρξεζηκνπνηεζεί σο θξηηήξην 

ρσξηζκνύ ησλ ζηξσκάησλ ζηνλ πιεζπζκό, (β) ηελ επηινγή ηνπ αξηζκνύ ησλ ζηξσκάησλ θαη (γ) ηελ θαηαζθεπή 

ησλ ζηξσκάησλ, εηδηθόηεξα ζηελ πεξίπησζε πνπ ε βνεζεηηθή κεηαβιεηή είλαη ζπλερήο. Δπίζεο, γίλεηαη 

πεξηγξαθή θαη κειέηε ηεο εθ ησλ πζηέξσλ ζηξσκαηνπνηεκέλεο δεηγκαηνιεςίαο (post-stratification 

sampling) θαη ησλ ηδηνηήησλ πνπ ηε ραξαθηεξίδνπλ. 

Πξναπαηηνύκελε γλώζε 

Κεθάιαην 1 -, Κεθάιαην 2 -Κεθάιαην 3 -Οκαδνπνίεζε Παξαηεξήζεσλ ζε Πίλαθα ΢πρλνηήησλ, Δθαηνζηεκόξηα.  

4.1. Δπηινγή βνεζεηηθήο κεηαβιεηήο θαη αξηζκνύ ζηξσκάησλ ζηε 

΢ηξσκαηνπνηεκέλε Γεηγκαηνιεςία  

Έλα απφ ηα πξσηαξρηθά εξσηήκαηα πνπ ζα απαζρνιήζνπλ ηνλ εξεπλεηή ζην ζηάδην ηεο νξγάλσζεο ηεο 

έξεπλαο, φηαλ απηή πεξηιακβάλεη ηε ζηξσκαηνπνηεκέλε δεηγκαηνιεςία, είλαη πνηα βνεζεηηθή κεηαβιεηή ζα 

επηιέμεη γηα ηνλ ρσξηζκφ ηνπ πιεζπζκνχ ζε ζηξψκαηα. Ζ αλάγθε ηεο επηινγήο κηαο βνεζεηηθήο κεηαβιεηήο 

πξνθχπηεη απφ ην γεγνλφο φηη θαηά θαλφλα ππάξρνπλ αξθεηέο βνεζεηηθέο κεηαβιεηέο πνπ ζα κπνξνχζαλ λα 

ζρεηίδνληαη κε ηελ έξεπλα θαη πνπ ηαπηφρξνλα είλαη δηαζέζηκα ηα ζηνηρεία ηνπο γηα ηνλ πιεζπζκφ. Ζ επηινγή 

δε είλαη ζεκαληηθή, γηαηί ην φθεινο ζηελ απνηειεζκαηηθφηεηα ηνπ εθηηκεηή κε ρξήζε ηεο ζηξσκαηνπνίεζεο 

έλαληη ηεο α.η.δ. εμαξηάηαη απφ ηε βνεζεηηθή κεηαβιεηή θαη ηνλ ηξφπν πνπ ζχκθσλα κε απηή ζα νξηζηνχλ ηα 

ζηξψκαηα.  

Δηδηθφηεξα, φπσο αλαιπηηθά έρεη απνδεηρζεί ζην Κεθάιαην 3, ε αθξίβεηα ηεο ζηξσκαηνπνηεκέλεο 

δεηγκαηνιεςίαο έλαληη ηεο α.η.δ. είλαη ηφζν κεγαιχηεξε, φζν κεγαιχηεξε νκνηνγέλεηα έρεη επηηεπρζεί ζην 

εζσηεξηθφ ησλ ζηξσκάησλ θαη ηαπηφρξνλα φζν πην δηαθνξεηηθνί (εηεξνγελείο) είλαη νη κέζνη ησλ ζηξσκάησλ 

κεηαμχ ηνπο.  

Δίλαη πξνθαλέο φηη ην ραξαθηεξηζηηθφ απηφ, ζηελ πεξίπησζε ησλ ζπλερψλ βνεζεηηθψλ κεηαβιεηψλ, 

επηηπγράλεηαη φηαλ γηα ηε ζηξσκαηνπνίεζε επηιεγεί εθείλε ε κεηαβιεηή πνπ έρεη ηε κεγαιχηεξε δπλαηή 

ζπζρέηηζε κε ηελ θχξηα κεηαβιεηή ηεο έξεπλαο. Σν απνηέιεζκα απηφ επηβεβαηψλεηαη θαη καζεκαηηθά θαη 

παξνπζηάδεηαη ζηελ Παξάγξαθν 4.1.1, παξάιιεια κε ηελ παξνπζίαζε ηνπ πξνβιήκαηνο ηεο επηινγήο ηνπ 

αξηζκνχ ησλ ζηξσκάησλ. 

΢ηελ πεξίπησζε ησλ θαηεγνξηθψλ κεηαβιεηψλ, ε επηινγή ζα γίλεη κε θξηηήξην ηελ πνζφηεηα  𝑊ℎ 𝑌 ℎ −𝐿
ℎ=1

𝑌  2. ΢χκθσλα κε ηε ζρέζε (3.17), ε ζηξσκαηνπνίεζε πνπ επηηπγράλεη κεγηζηνπνίεζε ηεο πνζφηεηαο απηήο 

βειηηψλεη ζε κεγαιχηεξν βαζκφ ηε ζηξσκαηνπνηεκέλε θαη, θαηά ζπλέπεηα, είλαη ε επηθξαηέζηεξε. 

Πξνθεηκέλνπ λα γίλεη απηφο ν έιεγρνο, είλαη απαξαίηεηεο νη εθηηκήζεηο ησλ 𝑌 ℎ  θαη 𝑌  απφ πξνεγνχκελεο 

έξεπλεο. Γηα θαηαλφεζε, αο ππνζέζνπκε έλα κηθξφ παξάδεηγκα ελφο πιεζπζκνχ κε 10 παξαηεξήζεηο. Ο 

Πίλαθαο 4.1 δίλεη ηηο ηηκέο ηεο βαζηθήο κεηαβιεηήο 𝑌 γηα ηνλ πιεζπζκφ θαη ηηκέο γηα δχν δηαζέζηκεο 

βνεζεηηθέο θαηεγνξηθέο κεηαβιεηέο, 𝑍 θαη 𝑈, γηα θάζε κνλάδα ηνπ πιεζπζκνχ. Ζ κέζε ηηκή ηνπ πιεζπζκνχ 
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είλαη 𝑌 = 6.23. Αλ νη ηηκέο ηνπ πιεζπζκνχ ρσξηζηνχλ ζχκθσλα κε ηε κεηαβιεηή 𝑍, ζα είλαη: 𝑌 1 = 6.2, 

𝑌 2 = 6.26 θαη  𝑊ℎ 𝑌 ℎ − 𝑌  2 = 0.0009𝐿
ℎ=1 . Γηα ηε κεηαβιεηή 𝑈, νη αληίζηνηρεο πνζφηεηεο είλαη 𝑌 1 = 7.56, 

𝑌 2 = 6.95, 𝑌 3 = 3.53 θαη  𝑊ℎ 𝑌 ℎ − 𝑌  2 = 3.17𝐿
ℎ=1 . Ζ κεηαβιεηή 𝑈 ζα είλαη επνκέλσο θαηαιιειφηεξε γηα 

ρξήζε σο βνεζεηηθή κεηαβιεηή ζην ζπγθεθξηκέλν παξάδεηγκα πιεζπζκνχ 𝑌. ΢χκθσλα κε ηε κεηαβιεηή 

απηή, νη κέζεο ηηκέο ηνπ πιεζπζκνχ αλά ζηξψκαηα είλαη αξθεηά δηαθνξεηηθέο κεηαμχ ηνπο, δει. 

επηηπγράλεηαη ε επηζπκεηή εηεξνγέλεηα κεηαμχ ησλ ζηξσκάησλ.  

 

Μεταβλητή Τ 2.3 4.5 5.6 3.4 9.4 12.3 4.7 3.6 11.2 5.3 

Μεταβλητή Ζ 1 2 2 1 1 1 2 1 2 2 

Μεταβλητή U 3 2 1 1 2 1 3 3 1 1 

Πίνακας 4.1 Βαζηθή Μεηαβιεηή (Y) θαη δύν βνεζεηηθέο κεηαβιεηέο (Ε), (U). 

Δίλαη δπλαηφλ λα ρξεζηκνπνηεζνχλ πεξηζζφηεξεο απφ κία βνεζεηηθέο κεηαβιεηέο γηα ηε ζηξσκαηνπνίεζε. 

Γηα παξάδεηγκα, ην θχιν θαη ε ειηθηαθή νκάδα ζεσξνχληαη γηα ηε κειέηε ηνπ πνζνζηνχ αλεξγίαο αξθεηά 

ζεκαληηθνί παξάγνληεο. ΢ηελ πεξίπησζε απηή, ην πιήζνο ησλ ζηξσκάησλ ηνπ πιεζπζκνχ είλαη ην γηλφκελν 

ησλ ζηξσκάησλ πνπ πξνθχπηνπλ απφ ηελ θάζε κία κεηαβιεηή ρσξηζηά. Ζ πηνζέηεζε δχν ή πεξηζζφηεξσλ 

βνεζεηηθψλ κεηαβιεηψλ γηα ρσξηζκφ ησλ ζηξσκάησλ έρεη σο πιενλέθηεκα φηη κεηά ην πέξαο ηεο έξεπλαο 

είλαη δπλαηφ λα εμαρζνχλ ζπκπεξάζκαηα γηα εηδηθέο θαηεγνξίεο πιεζπζκνχ, π.ρ. ην πνζνζηφ αλεξγίαο γηα ηηο 

γπλαίθεο ειηθίαο έσο 25 εηψλ, ζην παξάδεηγκα. Σν κεηνλέθηεκα ηεο ρξήζεο δχν ή πεξηζζφηεξσλ βνεζεηηθψλ 

κεηαβιεηψλ γηα ηε ζηξσκαηνπνηεκέλε είλαη ην κεγάιν πιήζνο ησλ ζηξσκάησλ πνπ είλαη δπλαηφ λα πξνθχςεη 

θαη ε επηβάξπλζε ηεο νξγάλσζεο θαη ηεο δηελέξγεηαο ηεο έξεπλαο πνπ απηφ ζα έρεη σο ζπλέπεηα. 

4.1.1 Δπηινγή βνεζεηηθήο κεηαβιεηήο θαη αξηζκνύ ζηξσκάησλ ζηε 

΢ηξσκαηνπνηεκέλε Γεηγκαηνιεςία  

Μεηά ηελ επηινγή ηεο βνεζεηηθήο κεηαβιεηήο γηα ηνλ ζρεδηαζκφ ησλ ζηξσκάησλ, ην επφκελν εξψηεκα είλαη 

ν αξηζκφο ησλ ζηξσκάησλ ζηα νπνία πξέπεη λα ρσξηζηεί ν πιεζπζκφο. Ο αξηζκφο απηφο, γηα ηηο θαηεγνξηθέο 

κεηαβιεηέο είλαη ζπλήζσο πξνθαλήο γηαηί ζπκπίπηεη κε ην πιήζνο ησλ επηπέδσλ ηεο κεηαβιεηήο. Γηα 

παξάδεηγκα, αλ ε βνεζεηηθή κεηαβιεηή είλαη ην θχιν, ηφηε ηα δχν ζηξψκαηα "άλδξεο" θαη "γπλαίθεο" είλαη 

ηα πξνθαλή ζηξψκαηα. Σν ίδην απνηέιεζκα ηζρχεη γεληθφηεξα γηα κηα νπνηαδήπνηε κε δηαηάμηκε θαηεγνξηθή 

κεηαβιεηή. 

Αλ ε βνεζεηηθή κεηαβιεηή είλαη θαηεγνξηθή δηαηάμηκε κε πνιιά ελδερνκέλσο επίπεδα, ή αλ είλαη ζπλερήο, 

ηφηε έρεη λφεκα λα δηεξεπλεζεί πεξαηηέξσ ζε πφζα ζηξψκαηα ζα ρσξίζνπκε ηνλ πιεζπζκφ βάζεη ηεο 

κεηαβιεηήο απηήο. Γηα παξάδεηγκα, αλ ε βνεζεηηθή κεηαβιεηή είλαη ν βαζκφο πξνηίκεζεο ελφο ππνςήθηνπ 

αγνξαζηή γηα έλα πξντφλ, θαη ηα επίπεδα ηεο απάληεζεο είλαη απφ 1 έσο 10, ηφηε ζα κπνξνχζαλ λα νξηζηνχλ 

10 ζηξψκαηα, φπσο ζε θάζε άιιε θαηεγνξηθή βνεζεηηθή κεηαβιεηή, αιιά θαη ιηγφηεξα, αλ ππάξμνπλ 

ζπλελψζεηο θάπνησλ επηπέδσλ. Π.ρ. 1
ν
 ζηξψκα: πξνηίκεζε 1 έσο 3, 2

ν
 ζηξψκα: πξνηίκεζε 4-6, 3

ν
 ζηξψκα: 

πξνηίκεζε 7 ή 8 θαη 4
ν
 ζηξψκα: πξνηίκεζε 9 ή 10. 

Δπίζεο γηα κηα βνεζεηηθή κεηαβιεηή πνπ είλαη ζπλερήο, π.ρ. ειηθία θαηνίθσλ, ην εξψηεκα είλαη αθφκα πην 

ζεκαληηθφ, θαη απαηηείηαη νκαδνπνίεζε ησλ ειηθηψλ, έηζη ψζηε λα πξνθχςνπλ ηα 𝐿, ζχκθσλα κε ηε ζεσξία, 

ζηξψκαηα. Τπελζπκίδεηαη φηη ε αχμεζε ηνπ αξηζκνχ ησλ ζηξσκάησλ ζπλδέεηαη κε ην θφζηνο ηεο έξεπλαο, 

νπφηε ε βέιηηζηε επηινγή ηνπ 𝐿 είλαη επηζπκεηή. 

Απνδεηθλχεηαη φηη, αλ 𝑌 είλαη ε θχξηα κεηαβιεηή ηελ νπνία ελδηαθεξφκαζηε λα εθηηκήζνπκε, θαη 𝛧 είλαη ε 

βνεζεηηθή, κε ηε βνήζεηα ηεο νπνίαο ζα νξηζηνχλ ηα ζηξψκαηα ζηνλ πιεζπζκφ, ηφηε  

 Var𝑠𝑡 𝑌  ≈
𝑆𝑌

2

𝑛
 
𝜌2

𝐿2
+ (1 − 𝜌2)  (4.1) 
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φπνπ 𝜌 είλαη ν ζπληειεζηήο ζπζρέηηζεο ησλ κεηαβιεηψλ 𝛧 θαη 𝑌. O πξψηνο παξάγνληαο ζηε ζρέζε (4.1) 

είλαη ε δηαθχκαλζε ηνπ εθηηκεηή ηνπ κέζνπ ηνπ πιεζπζκνχ θάησ απφ ην απιφ ηπραίν δεηγκαηνιεπηηθφ 

ζρέδην, φηαλ ε δηφξζσζε ηνπ πεπεξαζκέλνπ πιεζπζκνχ ζεσξεζεί ακειεηέα (βι. Παξαηήξεζε 2.4). Δίλαη 

ζπλεπψο θαλεξφ απφ ηε ζρέζε () φηη ν παξάγνληαο 
𝜌2

𝐿2 + (1 − 𝜌2) είλαη ν παξάγνληαο πνπ αληηπξνζσπεχεη ηε 

κείσζε πνπ ζα ππάξμεη ζηε δηαθχκαλζε ηνπ εθηηκεηή απφ ηελ α.η.δ., φηαλ εθαξκνζηεί ε ζηξσκαηνπνηεκέλε 

κε ηε βνήζεηα ηεο 𝛧. Με άιια ιφγηα, είλαη ε επίδξαζε ηνπ ζηξσκαηνπνηεκέλνπ δεηγκαηνιεπηηθνχ ζρεδίνπ 

ζηελ απιή ηπραία. 

΢ην ΢ρήκα 4.1 δίλνληαη νξηζκέλεο γξαθηθέο παξαζηάζεηο ηεο ζπλάξηεζεο deff 𝐿 =
𝜌2

𝐿2 +  1 − 𝜌2 , 𝐿 =

1,2,3, … γηα δηάθνξεο ηηκέο ηνπ 𝜌. Με ηε βνήζεηα ησλ γξαθηθψλ παξαζηάζεσλ, δηαπηζηψλνπκε γξαθηθά 

θάπνηα απφ ηα βαζηθά ραξαθηεξηζηηθά ηεο ζπλάξηεζεο deff 𝐿  θαη επηπιένλ επηβεβαηψλνπκε νξηζκέλα απφ 

ηα ζεσξεηηθά απνηειέζκαηα πνπ ηζρχνπλ γηα ηε ζπλάξηεζε ηεο επίδξαζεο θαη είλαη ρξήζηκα θαηά ηνλ 

ζρεδηαζκφ ηεο έξεπλαο.  

Αλαιπηηθά, έλα πξψην ζπκπέξαζκα είλαη φηη ε ζπλάξηεζε είλαη θζίλνπζα σο πξνο ην 𝐿  𝐿 = 1,2,3, …   θαη, 

ζπλεπψο, φζν απμάλεηαη ν αξηζκφο ησλ ζηξσκάησλ 𝐿, ηφζν πην απνδνηηθή ζα είλαη ε ζηξσκαηνπνηεκέλε 

έλαληη ηεο απιήο ηπραίαο. Πξνθαλψο, γηα 𝐿 = 1 ε δεηγκαηνιεςία ηαπηίδεηαη κε ηελ απιή ηπραία θαη ε 

αθξίβεηα είλαη ε ίδηα. Ζ θζίλνπζα ηάζε ηεο ζπλάξηεζεο ζηαζεξνπνηείηαη απφ έλαλ αξηζκφ 𝐿 θαη κεηά, θαη ε 

θακπχιε ηεο επίδξαζεο ηνπ ζηξσκαηνπνηεκέλνπ ζρεδίνπ ζην α.η. δείγκα είλαη ζρεδφλ επίπεδε. Ο αξηζκφο 

απηφο γηα ην 𝐿 είλαη κηθξφο, γεγνλφο πνπ ζεκαίλεη φηη ε πηνζέηεζε ηεο ζηξσκαηνπνηεκέλεο δεηγκαηνιεςίαο, 

αξθεηά λσξίο, δει. αθφκε θαη γηα κηθξφ αξηζκφ ζηξσκάησλ, πξνζθέξεη ην κεγαιχηεξν κέξνο ηεο βειηίσζεο 

ηεο αθξίβεηαο ηνπ εθηηκεηή. Όζν ην 𝐿 κεγαιψλεη πεξηζζφηεξν, ην πξφζζεην φθεινο πιένλ ζα είλαη ακειεηέν. 

Ο αξηζκφο απηφο 𝐿 δελ δηαθέξεη ζεκαληηθά γηα ηηο δηάθνξεο ηηκέο ηνπ 𝜌, θαη εηδηθφηεξα νη γξαθηθέο 

παξαζηάζεηο ηνπ ΢ρήκαηνο 4.1 επηβεβαηψλνπλ ην ζεσξεηηθφ ζπκπέξαζκα φηη πξαθηηθά ν κέγηζηνο αξηζκφο 

ησλ ζηξσκάησλ γηα ηηο εθαξκνγέο δελ μεπεξλά ην έμη.  

 

 

Στήμα 4.1 Δπίδξαζε ζηξσκαηνπνηεκέλνπ ζρεδίνπ σο πξνο ηελ α.η.δ. 

Σν δεχηεξν ζεκαληηθφ απνηέιεζκα πνπ εμάγεηαη απφ ην ΢ρήκα 4.1 είλαη φηη ε επίδξαζε ηνπ 

ζηξσκαηνπνηεκέλνπ ζρήκαηνο ζην απιφ ηπραίν εμαξηάηαη απφ ηνλ ζπληειεζηή ζπζρέηηζεο 𝜌. Γηα 

παξάδεηγκα, φηαλ 𝜌 = 0.9 ην deff είλαη 0.25 γηα 𝐿 = 4, δει. ην ζηξσκαηνπνηεκέλν ζρήκα κεηψλεη ηε 

δηαθχκαλζε Varsrs(𝑌 ) θαηά 75%. Γηα 𝜌 = 0.7, ην αληίζηνηρν πνζνζηφ είλαη 45% , ελψ γηα 𝜌 = 0.3, ην ίδην 
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πνζνζηφ είλαη κφιηο 8%. Σν ίδην ζπκπέξαζκα παξνπζηάδεηαη πην παξαζηαηηθά ζην ΢ρήκα 4.2, φπνπ γίλεηαη ε 

γξαθηθή παξάζηαζε θαη ησλ 4 ζπλαξηήζεσλ deff ηνπ ΢ρήκαηνο 4.1 πάλσ ζην ίδην ζχζηεκα αμφλσλ. Ζ ζρέζε 

(4.1) επηβεβαηψλεη ζεσξεηηθά ην γεγνλφο φηη αλ ππάξρνπλ πνιιέο ππνςήθηεο ζπλερείο βνεζεηηθέο κεηαβιεηέο 

γηα ηε ζηξσκαηνπνίεζε, επηθξαηέζηεξε είλαη εθείλε πνπ ζπλδέεηαη πην έληνλα κε ηε βαζηθή κεηαβιεηή.  

 

 

Στήμα 4.2: Δπίδξαζε ζηξσκαηνπνηεκέλεο σο πξνο ηελ α.η.δ. γηα ξ = 0.3, 0,45, 0.7 θαη 0.9. 

Κιείλνληαο ην εξψηεκα γηα ηνλ αξηζκφ ησλ ζηξσκάησλ ζηε ζηξσκαηνπνηεκέλε, ζπκπεξαίλνπκε φηη ν 

αξηζκφο ησλ ζηξσκάησλ κπνξεί λα πξνζδηνξηζηεί κε ηε βνήζεηα κηαο εθηίκεζεο ηνπ 𝜌 θαη ζέηνληαο έλα 

πξνθαζνξηζκέλν κέγεζνο γηα ην deff ζην πιαίζην ησλ δπλαηψλ ηηκψλ ηνπ. Π.ρ. γηα 𝜌 = 0.7, ε επίδξαζε deff 
γηα L = 2 έσο L = 5 είλαη 

 

𝑳 2 3 4 5 

𝐝𝐞𝐟𝐟 0.63 0.56 0.54 0.53 

 

Δάλ ην επηπιένλ 2% φθεινο πνπ ζα επηηχρεη ν εξεπλεηήο απφ ηελ αχμεζε ησλ ζηξσκάησλ θαηά έλα, 

κεηαβαίλνληαο απφ 𝐿 = 3 ζε 𝐿 = 4, είλαη ζεκαληηθφ, ζα επηιέμεη 𝐿 = 4. Δάλ ην deff = 0.63, δει. ην φθεινο 

37% πνπ επηηπγράλεη κε ηελ επηινγή 𝐿 = 2 θξίλεηαη επαξθέο, ηφηε ηα δχν ζηξψκαηα είλαη αξθεηά γηα ηελ 

εθαξκνγή ηεο ζηξσκαηνπνηεκέλεο. 

4.2. Καζνξηζκόο νξίσλ ησλ ζηξσκάησλ ζηε ΢ηξσκαηνπνηεκέλε 

Γεηγκαηνιεςία 

Όηαλ ηα εξσηήκαηα ηεο βνεζεηηθήο κεηαβιεηήο πνπ ζα ρξεζηκνπνηεζεί γηα ηε ζηξσκαηνπνίεζε θαη ηνπ 

αξηζκνχ ησλ ζηξσκάησλ έρνπλ απαληεζεί, ην επφκελν πξφβιεκα θαηά ηνλ ζρεδηαζκφ ηεο έξεπλαο είλαη λα 

θαζνξηζηνχλ ηα φξηα ηεο βνεζεηηθήο κεηαβιεηήο πνπ ζα νξίδνπλ ηαπηφρξνλα θαη ηα φξηα ησλ ζηξσκάησλ. 

΢ε νξηζκέλεο εθαξκνγέο, ηα φξηα θαζνξίδνληαη απφ ηε δηαζεζηκφηεηα ησλ ζηνηρείσλ γηα ηνλ πιεζπζκφ θαη 

δελ ππάξρεη ε δπλαηφηεηα θαζνξηζκνχ ησλ νξίσλ απφ ηνλ εξεπλεηή. Γηα παξάδεηγκα, αλ ηα ζηξψκαηα 
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ρσξίδνληαη βάζεη ηνπ ηαρπδξνκηθνχ θψδηθα, ηφηε φιεο νη δηεπζχλζεηο πνπ έρνπλ ηνλ ίδην ηαρπδξνκηθφ θψδηθα 

αλήθνπλ ζην ίδην ζηξψκα. Γελ ζα είλαη εθηθηφ λα ρσξίζνπκε ηηο δηεπζχλζεηο πνπ έρνπλ ηνλ ίδην ηαρπδξνκηθφ 

θψδηθα. 

Όηαλ ε βνεζεηηθή κεηαβιεηή είλαη ζπλερήο θαη είλαη δηαζέζηκα ηα ζηνηρεία ζηνλ εξεπλεηή, ηφηε είλαη 

δπλαηφλ ν ίδηνο λα θαζνξίζεη ηα φξηα ηνπ θάζε ζηξψκαηνο. Γηα ηνλ ζθνπφ απηφ, έρνπλ αλαπηπρζεί δηάθνξεο 

πξνηάζεηο (βι. Levy & Lemeshow, 1999, Κεθ. 6), ηηο ζεκαληηθφηεξεο ησλ νπνίσλ ζα αλαπηχμνπκε ζηε 

ζπλέρεηα. Αμίδεη λα ζεκεησζεί φηη ε πινπνίεζε απηψλ ησλ κεζνδνινγηψλ είλαη δηαζέζηκε κέζα απφ 

ζηαηηζηηθά παθέηα. ΢ην παξφλ θεθάιαην, ζα γίλεη ε πεξηγξαθή θαη ε εθαξκνγή νξηζκέλσλ απφ ηηο κεζφδνπο 

θαζνξηζκνχ ησλ νξίσλ ησλ ζηξσκάησλ κε ηε βνήζεηα ηνπ ζηαηηζηηθνχ παθέηνπ stratification ηεο R. 

4.2.1 Καηαζθεπή ζηξσκάησλ ζηε ΢ηξσκαηνπνηεκέλε Γεηγκαηνιεςία 

 Α. Μέζνδνο ίζνπ εύξνπο (equal range method) 

Ζ κέζνδνο απηή είλαη ε πην απιή θαη, φπσο δειψλεη ην φλνκά ηεο, ηα φξηα ησλ ζηξσκάησλ νξίδνληαη έηζη 

ψζηε ηα ζηξψκαηα λα έρνπλ ίζν εχξνο ηηκψλ γηα ηε βνεζεηηθή κεηαβιεηή. Δάλ ην ζπλνιηθφ εχξνο ηεο 

βνεζεηηθήο κεηαβιεηήο 𝛧 γηα ηνλ πιεζπζκφ είλαη 𝑅 θαη αλ ηα ζηξψκαηα πνπ επηζπκνχκε λα ρσξίζνπκε ηνλ 

πιεζπζκφ είλαη 𝐿, ηφηε ηα φξηα ηεο βνεζεηηθήο κεηαβιεηήο είλαη: 

min
𝑖

𝑊, min
𝑖

𝑊 +
𝑅

𝐿
,  min

𝑖
𝑊 + 2

𝑅

𝐿
, … , min

𝑖
𝑊 + (𝐿 − 1)

𝑅

𝐿
 

θαη θαηά ζπλέπεηα, ηα φξηα γηα ηα αληίζηνηρα ζηξψκαηα πνπ νξίδνληαη ζα είλαη αλαιπηηθά: 

 

 min𝑖 𝛧,   min𝑖 𝛧 +
𝑅

𝐿
  , 

 min𝑖 𝛧 +
𝑅

𝐿
 ,   min𝑖 𝛧 + 2

𝑅

𝐿
 , 

… 

 

 min𝑖 𝛧 +  𝐿 − 2 
𝑅

𝐿
 ,  min𝑖 𝛧 + (𝐿 − 1)

𝑅

𝐿
 . 

 

΢χκθσλα κε ηνλ νξηζκφ ησλ νξίσλ, ην πξψην ζηξψκα ζα απνηειείηαη απφ ηηο κνλάδεο ηνπ πιεζπζκνχ πνπ ε 

ηηκή ηνπο γηα ηε βνεζεηηθή κεηαβιεηή 𝛧 θπκαίλεηαη ζην δηάζηεκα  min𝑖 𝛧,   min𝑖 𝛧 +
𝑅

𝐿
  , ην δεχηεξν ζηξψκα 

πεξηιακβάλεη ηηο κνλάδεο γηα ηηο νπνίεο ε 𝛧 αλήθεη ζην  min𝑖 𝛧 +
𝑅

𝐿
 ,  min𝑖 𝛧 + 2

𝑅

𝐿
  θ.ν.θ. 

Ζ κέζνδνο ίζνπ εχξνπο γηα ηνλ θαζνξηζκνχ ησλ νξίσλ ησλ ζηξσκάησλ, έρεη σο πιενλέθηεκα ηελ επθνιία 

ζηελ εθαξκνγή, αιιά είλαη θαλεξφ, απφ ηνλ ηξφπν πνπ νξίδνληαη ηα φξηα ηεο 𝑊, φηη ηα ζηξψκαηα πνπ ζα 

πξνθχςνπλ έρνπλ ηδηφηεηεο πνπ εμαξηψληαη απφ ην ζρήκα ηεο θαηαλνκήο ηήο 𝛧. Αλαιπηηθφηεξα, αλ ε 𝛧 

θαηαλέκεηαη νκνηφκνξθα, ηφηε ην θάζε ζηξψκα ζα έρεη ίδην αξηζκφ παξαηεξήζεσλ. Όηαλ ε θαηαλνκή ηεο 

βνεζεηηθήο κεηαβιεηήο παξνπζηάδεη ζεηηθή ή αξλεηηθή αζπκκεηξία, ηφηε ν αξηζκφο ησλ παξαηεξήζεσλ αλά 

ζηξψκα κπνξεί λα δηαθέξεη αξθεηά. Οξηζκέλα ζηξψκαηα ζα έρνπλ ιίγεο κφλν παξαηεξήζεηο, ελψ αληίζεηα 

νξηζκέλα κπνξεί λα είλαη πνιππιεζή. Σν γεγνλφο φηη ην εχξνο παξαηεξήζεσλ είλαη ίδην γηα φια ηα ζηξψκαηα 

ζπλεπάγεηαη φηη νη δηαθπκάλζεηο κέζα ζε θάζε ζηξψκα, ζχκθσλα κε ηελ ίζνπ εχξνπο κεζνδνινγία, είλαη 

ζπγθξίζηκεο. Απηφ κε ηε ζεηξά ηνπ, ζπλεπάγεηαη πσο ζηελ πεξίπησζε απηή, ν βέιηηζηνο θαηακεξηζκφο, εάλ 

επηπιένλ ην θφζηνο αλά ζηξψκα είλαη ίζν, ηαπηίδεηαη κε ηνλ αλαινγηθφ θαηακεξηζκφ (βι. ΢ρέζε 3.13). Ζ 

πεξίπησζε ζπλεπψο ελφο πιεζπζκνχ κε ζεηηθή ή αξλεηηθή αζπκκεηξία ζα ζπληζηνχζε κέγεζνο δείγκαηνο 

πάξα πνιχ κεγάιν γηα ηα ζηξψκαηα κε ηε κεγάιε ζπγθέληξσζε παξαηεξήζεσλ. 

Γηα ηελ αληηκεηψπηζε ηνπ παξαπάλσ θαηλνκέλνπ, έρεη πξνηαζεί ε επφκελε κέζνδνο, πνπ βαζίδεηαη ζηα 

εθαηνζηεκφξηα. 



 

 
75 

 B. Mέζνδνο εθαηνζηεκνξίσλ (quantile method) 

΢χκθσλα κε ηε κέζνδν ησλ εθαηνζηεκνξίσλ, ηα φξηα ηεο βνεζεηηθήο κεηαβιεηήο νξίδνληαη έηζη, ψζηε κέζα 

ζην θαζέλα απφ ηα 𝐿 ζηξψκαηα πνπ ζα πξνθχςνπλ λα αλήθεη ίζνο αξηζκφο παξαηεξήζεσλ γηα ηνλ πιεζπζκφ. 

Απηφ επηηπγράλεηαη κε ηε βνήζεηα ησλ εθαηνζηεκνξίσλ γηα ηε βνεζεηηθή κεηαβιεηή. Πην ζπγθεθξηκέλα, αλ 

𝐿 = 4 είλαη ν επηζπκεηφο αξηζκφο ησλ ζηξσκάησλ, ηα φξηα ηεο 𝛧 θαζνξίδνληαη κε ηε βνήζεηα ηνπ 25
νπ

, 50
νχ

 

θαη 75
νπ

 εθαηνζηεκνξίνπ, δει. ην 1
ν
 ηεηαξηεκφξην 𝑅1, ηε δηάκεζν 𝑀 θαη ην ηξίην ηεηαξηεκφξην 𝑅3. Σα 4 

ζηξψκαηα πνπ πξνθχπηνπλ απφ ηα φξηα απηά είλαη νη ηηκέο ηνπ πιεζπζκνχ γηα ηηο νπνίεο ε 𝛧 παίξλεη ηηκέο 

ζηα δηαζηήκαηα  min𝑖 𝛧 ,   𝑅1  ,  𝑅1 ,  𝑀 ,  𝑀 ,  𝑅3  θαη  𝑅3 , max𝑖 𝛧 .  

 

΢χκθσλα κε ηε κεζνδνινγία απηή, ηα ζηξψκαηα πνπ πξνθχπηνπλ έρνπλ ίδην αξηζκφ παξαηεξήζεσλ, αιιά 

δηαθνξεηηθή δηαθχκαλζε. Ζ ηδηφηεηα απηή, ζε νξηζκέλεο πεξηπηψζεηο, κπνξεί λα νδεγήζεη ζε κε βέιηηζηα 

απνηειέζκαηα. Γηα παξάδεηγκα, εάλ ε θαηαλνκή ηνπ βνεζεηηθνχ ραξαθηεξηζηηθνχ 𝛧 παξνπζηάδεη ζεηηθή 

αζπκκεηξία ή ινμφηεηα πξνο ηα δεμηά, ηα ηειεπηαία ζηξψκαηα, εθείλα πνπ αληηζηνηρνχλ ζηελ „νπξά‟ ηεο 

θαηαλνκήο, ζα έρνπλ κεγαιχηεξε δηαθχκαλζε. Καηά ζπλέπεηα, ν βέιηηζηνο θαηακεξηζκφο ηνπ δείγκαηνο ζε 

κηα ηέηνηα πεξίπησζε γηα ηνλ πιεζπζκφ ζα πξφηεηλε πεξηζζφηεξεο – δπζαλάινγα πεξηζζφηεξεο – κνλάδεο ηνπ 

πιεζπζκνχ γηα ην δείγκα απφ ηα ζηξψκαηα απηά. 

 Γ. Αζξνηζηηθή ηεηξαγσληθή ξίδα ησλ ζπρλνηήησλ (cumulative root frequency 

method) 

Ζ κέζνδνο ηεο αζξνηζηηθήο ηεηξαγσληθήο ξίδαο ησλ ζπρλνηήησλ (rootfreq) είλαη κηα πξνζπάζεηα λα 

απαιεηθζνχλ ηα αθξαία θαηλφκελα πνπ παξαηεξνχληαη σο πξνο ηνλ αξηζκφ ησλ κνλάδσλ αλά ζηξψκα 

ζχκθσλα κε ηηο πξνεγνχκελεο δχν κεζφδνπο. Γηα ηελ εθαξκνγή ηεο rootfreq κεζφδνπ θαηαζθεπάδεηαη αξρηθά 

έλαο πίλαθαο ζπρλνηήησλ γηα ηηο ηηκέο ηεο 𝛧 ζηηο κνλάδεο ηνπ πιεζπζκνχ. Τπνινγίδεηαη ζηε ζπλέρεηα ε 

ζηήιε κε ηελ ηεηξαγσληθή ξίδα ησλ ζπρλνηήησλ γηα ηηο θιάζεηο ηεο 𝛧 θαη ηέινο κία ζηήιε κε ηηο αζξνηζηηθέο 

ηηκέο ηεο ζηήιεο απηήο. Ο θαζνξηζκφο ησλ νξίσλ ζηε 𝛧, γίλεηαη κε ηε βνήζεηα ησλ αζξνηζηηθψλ 

ηεηξαγσληθψλ ξηδψλ ησλ ζπρλνηήησλ. ΢πγθεθξηκέλα, ην εχξνο ηνπ θάζε ππνζπλφινπ ηηκψλ γηα ηε 𝛧 πνπ 

νξίδνπλ ηα ζηξψκαηα ππνινγίδεηαη απφ ηε δηαίξεζε ηεο κέγηζηεο αζξνηζηηθήο ηεηξαγσληθήο ξίδαο 

ζπρλφηεηαο κε ην 𝐿. 

Σν παξάδεηγκα πνπ αθνινπζεί δείρλεη κε πην παξαζηαηηθφ ηξφπν ηελ πινπνίεζε ηεο θάζε κεζφδνπ. 

4.2.2 Δθαξκνγή: SHS data 

Γηα ηελ εθαξκνγή ζα γίλεη ρξήζε ηνπ παθέηνπ stratification ηεο R (βι. Baillargeon and Rivest, 

2011). Σν παθέην απηφ δελ ζπκπεξηιακβάλεηαη ζην βαζηθφ θνξκφ εληνιψλ ηεο R θαη ρξεηάδεηαη λα 

εγθαηαζηαζεί απφ ηνλ ρξήζηε. Σν παθέην, φπσο θαη ε R, είλαη δηαζέζηκα ζηνλ ρξήζηε κε ειεχζεξε 

πξφζβαζε. (΢χληνκε πεξηγξαθή βαζηθψλ εληνιψλ ηεο R θαη νδεγίεο γηα ηελ εγθαηάζηαζε ελφο παθέηνπ 

δίλνληαη ζην Παξάξηεκα I). 

Δθφζνλ ην παθέην εγθαηαζηαζεί, ε εληνιή  

>library(stratification) 

θαζηζηά δηαζέζηκν ην παθέην ζηνλ ηξέρνληα θάθειν εξγαζίαο. Οη ζπλαξηήζεηο θαη ηα αξρεία δεδνκέλσλ πνπ 

πεξηέρνληαη ζην παθέην είλαη άκεζα πξνζβάζηκα. 

Θα ρξεζηκνπνηήζνπκε ην αξρείν δεδνκέλσλ κε ηίηιν SHS, πνπ πεξηέρεηαη ζην παθέην stratification, 

ψζηε λα εθαξκφζνπκε ηηο αλσηέξσ ηερληθέο γηα ηελ θαηαζθεπή ησλ ζηξσκάησλ ζηε ζηξσκαηνπνηεκέλε 

δεηγκαηνιεςία. Σα δεδνκέλα πεξηέρνπλ πιεξνθνξίεο απφ ηελ έξεπλα "2001 Survey of Household Spending 

(SHS)" θαη απνηεινχληαη απφ 16057 παξαηεξήζεηο θαη κεηξήζεηο ζε 7 κεηαβιεηέο.  

Αλαιπηηθφηεξεο πιεξνθνξίεο γηα ηελ θάζε κεηαβιεηή είλαη δπλαηφλ λα εμαρζνχλ κε ηελ εληνιή 

help(SHS). Δθηειψληαο ηελ εληνιή  
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>help(SHS) 

παίξλνπκε ηηο παξαθάησ πιεξνθνξίεο γηα ην αξρείν δεδνκέλσλ SHS. 

 

A data frame with 16057 observations on the following 7 variables. 

 

CASEID Identification number 

WEIGHT Weight at household level 

PROVINCP Province or territory code 

URBRUR Urban rural code 

URBSIZEP Size of area of residence code 

HHINCTOT Household income before taxes 

M101 Household spending on recreation 

Details 

In this package, HHINCTOT is used as a stratification variable and M101 as a survey variable.  

Source 

Income Statistics Division, Statistics Canada.  

References 

Information on Statistics Canada Survey of Household Spending:  

http://www.statcan.ca/cgi-

bin/imdb/p2SV.pl?Function=getSurvey&SDDS=3508&lang=en&db=IMDB&dbg=f&adm=8&dis=2  

 

Γηα ηελ εθαξκνγή ησλ κεζνδνινγηψλ πνπ αλαπηχρζεθαλ ζηελ παξάγξαθν 4.2.1, ζα γίλεη ρξήζε ησλ 

δεδνκέλσλ SHS κε βαζηθή κεηαβιεηή  𝑌  ηελ M101: έμνδα ηνπ λνηθνθπξηνχ γηα αλαςπρή θαη βνεζεηηθή 

κεηαβιεηή (𝛧) γηα ηελ θαηαζθεπή ησλ ζηξσκάησλ ηελ HHINCTOT: ζπλνιηθά έζνδα ηνπ λνηθνθπξηνχ (πξν 

θφξσλ). 

 

Έζησ φηη ζθνπεχνπκε λα θαηαζθεπάζνπκε 𝐿 = 5 ζηξψκαηα θαη λα επηιεγεί έλα δείγκα κεγέζνπο 𝑛 = 200. 

΢θνπφο ηεο εθαξκνγήο είλαη 

(i) Να γίλεη ε πινπνίεζε ησλ κεζνδνινγηψλ (α) ίζνπ εχξνπο, (β) εθαηνζηεκνξίσλ θαη (γ) 

αζξνηζηηθή ηεηξαγσληθή ξίδα ησλ ζπρλνηήησλ. 

(ii) Να ζπγθξηζνχλ νη ηξεηο παξαπάλσ κεζνδνινγίεο σο πξνο ηελ αθξίβεηα ηνπ εθηηκεηή πνπ ζα 

παξαρζεί. 

 

1(α). Ξεθηλψληαο ηελ εθαξκνγή γηα ηε κέζνδν ίζνπ εχξνπο, νξίδνπκε σο z ηε κεηαβιεηή ηνπ SHS πνπ 

αληηζηνηρεί ζηελ HHINCTOT. Δπηπιένλ, θξαηάκε κφλν ηηο ζεηηθέο ηηκέο απηήο ηεο κεηαβιεηήο. ΢ηε ζπλέρεηα, 

ππνινγίδνπκε ην εχξνο ηεο βνεζεηηθήο κεηαβιεηήο θαη ην δηαηξνχκε κε 𝐿, ψζηε λα πξνζδηνξίζνπκε ην 

πιάηνο ηνπ θάζε ζηξψκαηνο. Οη αληίζηνηρεο εληνιέο είλαη: 

 

> data(SHS) 

> z<-SHS$HHINCTOT[SHS$HHINCTOT>0] 

> range(z) 

[1]  100 690000 

> width=(range(z)[2]-range(z)[1])/5 

> bounds<-seq(from=range(z)[1]+width,to=range(z)[2]-width, by= width) 
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> bounds 

[1] 138080 276060 414040 552020 

 

Ζ κεηαβιεηή z παίξλεη ηηκέο απφ 100 έσο 690000. Σα φξηα γηα ηα 5 ζηξψκαηα είλαη:[100, 138080, 

276060, 414040, 552020, 690000]. ΢ηε κεηαβιεηή κε φλνκα bounds έρνπλ απνζεθεπηεί ηα 

ελδηάκεζα φξηα ησλ ζηξσκάησλ, εθηφο ησλ δχν αθξαίσλ πνπ είλαη ε ειάρηζηε θαη ε κέγηζηε ηηκή πνπ 

παξαηεξείηαη. Ζ κεηαβιεηή bounds θαηαζθεπάδεηαη κε ηε ζπγθεθξηκέλε κνξθή, γηαηί έηζη απαηηείηαη απφ 

ηηο ππφινηπεο εληνιέο ηνπ παθέηνπ ζηηο νπνίεο ζα απνηειεί έλα εζσηεξηθφ φξηζκα. 

 

Ζ ζπλάξηεζε strata.bh ηνπ παθέηνπ stratification θαηαζθεπάδεη ηα ζηξψκαηα γηα ηνλ 

πιεζπζκφ, εάλ ηα φξηα είλαη γλσζηά. Σα βαζηθά νξίζκαηα πνπ δέρεηαη είλαη ε βνεζεηηθή κεηαβιεηή, ηα φξηα 

ησλ ζηξσκάησλ (ρσξίο ηα δχν αθξαία: min𝑖 𝑍 θαη max𝑖 𝑍), ηνλ αξηζκφ ηνπ δείγκαηνο ή ελαιιαθηηθά ην 

επηζπκεηφ επίπεδν ηνπ ζπληειεζηή κεηαβιεηφηεηαο γηα ηνλ εθηηκεηή θαη ηνλ αξηζκφ ησλ ζηξσκάησλ. Γηα ηε 

ζχληαμε ηεο ζπλάξηεζεο θαη ηελ πιήξε ιίζηα ησλ νξηζκάησλ ηεο, θαζψο θαη ηνπ απνηειέζκαηνο, βιέπε 

>help(strata.bh). ΢ην παξάδεηγκά καο, ε  

>equal<-strata.bh(z, bounds, n=200, Ls=5) 

θαηαζθεπάδεη ηα 5 ζηξψκαηα πνπ επηζπκνχκε γηα ηε 𝑍 κεηαβιεηή θαη επηιέγεη ην δείγκα ζπλνιηθνχ κεγέζνπο 

𝑛 = 200, πινπνηψληαο Neyman allocation (default επηινγή γηα θαηακεξηζκφ ζηε ζπλάξηεζε). Όηαλ δεηεζεί 

ην απνηέιεζκα, πξνθχπηεη: 

 

>equal 

Given arguments: 

x = z 

n = 200, Ls = 5, takenone = 0, takeall = 0 

allocation: q1 = 0.5, q2 = 0, q3 = 0.5 

model = none 

 

Strata information: 

         |    typerhbh |      E(Y)     Var(Y)       Nh   nh   fh 

stratum 1|take-some  1 138080| 47053.73  908539178 15422 191 0.01 

stratum 2|take-some  1 276060| 168365.90 977791519   563   6 0.01 

stratum 3|take-some  1 414040| 316000.00 1537333333   30   1 0.03 

stratum 4|take-some  1 552020| 500000.00 1600000000    8   1 0.12 

stratum 5|take-some  1 690001| 675000.00  225000000    2   1 0.50 

Total                                              16025 200 0.01 

 

Total sample size: 200  

Anticipated population mean: 52123.73  

Anticipated CV: 0.04094801  

Note: CV=RRMSE (Relative Root Mean Squared Error) because takenone=0. 

 

Οη ηειεπηαίεο ηξεηο ζηήιεο (Nh, nh, fh) ηνπ πίλαθα ησλ απνηειεζκάησλ πεξηιακβάλνπλ ην κέγεζνο ηνπ 

πιεζπζκνχ γηα ην θάζε ζηξψκα πνπ πξνθχπηεη, ην κέγεζνο ηνπ δείγκαηνο πνπ επηιέγεηαη θαη ην πειίθν ηνπ 

δείγκαηνο αλά ζηξψκα. Γηα ην ζπγθεθξηκέλν αξρείν δεδνκέλσλ, ηζρχεη ε παξαηήξεζε θαηά ηελ πεξηγξαθή 

ηεο κεζφδνπ σο πξνο ηελ αληζνθαηαλνκή ηνπ δείγκαηνο ζηα ζηξψκαηα. Σν πξψην ζηξψκα πεξηέρεη 15422 

παξαηεξήζεηο απφ ηηο 16025 ζπλνιηθά, δει. έλα πνζνζηφ 96%. Απηφ έρεη σο ζπλέπεηα απφ ηηο 200 

παξαηεξήζεηο ηνπ δείγκαηνο νη 191 λα πξνηείλεηαη λα επηιερζνχλ απφ ην ζηξψκα 1 (ην 95.5% ηνπ ζπλνιηθνχ 
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δείγκαηνο), ελψ απφ ηα ηειεπηαία ηξία ζηξψκαηα επηιέγεηαη κφιηο 1 παξαηήξεζε απφ ην θαζέλα. Απηφ 

ζπκβαίλεη γηαηί ε θαηαλνκή ησλ κεηξήζεσλ ηεο 𝑍 παξνπζηάδεη ζεηηθή ινμφηεηα.  

Πξάγκαηη, αλ δεηήζνπκε ηε γξαθηθή παξάζηαζε ηεο 𝑊 κέζσ ηεο εληνιήο plot ηνπ παθέηνπ stratification 

ην απνηέιεζκα παξνπζηάδεηαη ζην ΢ρήκα 4.3. Γηα ηελ εληνιή, γξάθνπκε  

>plot(equal) 

Σν γξάθεκα πεξηιακβάλεη ηε γξαθηθή παξάζηαζε ηεο θαηαλνκήο ηεο 𝑍 απφ ηελ νπνία δηαπηζηψλνπκε ηε 

ινμφηεηα πξνο ηα δεμηά θαη, κε κνξθή θαζέησλ πξνο ηνλ νξηδφληην άμνλα, ηα φξηα ησλ ζηξσκάησλ. Γηα ηε 

κέζνδν ηνπ ίζνπ εχξνπο, δηαπηζηψλνπκε φηη νη θάζεηνη άμνλεο πνπ παξηζηνχλ ηα φξηα ησλ ζηξσκάησλ είλαη 

ζε ίζεο απνζηάζεηο κεηαμχ ηνπο. Σέινο, ζην πάλσ κέξνο ηνπ γξαθήκαηνο, ππάξρεη έλαο πίλαθαο πνπ δίλεη 

ζπλνπηηθά ηα απνηειέζκαηα ηεο θαηαζθεπήο ησλ ζηξσκάησλ ζχκθσλα κε ηε κέζνδν ηνπ ίζνπ εχξνπο.  

 

Στήμα 4.3: Γξαθηθή αλαπαξάζηαζε ζηξσκαηνπνίεζεο. SHSdata: Equal method.  

(β) Γηα ηε κέζνδν πνπ βαζίδεηαη ζηα εθαηνζηεκφξηα, αθνχ πξψηα ππνινγίζνπκε ηα φξηα ηεο βνεζεηηθήο 

κεηαβιεηήο κε βάζε ηα ίζα εθαηνζηεκφξηα, θαη αθνινπζψληαο ηελ ίδηα δηαδηθαζία φπσο ζην (α), θαινχκε 

ηελ ίδηα εληνιή γηα ηελ θαηαζθεπή ησλ ζηξσκάησλ. Δπεηδή 𝐿 = 5, ηα εθαηνζηεκφξηα πνπ νξίδνπλ ηα 

ζηξψκαηα είλαη ην 20
ν
, 40

ν
, 60

ν
 θαη 80

ν
. ΢πλεπψο, ηα λέα φξηα γηα ηελ 𝑊 είλαη 

>bounds.p<-quantile(z, c(.2,.4,.6,.8)) 

>bounds.p 

  20%   40%   60%   80%  

20000 34000 52000 78000 

 

Δηζάγνπκε ηα λέα φξηα ζηε ζπλάξηεζε strata.bh, θξαηψληαο φιεο ηηο ππφινηπεο επηινγέο ζηαζεξέο κε ηελ 

(α) πεξίπησζε, ψζηε λα κπνξεί λα γίλεη ε ζχγθξηζε. Αλαιπηηθά, είλαη 

 

>percentile<-strata.bh(z, bounds.p, n=200, Ls=5) 
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>percentile 

Given arguments: 

x = z 

n = 200, Ls = 5, takenone = 0, takeall = 0 

allocation: q1 = 0.5, q2 = 0, q3 = 0.5 

model = none 

 

Strata information: 

   |type    rh     bh  | E(Y)     Var(Y)     Nh   nh fh 

stratum 1| take-some  1  20000| 12857.05  18070921  3178 13 0.00 

stratum 2| take-some  1  34000| 26197.87  16097488  3103 12 0.00 

stratum 3| take-some  1  52000| 42223.66  27046051  3237 16 0.00 

stratum 4| take-some  1  78000| 63246.46  53912149  3246 22 0.01 

stratum 5| take-some  1 690001|113816.31 2026673098 3261 137 0.04 

Total                                              16025 200 0.01 

 

Total sample size: 200  

Anticipated population mean: 52123.73  

Anticipated CV: 0.01779049  

Note: CV=RRMSE (Relative Root Mean Squared Error) because takenone=0. 

 

Ζ ηξίηε απφ ηα δεμηά ζηήιε (Nh) ζηνλ πίλαθα ησλ απνηειεζκάησλ δίλεη ηα κεγέζε ηνπ πιεζπζκνχ αλά 

ζηξψκα θαη δηαπηζηψλνπκε φηη πξάγκαηη ηα κεγέζε απηά είλαη θαηά πξνζέγγηζε ίζα ζχκθσλα κε ηε κέζνδν 

ησλ εθαηνζηεκνξίσλ. Χο πξνο ηα δεηγκαηηθά κεγέζε, ην δείγκα δελ είλαη πιένλ ζπγθεληξσκέλν ζην πξψην 

κφλν ζηξψκα, φπσο ζπλέβαηλε κε ηε κέζνδν ηνπ ίζνπ εχξνπο. Αληίζεηα, ζχκθσλα κε ηε κέζνδν ησλ 

εθαηνζηεκνξίσλ, εκθαλίδεηαη ην αθξηβψο αληίζηξνθν πξφβιεκα ζην απνηέιεζκα. Σα κεγαιχηεξα ζηξψκαηα, 

δεμηά ζηνλ άμνλα ηεο βνεζεηηθήο κεηαβιεηήο, ζπγθεληξψλνπλ πάξα πνιιέο παξαηεξήζεηο γηα ην δείγκα, ελψ 

ηαπηφρξνλα ν πιεζπζκφο έρεη κηθξφ αξηζκφ παξαηεξήζεσλ ζηα ζηξψκαηα απηά. Δηδηθά γηα ην πέκπην 

ζηξψκα, πξνηείλεηαη λα επηιεγνχλ 137 παξαηεξήζεηο πνπ αληηζηνηρνχλ πεξίπνπ ζην 70% ηνπ δείγκαηνο. Σν 

απνηέιεζκα απηφ νθείιεηαη ζηε κεγάιε δηαθχκαλζε ησλ ηηκψλ ηεο βνεζεηηθήο ζηα κεγάια ζηξψκαηα, ε 

νπνία κε ηε ζεηξά ηεο είλαη ζπλέπεηα ηεο ινμφηεηαο ηεο θαηαλνκήο πξνο ηα δεμηά. 

Σν γξάθεκα κε ην απνηέιεζκα ηνπ θαηακεξηζκνχ ζχκθσλα κε ηε κέζνδν ησλ ίζσλ εθαηνζηεκνξίσλ 

πξνθχπηεη κε ηελ εληνιή: 

>plot(percentile) 

θαη δίλεηαη ζην ΢ρήκα 4.4. ΢ην γξάθεκα ηνπ θαηακεξηζκνχ, νη θάζεηνη άμνλεο πνπ ζπκβνιίδνπλ ηα φξηα ησλ 

ζηξσκάησλ δελ είλαη πιένλ αλά ίζε απφζηαζε φπσο κε ηελ πξψηε κέζνδν, αιιά είλαη ηνπνζεηεκέλνη αξθεηά 

πην ππθλά ζηα πξψηα ζηξψκαηα, ιφγσ ηεο εκθάληζεο κεγαιχηεξεο ζπρλφηεηαο παξαηεξήζεσλ γηα ηα 

ζηξψκαηα απηά. 
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Στήμα 4.4: Γξαθηθή αλαπαξάζηαζε ζηξσκαηνπνίεζεο. SHS data: Percentile method.  

(γ) Γηα ηελ εθαξκνγή ηεο κεζφδνπ ηεο αζξνηζηηθήο ηεηξαγσληθήο ξίδαο ησλ ζπρλνηήησλ, ρξεζηκνπνηνχκε ηελ 

εληνιή strata.cumrootf ηνπ παθέηνπ stratification. Κξαηάκε ηηο ίδηεο επηινγέο σο πξνο ην 

ζπλνιηθφ κέγεζνο δείγκαηνο πνπ επηδηψθνπκε λα επηιεγεί θαη ηνλ αξηζκφ ησλ ζηξσκάησλ. Έλα απφ ηα 

νξίζκαηα ηεο εληνιήο κάο επηηξέπεη λα εηζάγνπκε ηα φξηα ησλ νκάδσλ γηα ηελ νκαδνπνίεζε ησλ δεδνκέλσλ, 

πξνθεηκέλνπ λα θαηαζθεπαζηεί ν πίλαθαο ζπρλνηήησλ κε ηε βνήζεηα ηνπ νπνίνπ ζα ππνινγηζηνχλ νη 

ζπρλφηεηεο θαη ε ηεηξαγσληθή ξίδα απηψλ. Δάλ δελ εηζάγνπκε ηα φξηα ή ην κήθνο ησλ νκάδσλ, ε επηινγή ζα 

γίλεη απζαίξεηα απφ ην παθέην.  

Γηα ην παξάδεηγκα καο, ε εληνιή είλαη:  

 

>cumrootf<-strata.cumrootf(z, n=200, Ls=5) 

Warning message: 

'nclass' value has been chosen arbitrarily  

 

Σν κήλπκα γηα ηε κεηαβιεηή nclass πξνεηδνπνηεί φηη έλα φξηζκα, πνπ αθνξά ηνλ αξηζκφ ησλ θιάζεσλ γηα 

ηελ νκαδνπνίεζε ησλ δεδνκέλσλ, δελ έρεη πξνζδηνξηζηεί θαηά ηε ζχληαμε ηεο εληνιήο θαη απηφ ζα 

ππνινγηζηεί απζαίξεηα απφ ην παθέην. 

 

Σν απνηέιεζκα πνπ έρεη απνζεθεπζεί ζην αληηθείκελν (object ηεο R) κε φλνκα cumrootf είλαη αλαιπηηθά 

 

>cumrootf 

Given arguments: 

x = w 

nclass = 75, n = 200, Ls = 5 

Stratification variable X
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allocation: q1 = 0.5, q2 = 0, q3 = 0.5 

model = none 

 

Strata information: 

         |    typerh  |     bh      E(Y)    Var(Y)   Nh   nh  fh 

stratum 1| take-some 1|  27696  16714.45   38987293  5023 37 0.01 

stratum 2| take-some 1|  55292  40654.59   65476150  5107 49 0.01 

stratum 3| take-some 1|  82888  67628.32   59775983  3086 29 0.01 

stratum 4| take-some 1| 138080 102167.72  207144126  2206 38 0.02 

stratum 5| take-some 1| 690001 181791.04 4225979555   603 47 0.08 

Total                                              16025 200 0.01 

 

Total sample size: 200  

Anticipated population mean: 52123.73  

Anticipated CV: 0.01399077 

 

΢χκθσλα κε ηνλ θαηακεξηζκφ πνπ πξνηείλεη ε κέζνδνο απηή, ην δείγκα είλαη πην νκνηφκνξθα θαηαλεκεκέλν 

ζηα 5 ζηξψκαηα. Σν πειίθν ηνπ δείγκαηνο είλαη κεγαιχηεξν ζηα κεγάια ζηξψκαηα, ιφγσ ηεο κεγαιχηεξεο 

ζπγθξηηηθά κε ηα ππφινηπα ζηξψκαηα δηαζπνξάο, αιιά δελ εκθαλίδνληαη αθξαία θαηλφκελα φπνπ ην 90% ή 

ην 70% ησλ παξαηεξήζεσλ ηνπ δείγκαηνο λα ζπγθεληξψλεηαη ζε έλα κφλν ζηξψκα. 

Σν γξάθεκα ηνπ θαηακεξηζκνχ ηνπ δείγκαηνο γηα ηε κέζνδν ηεο αζξνηζηηθήο ηεηξαγσληθήο ζπρλφηεηαο ηνπ 

δείγκαηνο πξνθχπηεη κε ηελ εληνιή: 

>plot(percentile) 

θαη παξνπζηάδεηαη ζην ΢ρήκα 4.5.  
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Στήμα 4.5: Γξαθηθή αλαπαξάζηαζε ζηξσκαηνπνίεζεο. SHS data: Αζξνηζηηθή ηεηξαγσληθή ξίδα ζπρλνηήησλ.  

Γηα ηε ζχγθξηζε ησλ ηξηψλ πξνηάζεσλ θαηακεξηζκνχ ηνπ δείγκαηνο, ν αξηζκφο ησλ ζηξσκάησλ θαη ην 

ζπλνιηθφ κέγεζνο ηνπ δείγκαηνο έρνπλ δηαηεξεζεί ζηαζεξά. Ζ ζχγθξηζε ζπλεπψο ζα πινπνηεζεί σο πξνο ηελ 

αθξίβεηα ηνπ παξαγφκελνπ εθηηκεηή. Άξα, γηα 𝑛 = 200 θαη εθαξκνγή ζηξσκαηνπνηεκέλεο δεηγκαηνιεςίαο 

ζε πέληε ζηξψκαηα, ζπγθξίλνπκε ηνλ ζπληειεζηή κεηαβιεηφηεηαο ηνπ εθηηκεηή πνπ ζα πξνθχςεη 

αθνινπζψληαο ηηο 3 κεζνδνινγίεο γηα ηνλ θαζνξηζκφ ησλ νξίσλ ησλ ζηξσκάησλ. Τπελζπκίδνπκε φηη ε 

κέζνδνο θαζνξηζκνχ ηνπ κεγέζνπο δείγκαηνο ζε θάζε ζηξψκα έρεη επηιεγεί λα είλαη ε Neyman (default 

επηινγή) θαη ζηηο ηξεηο πεξηπηψζεηο. 

Οη ηειεπηαίεο 3 γξακκέο ζην απνηέιεζκα ηεο θάζε κεζνδνινγίαο καο δίλνπλ ην κέγεζνο ηνπ δείγκαηνο, ηελ 

αλακελφκελε ηηκή ηνπ εθηηκεηή ηνπ κέζνπ ηνπ πιεζπζκνχ θαη ηελ αλακελφκελε ηηκή ηνπ ζπληειεζηή 

κεηαβιεηφηεηαο ηνπ εθηηκεηή. Γηα ηηο ηξεηο κεζφδνπο (α), (β) θαη (γ) ηνπ (i) εξσηήκαηνο, ν ζπληειεζηήο 

κεηαβιεηφηεηαο, φπσο πξνθχπηεη απφ ηα δηαδνρηθά απνηειέζκαηα, είλαη 0.04094801, 0.01779049 θαη 

0.01399077 αληίζηνηρα. Άξα, ν εθηηκεηήο ζχκθσλα κε ηε κέζνδν ηεο αζξνηζηηθήο ηεηξαγσληθήο ξίδαο ησλ 

ζπρλνηήησλ είλαη πην αθξηβήο θαη, ζπλεπψο, ε κέζνδνο απηή γηα ηνλ θαζνξηζκφ ησλ ζηξσκάησλ είλαη 

επηθξαηέζηεξε ησλ δχν άιισλ.  

4.3. Δθ ησλ Τζηέξσλ ΢ηξσκαηνπνηεκέλε Γεηγκαηνιεςία 

Ζ εθ ησλ πζηέξσλ ζηξσκαηνπνηεκέλε (poststratification) δεηγκαηνιεςία είλαη ην δεηγκαηνιεπηηθφ 

ζρέδην ζχκθσλα κε ην νπνίν ε επηινγή ηνπ δείγκαηνο γίλεηαη κε απιφ ηπραίν ηξφπν, αιιά ε εθηίκεζε θαη ε 

ζηαηηζηηθή ζπκπεξαζκαηνινγία γεληθφηεξα, γίλεηαη κε ηε βνήζεηα ηεο ζηξσκαηνπνηεκέλεο δεηγκαηνιεςίαο. 

Ζ εθ ησλ πζηέξσλ ζηξσκαηνπνηεκέλε δεηγκαηνιεςία ή, φπσο ιέγεηαη δηαθνξεηηθά, ε ζηξσκαηνπνίεζε κεηά 

ηε ζπιινγή ηνπ δείγκαηνο, εθαξκφδεηαη φηαλ ην δείγκα έρεη ήδε επηιεγεί θαη γηα ιφγνπο είηε ζρεδηαζκνχ είηε 

πξαθηηθνχο ε ζηξσκαηνπνίεζε ηνπ πιεζπζκνχ δελ είρε ζπκπεξηιεθζεί θαηά ηε δηαδηθαζία επηινγήο ηνπ 

δείγκαηνο. Δπεηδή ην φθεινο γηα ηελ απνηειεζκαηηθφηεηα είλαη κεγάιν θαηά ηε ζηξσκαηνπνηεκέλε, γίλεηαη 

πξνζπάζεηα λα αλαθηεζεί έλα ηνπιάρηζηνλ κέξνο απφ απηφ, θάλνληαο ηε ζηξσκαηνπνίεζε έζησ κεηά ηελ 
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επηινγή ηνπ δείγκαηνο. Πξάγκαηη, ην θχξην πιενλέθηεκα ηεο εθ ησλ πζηέξσλ ζηξσκαηνπνηεκέλεο 

δεηγκαηνιεςίαο είλαη φηη, παξφιν πνπ εθαξκφδεηαη κεηά ηε δεηγκαηνιεςία, νη εθηηκεηέο πνπ πξνθχπηνπλ 

έρνπλ ηππηθά ζθάικαηα πνιιέο θνξέο ιίγν κφλν κεγαιχηεξα απφ εθείλα πνπ ζα είρακε εάλ εθαξκφδνληαλ ε 

ηπραία ζηξσκαηνπνηεκέλε. Γηα ην ιφγν απηφ, ε εθ ησλ πζηέξσλ ζηξσκαηνπνηεκέλε εθαξκφδεηαη αξθεηά 

ζπρλά. 

Αλαιπηηθφηεξα, έζησ φηη δελ είλαη δηαζέζηκε ε πιεξνθνξία γηα κηα βνεζεηηθή κεηαβιεηή πνπ ζα επέηξεπε 

ηνλ εθ ησλ πξνηέξσλ ρσξηζκφ ησλ κειψλ ηνπ πιεζπζκνχ ζε ζηξψκαηα ή είλαη πξαθηηθά δχζθνιε ή 

ρξνλνβφξα ε εθαξκνγή ηεο, αθφκα θαη αλ ππάξρεη δηαζέζηκε ε βνεζεηηθή κεηαβιεηή. Γηα παξάδεηγκα, έζησ 

φηη ε έξεπλα πνπ πξφθεηηαη λα δηεμαρζεί είλαη γηα ηνλ πιεζπζκφ ησλ αζζελψλ ελφο Ννζνθνκείνπ ην ηειεπηαίν 

έηνο θαη αθνξά ηελ εθηίκεζε ηνπ πνζνζηνχ ησλ πξφσξσλ ηνθεηψλ. ΢χκθσλα κε έξεπλεο, είλαη γλσζηφ φηη ν 

παξάγνληαο θάπληζκα γηα ηε κεηέξα ζπλδέεηαη κε πξφσξν ηνθεηφ. ΢πλεπψο, ε ζηξσκαηνπνίεζε ησλ 

γπλαηθψλ ηεο Μαηεπηηθήο θιηληθήο ηνπ Ννζνθνκείνπ ζε θαπλίζηξηεο θαη κε θαπλίζηξηεο ζα νδεγνχζε ζε κηα 

πην απνηειεζκαηηθή εθηίκεζε ηνπ πνζνζηνχ ησλ πξφσξσλ ηνθεηψλ. Γηα λα γίλεη φκσο απηή ε 

ζηξσκαηνπνίεζε, πξέπεη ε θαξηέια ηεο θάζε αζζελνχο πνπ έρεη εηζαρζεί ζηε ζπγθεθξηκέλε θιηληθή ηνπ 

Ννζνθνκείνπ ηνλ ηειεπηαίν ρξφλν λα εμεηαζηεί σο πξνο ην αλ είλαη θαπλίζηξηα ή φρη, θαη αλαιφγσο λα 

δεκηνπξγεζνχλ ηα ζηξψκαηα. Ζ δηαδηθαζία απηή κπνξεί λα είλαη επίπνλε θαη ρξνλνβφξα.  

΢χκθσλα κε ηελ εθ ησλ πζηέξσλ ζηξσκαηνπνηεκέλε δεηγκαηνιεςία, ην δείγκα επηιέγεηαη απφ νιφθιεξν ηνλ 

πιεζπζκφ σο εληαίν ζχλνιν θαη, θαηφπηλ ηεο ζπιινγήο ηνπ δείγκαηνο, γίλεηαη ν δηαρσξηζκφο ησλ 

δεηγκαηνιεπηηθψλ κνλάδσλ ζε ζηξψκαηα βάζεη ηνπ θξηηεξίνπ πνπ εθηηκάηαη φηη δίλεη νκνηνγελή ζηξψκαηα. 

΢ην παξάδεηγκα κε ην πνζνζηφ ησλ πξφσξσλ ηνθεηψλ, ην δείγκα επηιέγεηαη αξρηθά απφ ην ζχλνιν ησλ 

αζζελψλ πνπ έρνπλ εηζαρζεί ηνλ ηειεπηαίν ρξφλν ζην Ννζνθνκείν θαη ζην ηέινο, δει. κφλν γηα ηηο αζζελείο 

πνπ αλήθνπλ ζην δείγκα, εμεηάδεηαη εάλ είλαη θαπλίζηξηεο ή φρη θαη αλαιφγσο ρσξίδνληαη ζε 2 ζηξψκαηα. 

Σα δείγκαηα πνπ πξνθχπηνπλ κεηά ηνλ δηαρσξηζκφ ηνπ ζπλνιηθνχ αξρηθνχ δείγκαηνο παίδνπλ ζηε ζπλέρεηα 

ηνλ ξφιν ησλ επηκέξνπο δεηγκάησλ αλά ζηξψκα πνπ επηιέγνληαη ζε κηα θαλνληθή ζηξσκαηνπνηεκέλε 

δεηγκαηνιεςία. Με βάζε ηα δείγκαηα αλά ζηξψκα πνπ πξνέθπςαλ, εθαξκφδνληαη νη ηερληθέο εθηίκεζεο ηεο 

άγλσζηεο παξακέηξνπ ηνπ πιεζπζκνχ, ζχκθσλα κε ηε ζηξσκαηνπνηεκέλε δεηγκαηνιεςία. Γηα ην ζθνπφ 

απηφ, απαηηείηαη κφλν λα είλαη γλσζηφ ην κέγεζνο ηνπ θάζε ζηξψκαηνο γηα ηνλ πιεζπζκφ. Γηα ην παξάδεηγκα 

ηνπ πνζνζηνχ ησλ πξφσξσλ ηνθεηψλ, είλαη απαξαίηεην λα γλσξίδνπκε γηα ην ζχλνιν ησλ αζζελψλ, πνηα 

είλαη ε αλαινγία ησλ θαπληζηψλ ζε ζρέζε κε ηηο κε θαπλίζηξηεο. Μηα ηέηνηα πιεξνθνξία είλαη πην εχθνιν λα 

εμαρζεί γηα ην Ννζνθνκείν ρσξίο λα απαηηεί ηε κία πξνο κία εμέηαζε ησλ θαξηειψλ ησλ αζζελψλ. ΢ηελ 

πξάμε, ε πιεξνθνξία απηή είλαη ζπλήζσο γλσζηή εθ ησλ πξνηέξσλ. Π.ρ. ην λνζνθνκείν γλσξίδεη εθ ησλ 

πξνηέξσλ ηα πνζνζηά ησλ θαπληζηψλ αζζελψλ ηνπ, ζε ζρέζε κε ηα πνζνζηά ησλ κε-θαπληζηψλ. 

4.3.1 Δθηίκεζε κέζεο ηηκήο πιεζπζκνύ γηα ηελ εθ ησλ πζηέξσλ ζηξσκαηνπνηεκέλε 

δεηγκαηνιεςία 

Σν πξφβιεκα ηεο εθηίκεζεο θαη ησλ ηδηνηήησλ ηνπ εθηηκεηή παξνπζηάδεηαη, αθνινπζψληαο ηνπο Cochran 

(1977, Κεθ. 5) θαη Levy & Lemeshow (1999, Κεθ. 6), γηα ηελ πεξίπησζε ηνπ ζπλερνχο ραξαθηεξηζηηθνχ 𝑌 

γηα ηνλ πιεζπζκφ θαη ζηελ αλαδήηεζε ηεο εθηίκεζεο ηεο πξαγκαηηθήο κέζεο ηηκήο 𝑌  απφ έλα δείγκα 

κεγέζνπο 𝑛. Αλάινγα αληηκεησπίδνληαη ηα πξνβιήκαηα ηεο εθηίκεζεο ζπλφινπ, θαη ηνπ πνζνζηνχ 𝑃 ή ηνπ 

ζπλνιηθνχ αξηζκνχ 𝐴, γηα ηελ πεξίπησζε δίηηκνπ ραξαθηεξηζηηθνχ. Έλα απιφ ηπραίν δείγκα κεγέζνπο 𝑛 

επηιέγεηαη απφ ηνλ πιεζπζκφ θαη, βάζεη ηνπ θξηηεξίνπ πνπ ρξεζηκνπνηείηαη γηα ηελ εθ ησλ πζηέξσλ 

ζηξσκαηνπνίεζε, νη 𝑛 δεηγκαηνιεπηηθέο κνλάδεο ρσξίδνληαη ζηα 𝐿 ζηξψκαηα.  

΢πκβνιίδνπκε κε: 

𝑚1 , 𝑚2 , … , 𝑚𝐿  

ην πιήζνο ησλ κνλάδσλ ηνπ δείγκαηνο πνπ αλήθνπλ ζην θαζέλα απφ ηα 𝐿 ζηξψκαηα. Πξνθαλψο ηζρχεη 

𝑚1 +  𝑚2 + ⋯ + 𝑚𝐿 = 𝑛. Ο εθηηκεηήο ηεο κέζεο ηηκήο γηα ηελ εθ ησλ πζηέξσλ ζηξσκαηνπνηεκέλε 

δεηγκαηνιεςία, 𝑋 𝑝𝑠𝑡 , δίλεηαη απφ ηνλ ίδην ηχπν, φπσο θαη ζηελ ηπραία ζηξσκαηνπνηεκέλε. Αλαιπηηθά, 
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𝑋 𝑝𝑠𝑡 =  𝑊ℎ𝑋 ℎ

𝐿

𝑖=1

 

φπνπ 𝑊ℎ  είλαη ηα βάξε ησλ ζηξσκάησλ ζηνλ πιεζπζκφ.  

΢ηελ εθ ησλ πζηέξσλ ζηξσκαηνπνηεκέλε, ν εξεπλεηήο απιψο δηαπηζηψλεη ηα κεγέζε ηνπ δείγκαηνο 𝑚ℎ  αλά 

ζηξψκα ℎ θαη δελ ππάξρεη θάπνηνο έιεγρνο ή εθ ησλ πξνηέξσλ πεξηνξηζκφο σο πξνο ηηο ηηκέο ηνπο. ΢ηελ 

πξαγκαηηθφηεηα ηα κεγέζε 𝑚ℎ , ℎ = 1,2, . . 𝐿 είλαη ηπραίεο κεηαβιεηέο θαη ε δηαθνξά απηή ζε ζρέζε κε ηα 

𝑛ℎ , ℎ = 1,2, . . 𝐿 πνπ είλαη ζηαζεξνί πξνθαζνξηζκέλνη απφ ηνλ εξεπλεηή αξηζκνί γηα ηε ζηξσκαηνπνηεκέλε 

δεηγκαηνιεςία, έρεη σο ζπλέπεηα ε απνηειεζκαηηθφηεηα ηεο εθ ησλ πζηέξσλ ζηξσκαηνπνηεκέλεο λα 

ππνιείπεηαη εθείλε ηεο ηπραίαο ζηξσκαηνπνηεκέλεο.  

Πην ζπγθεθξηκέλα, κπνξεί λα απνδεηρζεί φηη ε δηαθχκαλζε ηνπ εθηηκεηή ηεο κέζεο ηηκήο ηνπ πιεζπζκνχ πνπ 

πξνθχπηεη κε ηε ζηξσκαηνπνίεζε κεηά ηε δεηγκαηνιεςία είλαη: 

 Var 𝑋  =
1 − 𝑓

𝑛
 𝑊ℎ𝑆ℎ

2 +
1

𝑛2
  1 − 𝑊ℎ 

𝐿

ℎ=1

𝐿

ℎ=1

𝑆ℎ
2 (4.2) 

Ζ ηειεπηαία ζρέζε δειψλεη φηη αλ ε ζηξσκαηνπνίεζε γίλεη κεηά ηε δεηγκαηνιεςία, ε δηαθχκαλζε ηνπ 

εθηηκεηή επηβαξχλεηαη θαηά ηνλ φξν 
1

𝑛2
  1 − 𝑊ℎ 𝑆ℎ

2𝐿
ℎ=1  ζε ζρέζε κε ηε δηαθχκαλζε ηνπ εθηηκεηή εάλ 

εθαξκνδφηαλ ηπραία ζηξσκαηνπνηεκέλε κε αλαινγηθφ θαηακεξηζκφ ηνπ κεγέζνπο ηνπ δείγκαηνο αλά ζηξψκα 

(βι. ζρέζε (3.6)). 

Αλάινγα κε ηηο δηαθπκάλζεηο αλά ζηξψκα θαη ην κέγεζνο ηνπ δείγκαηνο, ε πνζφηεηα απηή ελδέρεηαη λα είλαη 

πνιχ κηθξή θαη ην φθεινο απφ ηελ εθ ησλ πζηέξσλ ζηξσκαηνπνηεκέλε λα πξνζεγγίδεη ην φθεινο ηεο ηπραίαο 

αλαινγηθήο ζηξσκαηνπνηεκέλεο. Παξφιν πνπ ηα δχν δεηγκαηνιεπηηθά ζρήκαηα έρνπλ ζπγθξίζηκα ηππηθά 

ζθάικαηα, ε εθ ησλ πζηέξσλ ζηξσκαηνπνηεκέλε δελ απαηηεί ηνλ ζρεδηαζκφ θαη ηνλ ρσξηζκφ ησλ 

πιεζπζκηαθψλ κνλάδσλ ζε ζηξψκαηα. ΢πλεπψο, ππεξέρεη ζε ηαρχηεηα, θφζηνο θαη απαηηνχκελα ζηνηρεία γηα 

ηνλ πιεζπζκφ, άξα απφ πξαθηηθήο άπνςεο θαη πινπνίεζεο ηεο δεηγκαηνιεςίαο ππεξηεξεί έλαληη ηεο 

θαλνληθήο ζηξσκαηνπνηεκέλεο. 

Παξάδεηγκα 4.1 

Μηα έξεπλα δηεμάγεηαη ζε κηα πφιε κε ζθνπφ λα εθηηκεζεί ην ρξεκαηηθφ πνζφ πνπ θαηά κέζν φξν μνδεχεη κία 

νηθνγέλεηα αλά εβδνκάδα γηα ηαηξηθνχο ιφγνπο. Δπηιέγνληαη ηπραία 33 νηθνγέλεηεο θαη ηα ζηνηρεία ηεο 

έξεπλαο δίλνληαη ζηνλ Πίλαθα 4.2. Ζ δεχηεξε ζηήιε ηνπ πίλαθα δίλεη ηνλ αξηζκφ ησλ κειψλ ηεο νηθνγέλεηαο, 

κηα πιεξνθνξία πνπ έρνπκε κφλν κεηά ηελ έξεπλα θαη ε ηξίηε ζηήιε δίλεη ηα έμνδα ζε ρξεκαηηθέο κνλάδεο 

(ρ.κ) πνπ δήισζε φηη έρεη μνδέςεη ε νηθνγέλεηα ηελ πεξαζκέλε εβδνκάδα. Γηα ηελ πφιε, γλσξίδνπκε ηα 

πνζνζηά ησλ νηθνγελεηψλ πνπ έρνπλ 2, 3, 4, 5 θαη 6 θαη άλσ παηδηά επί ηνπ ζπλφινπ ησλ νηθνγελεηψλ. Σα 

πνζνζηά απηά είλαη 0.2, 0.3, 0.35, 0.1 θαη 0.05 αληίζηνηρα. Πφζν ζα κπνξνχζε λα βειηηψζεη ηελ εθηίκεζε ηεο 

κέζεο ηηκήο ησλ εμφδσλ ε πιεξνθνξία, έζησ εθ ησλ πζηέξσλ, γηα ηνλ αξηζκφ ησλ κειψλ ηεο νηθνγέλεηαο; 
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Οηθνγέλεηα Αξηζκόο 

κειώλ 

(family) 

Ηαηξηθά 

Έμνδα (ρ.κ) 

(expenses) 

Οηθνγέλεηα Αξηζκόο 

κειώλ 

(family) 

Ηαηξηθά 

Έμνδα(ρ.κ) 

(expenses) 

1  2  28.6  18 4  72.0  

2  3  41.6  19 2  21.2  

3  3  45.4  20 4  55.4  

4  5  61.0  21 2  51.9  

5  4  82.4  22 5  46.6  

6  7  86.4  23 3  79.6  

7  2  48.4  24 4  33.6  

8  4  60.0  25 7  75.6  

9  2  48.4  26 3  69.6  

10  5  88.8  27 3  57.4  

11  3  26.8  28 6 106.0  

12  6  79.6  29 2  39.1  

13  4  58.8  30 2  43.2  

14  4  54.2  31 6  76.4  

15  2  44.2  32 4  40.2  

16  5  75.4  33 2  41.4  

17  3  45.2  ΢ύλνια 123 1884.4 

Πίνακας 4.2 Γείγκα νηθνγελεηώλ θαη ηαηξηθά έμνδα.  

A. Υσξίο ρξήζε ζηξσκαηνπνίεζεο, ν εθηηκεηήο ηνπ κέζνπ πνζνχ πνπ μνδεχεη κηα νηθνγέλεηα ηεο πφιεο γηα 

ηαηξηθνχο ιφγνπο (αλά εβδνκάδα) είλαη ν απιφο δεηγκαηηθφο κέζνο (βι. Παξάγξαθν 2.3.2): 

𝛸 =
1

33
1884.4 = 57.10 𝜒. 𝜇  

θαη ην ηππηθφ ηεο ζθάικα, αλ ππνζέζνπκε ηε δηφξζσζε πεπεξαζκέλνπ πιεζπζκνχ ακειεηέα, είλαη (κε βάζε 

ην Πφξηζκα 2.2): 

se 𝛸  =  
1

33
𝑠2 =   

405.24

33
=  3.51 χ. μ  

Β. Έρνληαο ηελ πιεξνθνξία γηα ηνλ αξηζκφ ησλ κειψλ ηεο νηθνγέλεηαο κεηά ηε ζηξσκαηνπνίεζε, κπνξνχκε 

λα ρσξίζνπκε ζε ζηξψκαηα ηηο 33 νηθνγέλεηεο κε ηε βνήζεηα απηήο ηεο κεηαβιεηήο θαη λα εθηηκεζεί ε ίδηα 

πνζφηεηα εθ λένπ, κε εθαξκνγή ηήο εθ ησλ πζηέξσλ ζηξσκαηνπνίεζεο.  

Σν πξψην βήκα είλαη λα ρσξηζηεί ην ππάξρνλ δείγκα ζε ζηξψκαηα. Έζησ φηη απνθαζίδνπκε λα νξίζνπκε ηξία 

ζηξψκαηα, σο εμήο: Οηθνγέλεηεο κε αξηζκφ κειψλ νηθνγέλεηαο ≤ 2, αξηζκφ κειψλ 3-4 θαη αξηζκφ κειψλ≥5. 

Αλ family θαη expenses είλαη νη δχν κεηαβιεηέο (object vectors γηα ηελ R) φπνπ έρνπλ απνζεθεπηεί νη ηηκέο 

ησλ ζηνηρείσλ ηεο έξεπλαο φπσο παξνπζηάδνληαη ζηνλ Πίλαθα 4.2, νη εληνιέο ζηελ R γηα ηνλ ππνινγηζκφ 

ησλ δεηγκάησλ θαη ησλ κέζσλ αλά ζηξψκα είλαη:  
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>sample<-matrix(c(family, expenses), ncol=2)  

# δεκηνπξγία πίλαθα κε 2 ζηήιεο: ηηο κεηαβιεηέο family θαη expenses 

>strata1<-sample[sample[,1]<=2,2] 

# ην πξψην ζηξψκα θξαηά ηα ζηνηρεία ηεο δεχηεξεο ζηήιεο ηνπ πίλαθα γηα  

# εθείλεο ηηο γξακκέο πνπ ζπλαληά ηηκή ζηε κεηαβιεηή family κηθξφηεξε  

# ή ίζε ηνπ 2. 

>strata2<-sample[sample[,1]>2 & sample[,1]<5,2] 

>strata3<-sample[sample[,1]>=5,2] 

 

Σα ηξία δείγκαηα πνπ πξνθχπηνπλ αλά ζηξψκα είλαη  

 

> strata1 

[1] 28.6 48.4 48.4 44.2 21.2 51.9 39.1 43.2 41.4 

> strata2 

[1] 41.6 45.4 82.4 60.0 26.8 58.8 54.2 45.2 72.0 55.4 79.6 33.6  

69.6 57.4 40.2 

> strata3 

[1] 61.0 86.4 88.8 79.6 75.4 46.6 75.6 106.0 76.4 

 

Οη κέζνη αλά ζηξψκα εχθνια ππνινγίδνληαη σο: 

 

> means<-c(mean(strata1), mean(strata2), mean(strata3)) 

> means 

[1] 40.71111 54.81333 77.31111 

 

Απφ ην απνηέιεζκα απηφ, ήδε δηαπηζηψλεηαη, φπσο ήηαλ αλακελφκελν, φηη ππάξρεη δηαθνξά ζηηο κέζεο ηηκέο 

ηεο βαζηθήο κεηαβιεηήο γηα ηα ηξία ζηξψκαηα. Άξα, αλακέλνπκε κηα κεγάιε βειηίσζε ζηελ εθηίκεζε ηεο 

κέζεο ηηκήο ησλ εμφδσλ θάησ απφ ην ζηξσκαηνπνηεκέλν ζρήκα δεηγκαηνιεςίαο, έζησ απηφ ηεο εθ ησλ 

πζηέξσλ ζηξσκαηνπνηεκέλεο. Πξάγκαηη, ιακβάλνληαο ππφςε ηα βάξε ησλ ζηξσκάησλ απφ ηελ πιεξνθνξία 

πνπ δηαζέηνπκε γηα ηελ αλαινγία ησλ νηθνγελεηψλ ζηελ πφιε, ε εθηίκεζε αξρηθά είλαη: 

 

>meanExpenses<-sum(weights* means) 

>meanExpenses 

[1] 55.36756 

 

θαη ην ηππηθφ ζθάικα ηεο εθηίκεζεο, κε ηε βνήζεηα ηεο έθθξαζεο (4.1), ππνινγίδεηαη σο: 

 

>vars<-c(var(strata1), var(strata2), var(strata3)) 

>sqrt((1/33)*sum(weights*vars)+(1/33^2)*sum((1-weights)*vars)) 

[1] 2.744094 

 

Γηαπηζηψλνπκε φηη ην ηππηθφ ζθάικα ηεο εθηίκεζεο είλαη 2.74 απφ 3.51 πνπ ήηαλ φηαλ δελ έγηλε ρξήζε ηεο 

ζηήιεο κε ηνλ αξηζκφ ησλ κειψλ ηεο νηθνγέλεηαο. Σν ηππηθφ ζθάικα ηεο εθηίκεζεο είλαη αξθεηά βειηησκέλν, 
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ρσξίο λα αιιάμεη ην δείγκα ησλ κεηξήζεσλ, παξά κφλνλ ν ηξφπνο ππνινγηζκνχ ηεο εθηίκεζεο. Ζ πιεξνθνξία 

πνπ ρξεηάζηεθε επηπιένλ είλαη εχθνιν λα απνθηεζεί θαηά ηε δηάξθεηα ηεο ζπιινγήο ησλ δεδνκέλσλ θαη δελ 

επηβαξχλεη ηελ έξεπλα κε θφζηνο θαη ρξφλν. Αμίδεη επίζεο λα ζεκεησζεί φηη ε εθηίκεζε ηεο κέζεο ηηκήο ησλ 

εμφδσλ γηα ηαηξηθνχο ιφγνπο δελ αιιάδεη ζεκαληηθά γηα ηνπο δχν ηξφπνπο εθηίκεζεο. Απηφ είλαη 

αλακελφκελν, γηαηί θαη νη δχν ηξφπνη δεηγκαηνιεςίαο νδεγνχλ ζε ακεξφιεπην εθηηκεηή. Σν φθεινο είλαη ζην 

ζθέινο ηεο αθξίβεηαο ηνπ εθηηκεηή. 

Αλ ππνινγίζνπκε ηελ επίδξαζε ηνπ ηππηθνχ ζθάικαηνο γηα ηηο δχν εθηηκήζεηο, ζα είλαη: 

deff =
Var 𝑝𝑠𝑡 (𝑋 )

Var 𝑠𝑟𝑠 (𝑋 )
=  0.61  

δει. ν ηξφπνο εθηίκεζεο ηεο κέζεο ηηκήο ησλ εμφδσλ κε ηελ εθ ησλ πζηέξσλ ζηξσκαηνπνηεκέλε 

δεηγκαηνιεςία βειηηψλεη ηε δηαθχκαλζε ηνπ εθηηκεηή απφ ηελ α.η.δ. θαηά 39%. Σέινο, εάλ αληί ηεο εθ ησλ 

πζηέξσλ ζηξσκαηνπνηεκέλεο εθαξκφδνληαλ ε ηπραία ζηξσκαηνπνηεκέλε κε αλαινγηθφ θαηακεξηζκφ, ην 

ηππηθφ ζθάικα ηνπ εθηηκεηή, φπσο πξνθχπηεη απφ ην πξψην άζξνηζκα ζην δεχηεξν κέξνο ηεο ηζφηεηαο (4.2), 

είλαη 

>sqrt((1/33)*sum(weights*vars)) 

[1] 2.674118 

αληί 2.74 γηα ηελ εθ ησλ πζηέξσλ ζηξσκαηνπνηεκέλε. Άξα, γηα ηα δεδνκέλα ηνπ παξαδείγκαηνο, θαη παξφιν 

πνπ ην κέγεζνο δείγκαηνο είλαη κηθξφ, ην ηππηθφ ζθάικα ηνπ εθηηκεηή κε ηελ εθ ησλ πζηέξσλ 

ζηξσκαηνπνίεζε δελ δηαθέξεη ζεκαληηθά απφ ην αληίζηνηρν ηππηθφ ζθάικα γηα αλαινγηθή ηπραία 

ζηξσκαηνπνηεκέλε. 

4.4. Γεηγκαηνιεςία κε πξνθαζνξηζκέλα πνζνζηά.  

Μηα κέζνδνο δεηγκαηνιεςίαο αξθεηά δηαδεδνκέλε ζε έξεπλεο αγνξάο θαη δεκνζθνπήζεηο είλαη ε 

δεηγκαηνιεςία κε πξνθαζνξηζκέλα πνζνζηά (quota sampling). Ζ κέζνδνο απηή έρεη νκνηφηεηεο κε ηε 

ζηξσκαηνπνηεκέλε δεηγκαηνιεςία, αιιά ε βαζηθή δηαθνξά είλαη φηη δελ απνηειεί δεηγκαηνιεςία 

πηζαλφηεηαο (βι. γηα παξάδεηγκα Barnett 2002, Κεθ. 4). 

Αλαιπηηθφηεξα, ζχκθσλα κε ηε δεηγκαηνιεςία κε πξνθαζνξηζκέλα πνζνζηά, o εξεπλεηήο επηιέγεη ηηο 

δεηγκαηνιεπηηθέο κνλάδεο έηζη, ψζηε ζην ηειηθφ δείγκα λα ππάξρνπλ εθπξφζσπνη απφ θάζε ζηξψκα ηνπ 

πιεζπζκνχ θαη κάιηζηα κε αλαινγία ίζε κε εθείλε γηα ηνλ πιεζπζκφ. Σα ζηξψκαηα νξίδνληαη ζπλήζσο κε 

βάζε θάπνην δεκνγξαθηθφ θξηηήξην, π.ρ. θχιν, ειηθία, θπιή θηι. 

Δάλ ν ρσξηζκφο ηνπ πιεζπζκνχ ζε ζηξψκαηα έρεη γίλεη πξηλ απφ ηε δηεμαγσγή ηεο έξεπλαο θαη ε επηινγή ησλ 

𝑛ℎ  δεηγκαηνιεπηηθψλ κνλάδσλ αλά ζηξψκα γίλεη κε ηπραίν ηξφπν, ηφηε ε κέζνδνο ηαπηίδεηαη κε ηελ ηπραία 

ζηξσκαηνπνηεκέλε.  

΢ηελ πξάμε, πνιιέο θνξέο ν ρσξηζκφο ηνπ πιεζπζκνχ ζε ζηξψκαηα ελδέρεηαη λα έρεη κεγάιν θφζηνο. Έλαο 

ηζνδχλακνο ηξφπνο επηινγήο ηνπ δείγκαηνο κε πξνθαζνξηζκέλα πνζνζηά, πνπ δελ απαηηεί ηνλ ρσξηζκφ ησλ 

κνλάδσλ ηνπ πιεζπζκνχ ζε ζηξψκαηα εθ ησλ πξνηέξσλ, είλαη φηαλ νη δεηγκαηνιεπηηθέο κνλάδεο επηιέγνληαη 

ηπραία απφ ηνλ εληαίν πιεζπζκφ κέρξηο φηνπ ζπκπιεξσζεί ν αξηζκφο 𝑛ℎ  γηα θάζε ζηξψκα ηνπ πιεζπζκνχ. 

Με ηνλ ηξφπν απηφ, ε αλάζεζε ηεο θάζε δεηγκαηνιεπηηθήο κνλάδαο ζε έλα ζηξψκα γίλεηαη κεηά ηελ επηινγή 

ηεο ζην δείγκα. H δεηγκαηνιεςία ιέγεηαη ζηξσκαηνπνηεκέλε κε ηπραία πξνθαζνξηζκέλα πνζνζηά 

(stratified with random quotas). Σν κεηνλέθηεκα ηεο ζηξσκαηνπνηεκέλεο κε ηπραία πξνθαζνξηζκέλα 

πνζνζηά είλαη φηη ελδέρεηαη λα απνβεί ρξνλνβφξα -θαη θαηά ζπλέπεηα κε κεγάιν θφζηνο- γηαηί πξνο ηα 

ηειεπηαία ζηάδηα ηεο έξεπλαο, φζνη επηιέγνληαη απφ ηνλ πιεζπζκφ είλαη πνιχ πηζαλφ λα αλήθνπλ ζε 

ζηξψκαηα ησλ νπνίσλ ηα 𝑛ℎ  έρνπλ ήδε θαιπθζεί. 

Γηα ηε κείσζε ηνπ θφζηνπο ηεο δηεμαγσγήο ηεο έξεπλαο, ν εξεπλεηήο αξθεηέο θνξέο ζηελ πξάμε δελ επηιέγεη 

ηηο δεηγκαηνιεπηηθέο κνλάδεο απφ ηνλ πιεζπζκφ ηπραία, αιιά κε βάζε ηελ πξνζσπηθή ηνπ θξίζε 

(ππνθεηκεληθή δεηγκαηνιεςία), έηζη ψζηε λα θαιπθζνχλ ηα πξνθαζνξηζκέλα πνζνζηά γηα ην θάζε ζηξψκα 

φζν ην δπλαηφ πην ζχληνκα. ΢ηελ πεξίπησζε απηή, ε κέζνδνο δεηγκαηνιεςίαο ιέγεηαη ζηξσκαηνπνηεκέλε 

κε πξνθαζνξηζκέλα πνζνζηά (stratified with quota) θαη δελ αλήθεη ζηελ θαηεγνξία ησλ κεζφδσλ 

δεηγκαηνιεςίαο κε πηζαλφηεηεο. Καηά ζπλέπεηα, δελ κπνξεί λα γίλεη ρξήζε ηεο ζεσξίαο πνπ έρεη αλαπηπρζεί 
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γηα ηε ζηξσκαηνπνηεκέλε δεηγκαηνιεςία ζην Κεθάιαην 3 - γηα ηνλ ππνινγηζκφ ησλ δεηγκαηνιεπηηθψλ 

ζθαικάησλ ησλ εθηηκεηψλ. 
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Κεθάιαην 5 - ΢Τ΢ΣΖΜΑΣΗΚΖ ΓΔΗΓΜΑΣΟΛΖΦΗΑ 

΢ύλνςε 

΢ην θεθάιαην απηό, εηζάγεηαη έλα αθόκα δεηγκαηνιεπηηθό ζρέδην, ε ζσζηημαηική δειγμαηοληυία (systematic 

sampling). 

Σν βαζηθό πιενλέθηεκα ηνπ ζρεδίνπ απηνύ είλαη ε απιόηεηα θαη ε επθνιία ζηελ πινπνίεζή ηνπ από ηνλ 

εξεπλεηή. Έλα άιιν πιενλέθηεκα ηνπ ζπζηεκαηηθνύ δεηγκαηνιεπηηθνύ ζρεδίνπ είλαη όηη ην δείγκα πνπ επηιέγεηαη 

κε ηε κέζνδν απηή ζα είλαη νκνηόκνξθα θαηαλεκεκέλν σο πξνο ηνλ πιεζπζκό (αθνύ, όπσο ζα δνύκε ζηε 

ζπλέρεηα, νη δεηγκαηηθέο κνλάδεο ζηε ζπζηεκαηηθή δεηγκαηνιεςία ηζαπέρνπλ). Αθόκε θαη ζηελ α.η.δ. ελδέρεηαη νη 

κνλάδεο ελόο δείγκαηνο λα παξνπζηάδνπλ νκαδνπνηήζεηο. Απηό είλαη αδύλαηνλ λα ζπκβεί ζηε ζπζηεκαηηθή 

δεηγκαηνιεςία. 

Έλα κεηνλέθηεκα ηεο ζπζηεκαηηθήο δεηγκαηνιεςίαο είλαη όηη κπνξεί λα αιιειεπηδξά κε πηζαλή ιαλζάλνπζα 

πεξηνδηθόηεηα κεηαμύ ησλ κνλάδσλ ηνπ πιεζπζκνύ (Βι. Παξάγξαθν 5.6). 

Ωο πξνο ηελ αθξίβεηα ησλ εθηηκεηώλ πνπ πξνθύπηνπλ, ηα απνηειέζκαηα πνηθίιινπλ, αλάινγα κε ηε δνκή ηνπ 

δεηγκαηνιεπηηθνύ πιαηζίνπ σο πξνο ην ραξαθηεξηζηηθό ηεο έξεπλαο. Κάησ από νξηζκέλεο πεξηπηώζεηο 

πιεζπζκνύ, ε ζπζηεκαηηθή κπνξεί λα είλαη πην απνηειεζκαηηθή από ηελ απιή ηπραία, ελώ ζε άιιεο πεξηπηώζεηο 

ε ζπζηεκαηηθή είλαη ιηγόηεξν απνδνηηθή. Δπίζεο, ην απνηέιεζκα ηεο ζύγθξηζεο σο πξνο ηελ απνηειεζκα-

ηηθόηεηα ζε ζρέζε κε ηελ α.η.δ. κπνξεί λα αιιάμεη αθόκα θη όηαλ αλαθεξόκαζηε ζηνλ ίδην πιεζπζκό, αλ 

ρξεζηκνπνηνύκε δηαθνξεηηθό δεηγκαηνιεπηηθό πιαίζην ή δηάηαμε ησλ κειώλ ηνπ πιεζπζκνύ. Σα αθξηβή 

ραξαθηεξηζηηθά ζηνλ ηξόπν πινπνίεζεο, ηα πξαθηηθά πιενλεθηήκαηα ηεο κεζόδνπ θαηά ηελ εθαξκνγή, νη 

ηδηόηεηεο ησλ εθηηκεηώλ θαη νη ηξόπνη βειηίσζεο ηεο ζπζηεκαηηθήο δεηγκαηνιεςίαο δίλνληαη ζηηο επόκελεο 

παξαγξάθνπο, όπνπ πεξηιακβάλεηαη ε αλαιπηηθή κειέηε ηνπ δεηγκαηνιεπηηθνύ απηνύ ζρεδίνπ ην νπνίν, είηε 

απνθιεηζηηθά, είηε ζε ζπλδπαζκό κε θάπνην άιιν, είλαη απηό πνπ εθαξκόδεηαη πην ζπρλά ζηελ πξάμε. 

Πξναπαηηνύκελε γλώζε 

Απιή ηπραία Γεηγκαηνιεςία, ΢ηξσκαηνπνηεκέλε Γεηγκαηνιεςία, Δθηηκεηηθή, Γηαζηήκαηα Δκπηζηνζύλεο. 

5.1. Πεξηγξαθή – Οξηζκόο θαη βαζηθά ραξαθηεξηζηηθά 

Όπσο δειψλεηαη θαη απφ ηελ νλνκαζία ηεο, ε ζπζηεκαηηθή δεηγκαηνιεςία (systematic sampling) είλαη ε 

δεηγκαηνιεςία θαηά ηελ νπνία νη κνλάδεο ηνπ δείγκαηνο επηιέγνληαη απφ ηνλ πιεζπζκφ κε ζπζηεκαηηθφ 

ηξφπν, δειαδή αλά ίζα, δηαδνρηθά δηαζηήκαηα. Χο κήθνο θάζε δηαζηήκαηνο νξίδεηαη ε απφζηαζε ζηε ζεηξά 

θαηάηαμεο ή θαηαγξαθήο πνπ έρνπλ δχν κνλάδεο ηνπ πιεζπζκνχ ζχκθσλα κε ην δεηγκαηνιεπηηθφ πιαίζην 

πνπ ρξεζηκνπνηνχκε. 

Γηα παξάδεηγκα, έζησ φηη ν πιεζπζκφο είλαη ηα 𝛮 = 30 παηδηά κηαο ηάμεο ελφο Γεκνηηθνχ ζρνιείνπ θαη έζησ 

αθφκα φηη επηζπκνχκε λα επηιέμνπκε έλα δείγκα κεγέζνπο 𝑛 = 6 ησλ καζεηψλ ηεο ηάμεο απηήο. Δάλ 

ζπληαρζεί κηα ιίζηα ησλ καζεηψλ κε βάζε ηελ αιθαβεηηθή ζεηξά, ηφηε ην δεηγκαηνιεπηηθφ πιαίζην βάζεη ηνπ 

νπνίνπ ζα δηεμαρζεί ε δεηγκαηνιεςία είλαη ε αλσηέξσ ιίζηα. Αληηζηνηρίδνπκε έλαλ αχμνληα αξηζκφ, απφ 1 

έσο 30, ζε θάζε καζεηή, αλάινγα κε ηε ζέζε πνπ θαηέρεη ζηε ιίζηα, θαη ν πιεζπζκφο κπνξεί λα παξαζηαζεί 

σο ην δηάλπζκα: 

 

 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9, 10, 11, 12, 13, 14, 15, 16, 17, 18, 19, 20, 21, 22, 23, 24, 25, 26, 27, 28, 29, 30 . 

 

Σν δείγκα ησλ καζεηψλ πνπ απνηειείηαη γηα παξάδεηγκα απφ ηνπο καζεηέο κε α/α: 

 

 2, 7, 12, 17, 22, 27  
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είλαη έλα ζπζηεκαηηθφ δείγκα, κηαο θαη νη έμη καζεηέο πνπ επηιέρζεθαλ έρνπλ φινη ίζε απφζηαζε κεηαμχ 

ηνπο, ζπγθεθξηκέλα πέληε κνλάδεο, ζχκθσλα κε ηε ζεηξά θαηάηαμεο ζην πιαίζην πνπ ρξεζηκνπνηήζακε. 

Αληίζηνηρα, ην δείγκα  4, 9, 14, 19, 24, 29  είλαη επίζεο έλα ζπζηεκαηηθφ δείγκα. ΢πλεπψο, γηα ην παξάδεηγκα 

απηφ, έλα ζπζηεκαηηθφ δείγκα κεγέζνπο 6 κπνξεί λα πξνθχςεη επηιέγνληαο ηηο δεηγκαηνιεπηηθέο κνλάδεο κε 

απφζηαζε κεηαμχ ηνπο πέληε, πνπ απνθαιείηαη επίζεο θαη βήκα (step) ηεο ζπζηεκαηηθήο. Ζ απφζηαζε απηή 

είλαη άκεζα ζπλδεδεκέλε κε ηνλ ηξφπν ηνπνζέηεζεο ησλ καζεηψλ ζε ιίζηα, π.ρ. εάλ αληί ηεο αιθαβεηηθήο 

ζεηξάο νη καζεηέο κπνπλ ζε ζεηξά κε βάζε ην χςνο ηνπο, θαη κάιηζηα απφ ην ρακειφηεξν σο ην πςειφηεξν, 

ηφηε ην ζπζηεκαηηθφ δείγκα πνπ ζα πξνθχςεη ζα πεξηιακβάλεη καζεηέο πνπ απέρνπλ κεηαμχ ηνπο πέληε 

κνλάδεο ζηε ζεηξά θαηάηαμεο θαηά χςνο, αληί ζηελ αιθαβεηηθή ζεηξά θαηάηαμεο. Σέινο, ε αξηζκεηηθή ηηκή 

ηνπ βήκαηνο, πέληε γηα ην παξάδεηγκά καο, ζπλδέεηαη κε ην επηζπκεηφ ηειηθφ κέγεζνο ηνπ δείγκαηνο. Γηα έλα 

κεγαιχηεξν δείγκα ην βήκα ζα ήηαλ κηθξφηεξν θαη αληίζηξνθα. Γηα παξάδεηγκα αλ 𝑛 = 10 ηφηε ην βήκα 

είλαη 3 θαη έλα ζπζηεκαηηθφ δείγκα ζα ήηαλ ην   2, 5, 8, 11, 14, 17, 20, 23, 26, 29 . Σν βήκα ζε θάζε 

πεξίπησζε θαζνξίδεηαη έηζη ψζηε: 

«το τελικό δείγμα να καλύπτει ομοιόμορφα, ανά ίςη απόςταςη, όλο το εύροσ του πληθυςμού.» 

Απηή είλαη θαη ε ηδηφηεηα πνπ ραξαθηεξίδεη έλα ζπζηεκαηηθφ δείγκα. 

Ζ ίδηα απηή ηδηφηεηα ηεο ζπζηεκαηηθήο δεηγκαηνιεςίαο, ε νπνία θαηλνκεληθά δείρλεη λα είλαη κηα ζεηηθή 

ηδηφηεηα θαη ζπληειεί ζηελ επηινγή ελφο αληηπξνζσπεπηηθνχ δείγκαηνο, είλαη θαη ν ιφγνο πνπ νξηζκέλεο 

θνξέο ε ζπζηεκαηηθή δεηγκαηνιεςία νδεγεί ζε έλα θαθφ δείγκα θαη θαηά ζπλέπεηα ζε θαθή ή ιαλζαζκέλε 

εθηίκεζε. Απηφ ζπκβαίλεη φηαλ νη κνλάδεο ηνπ πιεζπζκνχ εκθαλίδνπλ θάπνηα πεξηνδηθφηεηα. Γηα 

παξάδεηγκα, έζησ φηη έρεη παξαηεξεζεί πσο νη εηζπξάμεηο ελφο θαηαζηήκαηνο είλαη πην απμεκέλεο ζηελ αξρή 

ηνπ κήλα θαη πην κεησκέλεο πξνο ην ηέινο ηνπ κήλα. Αλ ζέινπκε λα θάλνπκε κηα ζπζηεκαηηθή δεηγκαηνιεςία 

επηιέγνληαο θάπνηεο εκέξεο κέζα ζηε δηάξθεηα ελφο έηνπο κε ζθνπφ λα εθηηκήζνπκε ηηο εηζπξάμεηο ηνπ 

θαηαζηήκαηνο, ηφηε αλ νη παξαηεξήζεηο γίλνπλ: 5 Ηαλνπαξίνπ, 5 Φεβξνπαξίνπ, 5 Μαξηίνπ θνθ, δει. θάζε 

αξρή ηνπ κήλα, ε εθηίκεζή καο ζα ππεξεθηηκά ηηο αιεζηλέο εηζπξάμεηο ηνπ θαηαζηήκαηνο. Σνλ ξφιν πνπ 

παίδεη ηνπ παίδεη ην θξηηήξην θαηάηαμεο ησλ κνλάδσλ ηνπ πιεζπζκνχ θαη ε ελδερφκελε πεξηνδηθφηεηα ζα ηα 

κειεηήζνπκε αλαιπηηθφηεξα ζηελ Παξάγξαθν 5.6. 

 

΢πλνςίδνληαο, κπνξνχκε λα δψζνπκε ηελ πεξηγξαθή πινπνίεζεο ηεο ζπζηεκαηηθήο δεηγκαηνιεςίαο ζηε 

γεληθή ηεο πεξίπησζε. Ζ δηαδηθαζία απηή πεξηιακβάλεη ηηο θάζεηο: 

 

Φάζε 1: Καηαζθεπή ή πηνζέηεζε ηνπ δεηγκαηνιεπηηθνύ πιαηζίνπ ηνπ πιεζπζκνχ. Έζησ  𝑌1 , 𝑌2 , … , 𝑌𝑁  ην 

δηάλπζκα ηνπ πιεζπζκνχ θάησ απφ ην δεηγκαηνιεπηηθφ πιαίζην. 

Φάζε 2: Τπνινγηζκφο ηνπ βήκαηνο ηεο ζπζηεκαηηθήο δεηγκαηνιεςίαο. Σν βήκα ζπλήζσο ζπκβνιίδεηαη κε 

𝑘 θαη ππνινγίδεηαη απφ ην θιάζκα 𝑘 =
𝛮

𝑛
. 

Φάζε 3: Δπηιέγεηαη έλαο ηπραίνο αξηζκφο, έζησ 𝑗 (1 ≤ 𝑗 ≤ 𝑘 ). Ο αξηζκφο απηφο, θαζψο θαη ε κνλάδα ηνπ 

πιεζπζκνχ πνπ αληηζηνηρεί ζηνλ αξηζκφ απηφ, ιέγεηαη θαη αθεηεξία ηεο ζπζηεκαηηθήο. 

Φάζε 4: Σν ζπζηεκαηηθφ δείγκα είλαη ην δηάλπζκα 𝑠: 

 𝑠 =  𝑌𝑗 , 𝑌𝑗 +𝑘 , 𝑌𝑗+2𝑘 , … , 𝑌𝑗+ 𝑛−1 𝑘  (5.1) 

Παξαηεξήζεηο 

5.1 Σν βήκα 𝑘 φπσο νξίζηεθε ζην ΢ηάδην 2 ηεο δηαδηθαζίαο πινπνίεζεο ηεο ζπζηεκαηηθήο 

δεηγκαηνιεςίαο, ζα είλαη αθέξαηνο αξηζκφο ζηελ πεξίπησζε πνπ ην 𝛮 δηαηξείηαη αθξηβψο απφ ην 𝑛. ΢ε 

θάζε άιιε πεξίπησζε ην θιάζκα 
𝛮

𝑛
 ζα έρεη σο απνηέιεζκα έλα δεθαδηθφ αξηζκφ. ΢ε απηέο ηηο 

πεξηπηψζεηο, σο βήκα 𝑘 ιακβάλεηαη ν πιεζηέζηεξνο αθέξαηνο αξηζκφο, κε ηηο αλαπφθεπθηεο επηπηψζεηο 
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ζην κέγεζνο ηνπ δείγκαηνο. Π.ρ. αλ 𝛮 = 20 θαη 𝑛 = 3, ηφηε 
𝛮

𝑛
= 6.67, νπφηε 𝑘 = 7, θαη νη κνλάδεο ζα 

επηιέγνληαη αλά απφζηαζε 7. Αλ 𝛮 = 20 θαη 𝑛 = 9, ηφηε 
𝛮

𝑛
= 2.22 θαη ζηελ πεξίπησζε απηή 

πηνζεηνχκε 𝑘 = 2. 

5.2 Γηα ηε γεληθή πεξίπησζε πνπ ν 
𝛮

𝑛
 δελ είλαη αθέξαηνο, ην πξαγκαηηθφ κέγεζνο ηνπ δείγκαηνο είλαη, 

αλάινγα κε ηε ζηξνγγχιεπζε, κεγαιχηεξν ή κηθξφηεξν ηνπ 𝑛. Ζ γεληθή κνξθή ηνπ ζπζηεκαηηθνχ 

δείγκαηνο (5.1), ζηελ πεξίπησζε απηή, γξάθεηαη σο: 

𝑠 =  𝑌𝑗 , 𝑌𝑗+𝑘 , 𝑌𝑗+2𝑘 , 𝑌𝑗+3𝑘 , …   

5.3 ΢χκθσλα κε ηε ζπζηεκαηηθή δεηγκαηνιεςία, ε κφλε επηινγή κνλάδαο πνπ γίλεηαη κε ηπραίν ηξφπν 

είλαη ε πξψηε. Όιεο νη ππφινηπεο κνλάδεο απφ ηε 2ε σο θαη ηε n-νζηή είλαη πιήξσο θαζνξηζκέλεο θαη 

εμαξηψληαη απφ ηελ 1ε κνλάδα.  ΢πγθεθξηκέλα, είλαη νη κνλάδεο πνπ απέρνπλ απφ ηελ αξρηθή κνλάδα 

φια ηα δηαδνρηθά πνιιαπιάζηα ηνπ βήκαηνο, κέρξη ηελ εμάληιεζε ηνπ πιεζπζκνχ. Απηή ε δηαδηθαζία 

επηινγήο πξνγξακκαηίδεηαη εχθνια, θάηη πνπ απνηειεί έλα απφ ηα βαζηθφηεξα πιενλεθηήκαηα ηεο 

ζπζηεκαηηθήο δεηγκαηνιεςίαο. 

5.4 Σν ζχλνιν ησλ δπλαηψλ δεηγκάησλ, 𝒮, θάησ απφ ηε ζπζηεκαηηθή δεηγκαηνιεςία πεξηιακβάλεη 𝑘 ζε 

πιήζνο δπλαηά δείγκαηα (αξηζκφο αξθεηά κηθξφηεξνο απφ ην  
𝛮
𝑛

  πνπ αληηζηνηρεί ζηελ πεξίπησζε ηεο 

α.η.δ. ρσξίο επαλαηνπνζέηεζε). Σα δπλαηά δείγκαηα είλαη αθξηβψο ηφζα, φζεο θαη νη δπλαηέο 

αθεηεξίεο, δει. 1,2, … , 𝑘. 

5.5 Σα 𝑘 δπλαηά δείγκαηα ηνπ 𝑆 νλνκάδνληαη θαη ζπζηεκαηηθά δείγκαηα. 

5.6 Σα δπλαηά δείγκαηα ζηε ζπζηεκαηηθή δεηγκαηνιεςία δελ έρνπλ θαλέλα θνηλφ ζηνηρείν κεηαμχ ηνπο. 

 

΢ρεκαηηθά, έλα ζπζηεκαηηθφ δείγκα κπνξεί λα παξαζηαζεί φπσο ζην ΢ρήκα 5.1. Έζησ φηη νη κνλάδεο ηνπ 

πιεζπζκνχ ηνπνζεηνχληαη ζε ζεηξά θαη παξηζηψληαη ζε κηα επζεία ιακβάλνληαο ζέζεηο 1 έσο 𝑁. Σν δηάζηεκα 

απηφ ρσξίδεηαη ζηε ζπλέρεηα ζε 𝑛 ίζα ππν-δηαζηήκαηα κήθνπο 𝑘 ην θαζέλα. Γηα ην πξψην δηάζηεκα πνπ 

πεξηέρεη ηηο κνλάδεο ηνπ πιεζπζκνχ απφ ην 1 έσο ην 𝑘, επηιέγνπκε έλαλ ηπραίν αξηζκφ, έζησ 𝑗. Οη ππφινηπεο 

κνλάδεο ηνπ δείγκαηνο είλαη νη κνλάδεο πνπ θαηαιακβάλνπλ αθξηβψο ηελ ίδηα ζέζε πνπ θαηαιακβάλεη ην 𝑗 
ζην 1ν ππν-δηάζηεκα γηα φια ηα ππφινηπα ππνδηαζηήκαηα κέρξη θαη ηελ εμάληιεζε ηνπ πιεζπζκνχ. 

 

Στήμα 5.1 Γξαθηθή αλαπαξάζηαζε ζπζηεκαηηθήο δεηγκαηνιεςίαο 

Αλ ρξεζηκνπνηήζνπκε ην παθέην „animation‟ ηεο R, κπνξνχκε λα έρνπκε κηα νπηηθή αλαπαξάζηαζε ηεο 

ζπζηεκαηηθήο δεηγκαηνιεςίαο κέζσ ησλ εληνιψλ: 

 

> library(animation) 

> sample.system() 

 

Γηα ζχγθξηζε, ζηελ α.η.δ. ε αληίζηνηρε εληνιή είλαη: 

 

> sample.simple(nrow=10, ncol=10, size=15, p.col=c("blue", "red"), 

p.cex = c(1,3)) 

6.5 12.5 18.5 24.5

Posistions in Sampling Frame

re
p

(0
, 
4

)

k j k k 

k 
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Οξηζκόο 

΢πζηεκαηηθή δεηγκαηνιεςία είλαη ην δεηγκαηνιεπηηθφ εθείλν ζρέδην, ζην νπνίν ην ζχλνιν ησλ δπλαηψλ 

δεηγκάησλ 𝒮 απνηειείηαη απφ ηα δείγκαηα 𝑠 =  𝑌𝑗 , 𝑌𝑗 +𝑘 , 𝑌𝑗+2𝑘 , 𝑌𝑗+3𝑘 , …   γηα 𝑘 = 𝛮/𝑛 θαη 𝑗 ∈  1,2, … , 𝑘 , ηα 

νπνία είλαη ηζνπίζαλα κεηαμχ ηνπο. 

Παξαηήξεζε 5.7 

Δάλ αληί ηεο ηπραίαο επηινγήο ελφο αξηζκνχ 𝑗 (1 ≤ 𝑗 ≤ 𝑘) γηα ηελ αθεηεξία ελφο ζπζηεκαηηθνχ δείγκαηνο 

επηιεγεί ην θεληξηθφ ζεκείν ηνπ 1νπ δηαζηήκαηνο κήθνπο 𝑘, ε δεηγκαηνιεςία πνπ πξνθχπηεη νλνκάδεηαη 

εηδηθφηεξα θεληξηθά ηνπνζεηεκέλε ζπζηεκαηηθή δεηγκαηνιεςία (centrally located systematic sampling). 

΢ηελ πεξίπησζε ηεο ηπραίαο επηινγήο, ε δεηγκαηνιεςία νλνκάδεηαη ηπραία ζπζηεκαηηθή δεηγκαηνιεςία 

(random systematic sampling). 

 

΢χκθσλα κε ηνλ ηξφπν πεξηγξαθήο θαη ηα βήκαηα πινπνίεζεο ηεο δεηγκαηνιεςίαο φπσο δφζεθαλ παξαπάλσ, 

ε χπαξμε ηνπ δεηγκαηνιεπηηθνχ πιαηζίνπ είλαη απαξαίηεηε πξνυπφζεζε. ΢ηελ πξάμε, ε πξνυπφζεζε απηή 

δελ είλαη πάληα απαξαίηεηε. Απνηειεί δε ην γεγνλφο απηφ έλα αθφκε πιενλεθηήκαηα ηεο ζπζηεκαηηθήο 

δεηγκαηνιεςίαο έλαληη άιισλ κεζφδσλ. Γηα παξάδεηγκα, έζησ φηη γηα ιφγνπο πνηνηηθνχ ειέγρνπ θαη 

ππνινγηζκνχ ησλ εμφδσλ, κηα θιηληθή ζέιεη λα πξαγκαηνπνηεί κηα δηαξθή έξεπλα ζηνπο ηαηξηθνχο θαθέινπο 

ησλ αζζελψλ ηεο. Δπεηδή ην ζπλνιηθφ πιήζνο ησλ θαθέισλ δελ είλαη γλσζηφ, αθνχ ε έξεπλα είλαη δηαξθήο 

θαη νη θάθεινη αλαλεψλνληαη, δελ είλαη εθηθηφ λα δεκηνπξγεζεί κηα ιίζηα θαη λα εθαξκνζηεί γηα παξάδεηγκα 

ε απιή ηπραία δεηγκαηνιεςία. Παξφια απηά, κηα πξνζέγγηζε ηνπ ζπλνιηθνχ πιήζνπο είλαη πηζαλφηαηα 

εθηθηή γηα ην ρξνληθφ εχξνο ηεο έξεπλαο θαη απηφ είλαη αξθεηφ γηα ηνλ ππνινγηζκφ ηνπ 𝑘. Έρνληαο 

ππνινγίζεη ην 𝑘, κηα ζπζηεκαηηθή δεηγκαηνιεςία είλαη εθηθηή, κε έρνληαο ηελ πιήξε θαηαγξαθή ηεο ιίζηαο 

ηνπ πιεζπζκνχ, επηιέγνληαο 1 θάθειν γηα ηελ έξεπλα αλά 𝑘 θαθέινπο αζζελψλ. 

 

΢ηε ζπλέρεηα ηνπ θεθαιαίνπ, πνζφηεηεο κε δείθηε sy ζα αλαθέξνληαη ζηε ζπζηεκαηηθή δεηγκαηνιεςία. 

Πξνηεηλφκελε βηβιηνγξαθία ζην αληηθείκελν ηεο ζπζηεκαηηθήο δεηγκαηνιεςίαο είλαη κεηαμχ άιισλ: Cochran 

(1977, θεθ. 8), Lohr (2010, θεθ. 5), Levy and Lemeshow (1999, θεθ. 4), Barnett (2002, παξ. 5.4) θαη Rao,  

(2000, θεθ. 7). 

5.2. Δθηίκεζε παξακέηξσλ ηνπ πιεζπζκνύ θαη ηδηόηεηεο εθηηκεηώλ θάησ από 

ηε ζπζηεκαηηθή δεηγκαηνιεςία 

Θεσξνχκε ηελ πεξίπησζε ηεο εθηίκεζεο ηνπ πιεζπζκηαθνχ κέζνπ 𝑌  ελφο πιεζπζκνχ κεγέζνπο 𝛮 κε ηε 

βνήζεηα ελφο δείγκαηνο κεγέζνπο 𝑛, πνπ έρεη επηιεγεί απφ ηνλ πιεζπζκφ ζχκθσλα κε ηε ζπζηεκαηηθή 

δεηγκαηνιεςία. 

Έζησ (𝛸1 , 𝛸2 , … , 𝛸𝑛 ) ην ζπζηεκαηηθφ δείγκα πνπ έρεη επηιεγεί απφ ηνλ πιεζπζκφ. Λφγσ ηεο ζπζηεκαηηθήο 

επηινγήο, ζα ηζρχεη (φηαλ 𝛮 = 𝑘𝑛): 

 𝛸1 , 𝛸2 , … , 𝛸𝑛 = (𝑌𝑗 , 𝑌𝑗 +𝑘 , … , 𝑌𝑗+ 𝑛−1 𝑘) 

γηα έλα ηπραίν 𝑗 κεηαμχ ηνπ 1 θαη ηνπ 𝑘. Ο εθηηκεηήο ηνπ 𝑌  γηα ηε ζπζηεκαηηθή δεηγκαηνιεςία, ηνλ νπνίν ζα 

ζπκβνιίζνπκε κε 𝛸 𝑠𝑦 , είλαη ν δεηγκαηηθφο κέζνο 𝛸 , δει. 

𝛸 𝑠𝑦 =
1

𝑛
 𝑋𝑖

𝑛

𝑖=1

 

Γηα ηνλ εθηηκεηή 𝛸 𝑠𝑦  απνδεηθλχεηαη ε παξαθάησ πξφηαζε, πνπ αλαθέξεηαη ζηελ ηδηφηεηα ηεο ακεξνιεςίαο 

ηνπ εθηηκεηή. 
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Πξόηαζε 5.1 

Ο εθηηκεηήο 𝛸 𝑠𝑦  γηα ηε ζπζηεκαηηθή δεηγκαηνιεςία είλαη ακεξφιεπηνο εθηηκεηήο ηνπ πιεζπζκηαθνχ κέζνπ 

𝑌 , φηαλ ην κέγεζνο ηνπ πιεζπζκνχ 𝛮 δηαηξείηαη αθξηβψο κε ην κέγεζνο ηνπ δείγκαηνο 𝑛. 

Απόδεημε 

Ο 𝛸 𝑠𝑦  ζα είλαη ακεξφιεπηνο εθηηκεηήο ηνπ 𝑌 , εάλ θαη κφλνλ εάλ Ε 𝛸 𝑠𝑦 = 𝑌 . ΢χκθσλα κε ηνλ νξηζκφ, ε 

αλακελφκελε ηηκή Ε 𝛸 𝑠𝑦  ππνινγίδεηαη απφ ηε ζρέζε: 

Ε 𝛸 𝑠𝑦 =  𝑋 𝑠𝑦
 𝑠 

𝜋(𝑠)

𝑠∈𝑆

 

φπνπ 𝑠 είλαη έλα απφ ηα δπλαηά ζπζηεκαηηθά δείγκαηα ηνπ 𝑆, 𝑋 𝑠𝑦
 𝑠 

 ε ηηκή ηνπ εθηηκεηή 𝛸 𝑠𝑦  γηα ην δείγκα 

𝑠 θαη 𝜋(𝑠) ε πηζαλφηεηα επηινγήο ηνπ 𝑠. 

Απφ ηνλ νξηζκφ ηεο ζπζηεκαηηθήο δεηγκαηνιεςίαο, πξνθχπηεη φηη 𝜋 𝑠 =
1

𝑘
, θαη ζηελ πεξίπησζε πνπ ην 𝛮 

δηαηξείηαη αθξηβψο κε ην 𝑛, δει. 𝛮 = 𝑛𝑘, κε 𝑘 αθέξαην, ηφηε φια ηα δπλαηά ζπζηεκαηηθά δείγκαηα πεξηέρνπλ 

αθξηβψο ίδην αξηζκφ δεηγκαηνιεπηηθψλ κνλάδσλ, ίζν κε 𝑛. Αλαιπηηθφηεξα, ηα 𝑘 ζπζηεκαηηθά δείγκαηα είλαη: 

𝑠1 = (𝑌1 , 𝑌1+𝑘 , … , 𝑌1+ 𝑛−1 𝑘) γηα ηνλ ηπραίν αξηζκφ 𝑗 = 1 κε δεηγκαηηθφ κέζν 𝑋 𝑠𝑦
 𝑠1 

=
1

𝑛
 𝑌1+ 𝑖−1 𝑘

𝑛
𝑖=1  

𝑠2 = (𝑌2 , 𝑌2+𝑘 , … , 𝑌2+ 𝑛−1 𝑘) γηα ηνλ ηπραίν αξηζκφ 𝑗 = 2 κε δεηγκαηηθφ κέζν 𝑋 𝑠𝑦
 𝑠2 

=
1

𝑛
 𝑌2+ 𝑖−1 𝑘

𝑛
𝑖=1  

…  

𝑠𝑘 = (𝑌𝑘 , 𝑌2𝑘 , … , 𝑌𝑛𝑘 ) γηα ηνλ ηπραίν αξηζκφ 𝑗 = 𝑘 κε δεηγκαηηθφ κέζν 𝑋 𝑠𝑦
 𝑠𝑘 

=
1

𝑛
 𝑌𝑖𝑘

𝑛
𝑖=1  

 

Αληηθαζηζηψληαο ηηο πηζαλφηεηεο 𝜋 𝑠  θαη ηηο εθθξάζεηο ησλ κέζσλ ησλ ζπζηεκαηηθψλ δεηγκάησλ ζηνλ 

νξηζκφ ηεο αλακελφκελεο ηηκήο, ζα έρνπκε: 

Ε 𝛸 𝑠𝑦 =  𝑋 𝑠𝑦
 𝑠 

𝜋 𝑠 

𝑠∈𝑆

=  
1

𝑘

𝑘

𝑗 =1

𝑋 𝑠𝑦

 𝑠𝑗  
 

=  
𝑛

𝑁

𝑘

𝑗 =1

1

𝑛
 𝑌𝑗 + 𝑖−1 𝑘

𝑛

𝑖=1

=
1

𝑁
  𝑌𝑗 + 𝑖−1 𝑘

𝑛

𝑖=1

𝑘

𝑗 =1

= 𝑌  

H ηειεπηαία ηζφηεηα ηζρχεη γηαηί ην ηειηθφ δηπιφ άζξνηζκα σο πξνο 𝑗 θαη 𝑖 εμαληιεί φια ηα ζηνηρεία ηνπ 

πιεζπζκνχ, ρσξίο επαλαιήςεηο, δει. θαηακεηξά κία θνξά αθξηβψο ηελ θάζε παξαηήξεζε θαη άξα ηζνχηαη κε 

ην ζχλνιν ηνπ πιεζπζκνχ ■ 

 

΢ηελ πεξίπησζε πνπ 𝛮 ≠ 𝑛𝑘, δει. ην θιάζκα 
𝛮

𝑛
 δελ είλαη αθέξαηνο αξηζκφο, ν εθηηκεηήο 𝛸 𝑠𝑦  δελ είλαη 

ακεξφιεπηνο, αιιά ην πνζφ κεξνιεςίαο γηα κεγάια 𝛮, 𝑛 είλαη ακειεηέν. Γηα κηθξέο ηηκέο ησλ 𝛮, 𝑛 θαη ζηελ 

πεξίπησζε πνπ ην δεηγκαηνιεπηηθφ πιαίζην είλαη δηαζέζηκν, έρνπλ πξνηαζεί δχν δπλαηέο ηξνπνπνηήζεηο θαηά 

ηελ εθαξκνγή ηεο ζπζηεκαηηθήο δεηγκαηνιεςίαο, πνπ εμαζθαιίδνπλ ηελ ακεξνιεςία ηνπ 𝛸 𝑠𝑦 . 

 

1ε κέζνδνο: ΢πκπιήξσζε ηνπ πιεζπζκνύ 

΢χκθσλα κε ηε κέζνδν απηή, εάλ 𝛮 < 𝑛𝑘 φπνπ 𝑘 ν κηθξφηεξνο αθέξαηνο έηζη ψζηε ην γηλφκελν 𝑛𝑘 λα 

ππεξβαίλεη ην 𝛮, ηφηε ην δηάλπζκα ηνπ πιεζπζκνχ (𝑌1 , 𝑌2 , … , 𝑌𝛮) ζπκπιεξψλεηαη ζην ηέινο κε ηφζεο 

κνλάδεο, φζεο είλαη απαξαίηεηεο έηζη ψζηε 𝛮 = 𝑛𝑘. Οη κνλάδεο πνπ πξνζηίζεληαη είλαη νη αξρηθέο κνλάδεο 

ηνπ πιεζπζκνχ, δει. μεθηλψληαο απφ 𝑌1 , 𝑌2 , θνθ. Με ηνλ ηξφπν απηφ, ην κέγεζνο ηνπ πιεζπζκνχ γίλεηαη 
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ηειηθά πνιιαπιάζην ηνπ 𝑛 θαη ν εθηηκεηήο 𝛸 𝑠𝑦 , ζχκθσλα κε ηελ Πξφηαζε 5.1, είλαη ακεξφιεπηνο. Γηα 

παξάδεηγκα, εάλ 𝛮 = 10 θαη 𝑛 = 4, ηφηε γηα 𝑘 = 3 ζεσξνχκε ηνλ πιεζπζκφ πνπ ζπκπιεξψλεηαη κέρξη θαη 

ηελ 𝑛𝑘(= 12η) ζέζε δαλεηδφκελνη ηηο δχν πξψηεο ηηκέο ηνπ πιεζπζκνχ. Γει. ν πιεζπζκφο ζα απνηειείηαη 

απφ ηηο 𝛮′ = 16 ηηκέο (𝑌1 , 𝑌2 , … , 𝑌9, 𝑌10 , 𝑌1 , 𝑌2). Σα ηξία ζπζηεκαηηθά δείγκαηα πνπ κπνξνχλ λα πξνθχςνπλ 

είλαη: 

(𝑌1 , 𝑌4 , 𝑌7 , 𝑌10) γηα  𝑖 = 1  

(𝑌2 , 𝑌5 , 𝑌8 , 𝑌1) γηα 𝑖 = 2 

(𝑌3 , 𝑌6 , 𝑌9, 𝑌2) γηα 𝑖 = 3 

θαη έρνπλ φια ίζν κέγεζνο δείγκαηνο 𝑛 = 4. 

 

2ε κέζνδνο: Άληζεο πηζαλόηεηεο επηινγήο ηεο αθεηεξίαο ηνπ ζπζηεκαηηθνύ 

΢ηε κέζνδν απηή, αληί ν αξηζκφο 𝑗 (1 ≤ 𝑗 ≤ 𝑘) λα επηιέγεηαη κε ηπραίν ηξφπν, δειαδή επηινγή ελφο αξηζκνχ 

απφ ην 1 εσο 𝑘 κε πηζαλφηεηα 1 𝑘 , ε επηινγή γίλεηαη κε άληζεο πηζαλφηεηεο, νη νπνίεο είλαη ζε ζπκθσλία κε 

ην κέγεζνο ηνπ ζπζηεκαηηθνχ δείγκαηνο πνπ πξνθχπηεη γηα ην θάζε 𝑗. Γηα ην ίδην κηθξφ παξάδεηγκα πνπ 

ρξεζηκνπνηήζακε ζηελ 1ε κέζνδν, ηα ηξία δπλαηά δείγκαηα είλαη: 

(𝑌1 , 𝑌4 , 𝑌7 , 𝑌10) γηα  𝑖 = 1 

(𝑌2 , 𝑌5 , 𝑌8) γηα 𝑖 = 2 

(𝑌3 , 𝑌6 , 𝑌9) γηα 𝑖 = 3 

Σα πξψην δείγκα έρεη 4 ζηνηρεία, ελψ ην δεχηεξν θαη ην ηξίην έρνπλ 3. Οη πηζαλφηεηεο επηινγήο ζπλεπψο ησλ 

 1,2,3  σο αθεηεξίαο, ζα είλαη  
4

10
,

3

10
,

3

10
  . Με ηνλ ηξφπν απηφ, εμαζθαιίδεηαη επίζεο ε ακεξνιεςία ηνπ 𝛸 𝑠𝑦 . 

Πξάγκαηη, ζχκθσλα κε ηνλ νξηζκφ ηεο αλακελφκελεο ηηκήο ελφο εθηηκεηή πνπ δψζακε ζην Κεθάιαην 1 -, ε 

αλακελφκελε ηηκή ηνπ 𝛸 𝑠𝑦  ζα είλαη: 

Ε(𝛸 𝑠𝑦 ) =  𝜋(𝑠) 𝛸 𝑠𝑦 
𝑠

𝑠∈𝒮

 

φπνπ 𝒮 ην ζχλνιν φισλ ησλ δπλαηψλ δεηγκάησλ ζχκθσλα κε ηνλ ηξφπν δεηγκαηνιεςίαο, 𝜋(𝑠) ε πηζαλφηεηα 

επηινγήο ηνπ θαζελφο απφ ηα δπλαηά δείγκαηα 𝑠 ηνπ ζπλφινπ 𝒮 θαη  𝛸 𝑠𝑦 
𝑠
 ε ηηκή ηνπ εθηηκεηή γηα ην δείγκα 

𝑠. 

Γηα ην παξάδεηγκά καο: 

Ε(𝛸 𝑠𝑦 ) =
4

10
 

1

4
 𝑌1 +  𝑌4 +  𝑌7 + 𝑌10  +

3

10
 

1

3
 𝑌2 +  𝑌5 +  𝑌8  +

3

10
 

1

3
 𝑌3 +  𝑌6 +  𝑌9  = 𝑌   

 

Γηα ηνλ ππνινγηζκφ ηεο δηαθχκαλζεο θαη ηνπ ηππηθνχ ζθάικαηνο ηνπ εθηηκεηή, απνδεηθλχεηαη ε παξαθάησ 

πξφηαζε. 

Πξόηαζε 5.2 

Ζ δηαθχκαλζε ηνπ εθηηκεηή 𝛸 𝑠𝑦  ηνπ πιεζπζκηαθνχ κέζνπ θάησ απφ ηε ζπζηεκαηηθή δεηγκαηνιεςία δίλεηαη 

απφ ηε ζρέζε: 

 Var 𝛸 𝑠𝑦 =
𝑁 − 1

𝑁
𝑆2 −

𝑘(𝑛 − 1)

𝑁
𝑆𝑤𝑠𝑦

2  (5.2) 
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φπνπ 𝑆𝑤𝑠𝑦
2 =

1

𝑘(𝑛−1)
  (𝑌𝑖𝑗 − 𝑌 𝑖)

2𝑛
𝑗=1

𝑘
𝑖=1 , θαη 𝑌 𝑖  ν κέζνο ηνπ 𝑖 ζπζηεκαηηθνχ δείγκαηνο. 

Απόδεημε 

΢χκθσλα κε ηνλ ζπκβνιηζκφ ηεο Πξφηαζεο 5.1, νη 𝑘 δπλαηέο πξαγκαηνπνηήζεηο ηνπ εθηηκεηή 𝛸 𝑠𝑦 , είλαη νη 

κέζεο ηηκέο 𝑋 𝑠𝑦
 𝑠1 

, 𝑋 𝑠𝑦
 𝑠2 

, ..., 𝑋 𝑠𝑦
 𝑠𝑘 

 ή, ηζνδχλακα, ηα 𝑌 1, 𝑌 2, ..., 𝑌 𝑘  φπσο νξίζηεθαλ παξαπάλσ. 

Ζ δηαθχκαλζε ηνπ εθηηκεηή 𝛸 𝑠𝑦  σο πξνο ηελ πνζφηεηα 𝑌  πνπ εθηηκά είλαη ε αλακελφκελε ηηκή Ε 𝛸 𝑠𝑦 − 𝑌  
2
, 

ε νπνία, ζχκθσλα κε ηνλ νξηζκφ ζην Κεθάιαην 1 -, ππνινγίδεηαη απνθιεηζηηθά κε ηε βνήζεηα ηνπ ζπλφινπ 𝑆 

ησλ δπλαηψλ δεηγκάησλ θαη ησλ πηζαλνηήησλ 𝜋 𝑠 , 𝑠 ∈ 𝑆. ΢χκθσλα κε ηε ζπζηεκαηηθή δεηγκαηνιεςία θαη 

ππνζέηνληαο φηη 𝛮 = 𝑛𝑘, ε αλσηέξσ αλακελφκελε ηηκή ηζνχηαη κε: 

 Var 𝛸 𝑠𝑦 =
1

𝑘
  𝑋 𝑠𝑦

 𝑠𝑖 − 𝑌  
2

𝑘

𝑖=1

 (5.3) 

Παξάιιεια, γηα ην δηάλπζκα ηνπ πιεζπζκνχ ηζρχεη ε επφκελε ζρέζε, αλάινγε ηεο νπνίαο έρνπκε δεη θαη γηα 

ηε ζηξσκαηνπνηεκέλε δεηγκαηνιεςία θαη ε νπνία είλαη γλσζηή θαη σο ΑΝΑιπζε ηεο ΓΗΑθχκαλζεο, ζε 

ζπληνκνγξαθία ΑΝΑΓΗΑ: 

 𝛮 − 1 𝑆2 =     𝑌𝑖𝑗 − 𝑌 𝑗  
2

𝑛

𝑗 =1

 +

𝑘

𝑖=1

𝑛   𝑌 𝑖 − 𝑌  2

𝑘

𝑖=1

 

Γηαηξψληαο ηελ ηειεπηαία ζρέζε κε 𝛮 θαη ιακβάλνληαο ππφςε ηνλ ζπκβνιηζκφ ηεο εθθψλεζεο ηεο 

Πξφηαζεο, πξνθχπηεη ηζνδχλακα: 

 𝛮 − 1 

𝛮
𝑆2 =

1

𝛮
𝑘 𝑛 − 1 𝑆 𝑤𝑠𝑦

2 +
𝑛

𝑁
  𝑌 𝑖 − 𝑌  2

𝑘

𝑖=1

 

ε νπνία, κε ηε βνήζεηα ηεο (5.3), δίλεη ηζνδχλακα: 

 𝛮 − 1 

𝛮
𝑆2 =

𝑘 𝑛 − 1 

𝛮
𝑆 𝑤𝑠𝑦

2 + Var 𝛸 𝑠𝑦  

πνπ απνδεηθλχεη ηε δεηνχκελε έθθξαζε ■ 

Πόξηζκα 5.1 

Σν ηππηθφ ζθάικα ηνπ εθηηκεηή 𝛸 𝑠𝑦  ζηε ζπζηεκαηηθή δεηγκαηνιεςία, δίλεηαη απφ ηε ζρέζε: 

se 𝛸 𝑠𝑦 =  
𝑁 − 1

𝑁
𝑆2 −

𝑘(𝑛 − 1)

𝑁
𝑆𝑤𝑠𝑦

2  

 

Αθνινπζεί κε ζπγθεθξηκέλα ζηνηρεία ην παξάδεηγκα θαηαλφεζεο κε ηελ ηάμε ησλ 30 καζεηψλ, πνπ δφζεθε 

ζηελ αξρή ηεο παξαγξάθνπ γηα ηελ εηζαγσγή ηεο ζπζηεκαηηθήο δεηγκαηνιεςίαο. 

Παξάδεηγκα 5.1 

Απφ ην ζχλνιν ησλ καζεηψλ κηαο ηάμεο 30 αηφκσλ ζπλνιηθά, ελδηαθεξφκαζηε λα επηιέμνπκε έλα 

ζπζηεκαηηθφ δείγκα κεγέζνπο 6, κε ζθνπφ ηελ εθηίκεζε ηνπ κέζνπ φξνπ επίδνζεο ησλ καζεηψλ ηεο ηάμεο 
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απηήο ζην κάζεκα ησλ Μαζεκαηηθψλ. Ζ ζεηξά θαηάηαμεο ησλ καζεηψλ είλαη αιθαβεηηθή θαη νη βαζκνί φιεο 

ηεο ηάμεο δίλνληαη ζηνλ Πίλαθα 5.1 πνπ αθνινπζεί. Οη βαζκνινγίεο είλαη κε θιίκαθα 0-100. 

 

α/α Βαζκνινγία 

ζηα 

Μαζεκαηηθά 

α/α Βαζκνινγία 

ζηα 

Μαζεκαηηθά 

α/α Βαζκνινγία 

ζηα 

Μαζεκαηηθά 

1 20 11 34 21 18 

2 5 12 7 22 31 

3 42 13 54 23 70 

4 56 14 67 24 80 

5 76 15 86 25 25 

6 20 16 16 26 73 

7 27 17 70 27 83 

8 65 18 9 28 25 

9 97 19 40 29 13 

10 44 20 79 30 16 

Πίνακας 5.1 Βαζκνινγίεο ησλ καζεηώλ ζηα Μαζεκαηηθά 

Γηα δείγκα κεγέζνπο 𝑛 = 6, ε επηινγή ηνπ δείγκαηνο κε ηε βνήζεηα ηεο R γίλεηαη σο εμήο: 

Έζησ x ην δηάλπζκα ησλ 30 ηηκψλ ηνπ πιεζπζκνχ: 

 

> x 

 [1] 20  5 42 56 76 20 27 65 97 44 34  7 54 67 86 16 70  9 40 

[20] 79 18 31 70 80 25 73 83 25 13 16 

 

΢ηε ζπλέρεηα ππνινγίδεηαη ην 𝑘: 

> n<-6 

> k<-length(x)/n 

> k 

[1] 5 

 

θαη επηιέγεηαη ε αθεηεξία κε ηε βνήζεηα ηεο εληνιήο: 

j<-sample(1:k,1) 

> j 

[1] 4 

 

Άξα επηιέγεηαη ην 4ν ζπζηεκαηηθφ δείγκα, ην νπνίν ζπγθεθξηκέλα απνηειείηαη απφ ηνπο καζεηέο κε αχμνληεο 

αξηζκνχο: 

> seq(from=j, to=length(x), by=k) 

[1]  4  9 14 19 24 29  
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Απφ απηφ ην δείγκα ησλ καζεηψλ, ην αληίζηνηρν δείγκα ησλ βαζκνινγηψλ πξνθχπηεη λα είλαη: 

> s<-x[seq(from=j, to=length(x), by=k)] 

> s 

[1] 56 97 67 40 80 13 

 

Αλ δεηήζνπκε  ηνλ ππνινγηζκφ ηεο κέζεο ηηκήο ηνπ πιεζπζκνχ θαη ηεο βαζκνινγίαο: 

> mean(x) 

[1] 44.93333 

> mean(s) 

[1] 58.83333 

 

πξνθχπηεη φηη ε κέζε βαζκνινγία ηεο ηάμεο ησλ καζεηψλ ζηα καζεκαηηθά είλαη 44.93 θαη ε εθηίκεζε απηήο 

ηεο βαζκνινγίαο βάζεη ηνπ ζπγθεθξηκέλνπ δείγκαηνο είλαη 58.83. 

Οη κέζνη φισλ ησλ δπλαηψλ δεηγκάησλ κπνξνχλ λα ππνινγηζηνχλ κε εμάληιεζε φισλ ησλ δπλαηψλ ηπραίσλ 

αξηζκψλ σο αθεηεξίαο ηνπ ζπζηεκαηηθνχ δείγκαηνο. 

> means=rep(0,k) 

> for (j in 1:k) means[j]<-mean(x[seq(from=j, to=length(x), by=k)]) 

> means 

[1] 30.16667 37.16667 44.16667 58.83333 54.33333 

 

Ο εθηηκεηήο είλαη ακεξφιεπηνο, γηαηί πξάγκαηη ε κέζε ηηκή ησλ δπλαηψλ εθηηκήζεσλ ηζνχηαη κε ηελ αιεζηλή 

κέζε ηηκή: 

> mean(means) 

[1] 44.93333 

 

θαη ε δηαθχκαλζε ηνπ εθηηκεηή ηνπ δεηγκαηηθνχ κέζνπ ηνπ ζπζηεκαηηθνχ δείγκαηνο φπσο δίλεηαη απφ ηελ 

(5.3) είλαη: 

> sum((means-mean(means))^2)/k  

[1] 112.1067 

 

ή, ην ηππηθφ ζθάικα ηεο εθηίκεζεο είλαη 10.59. 

 

΢εκείσζε: Όπσο ζε θάζε πξφβιεκα πξνγξακκαηηζκνχ ππάξρνπλ πνιινί ηξφπνη πινπνίεζεο, έηζη θαη ζηελ 

πεξίπησζε ηεο δεκηνπξγίαο ηνπ ζπζηεκαηηθνχ δείγκαηνο ζηελ R, αληί ηεο εληνιήο: 

> seq(from=j, to=length(x), by=k) 

πνπ ρξεζηκνπνηήζεθε ζην Παξάδεηγκα 5.1, κπνξεί ελαιιαθηηθά λα ρξεζηκνπνηεζεί ν ηειεζηήο modulus (x 

mod y) πνπ ζηελ R παξηζηάλεηαη κε %%. Οη αληίζηνηρεο εληνιέο κε ηνλ ηξφπν απηφ είλαη: 

> shift <- (1:30) - j 

> positions <- (1:30)[(shift %% k) == 0]  

■ 

 

Ζ πνζφηεηα 𝑆 𝑤𝑠𝑦
2  πνπ νξίζηεθε ζηελ Πξφηαζε 5.2 γξάθεηαη ηζνδχλακα: 

𝑆𝑤𝑠𝑦
2 =

1

𝑘
  

1

(𝑛 − 1)
 (𝑌𝑖𝑗 − 𝑌 𝑖)

2
𝑛

𝑗=1
 

𝑘

𝑖=1
=

1

𝑘
 𝑆𝑖

2
𝑘

𝑖=1
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φπνπ 𝑆𝑖
2, ζχκθσλα κε ηνλ νξηζκφ, είλαη ε δεηγκαηηθή δηαζπνξά ηνπ 𝑖 ζπζηεκαηηθνχ δείγκαηνο. Άξα, ην 𝑆𝑤𝑠𝑦

2  

είλαη ν κέζνο φξνο ησλ δηαθπκάλζεσλ 𝑆𝑖
2 γηα φια ηα δπλαηά 𝑖 −ζπζηεκαηηθά δείγκαηα, 𝑖 = 1,2, … , 𝑘. Γηα ηνλ 

ιφγν απηφλ, ε πνζφηεηα 𝑆𝑤𝑠𝑦
2  νλνκάδεηαη δηαθχκαλζε ζην εζσηεξηθφ ή δηαθχκαλζε εληφο ησλ ζπζηεκαηηθψλ 

δεηγκάησλ (within systematic variation ή intracluster variation) θαη αληηπξνζσπεχεη ηε κέζε δεηγκαηηθή 

δηαθχκαλζε ησλ ζπζηεκαηηθψλ δεηγκάησλ. Μηα δηαθνξεηηθή εξκελεία ηεο ίδηαο πνζφηεηαο είλαη φηη παξέρεη 

ηελ πιεξνθνξία γηα ην πφζν ζπζρεηηζκέλεο είλαη νη κνλάδεο ζην εζσηεξηθφ ησλ ζπζηεκαηηθψλ δεηγκάησλ. 

Όζν κεγαιχηεξε είλαη ε ηηκή ηεο 𝑆 𝑤𝑠𝑦
2 , ηφζν κεγαιχηεξε είλαη ε εηεξνγέλεηα ησλ κνλάδσλ ζην εζσηεξηθφ 

ησλ ζπζηεκαηηθψλ θαη αληίζηξνθα. 

 

Όπσο είλαη θαλεξφ, πξαθηηθά ε 𝑆𝑤𝑠𝑦
2  δελ είλαη εθηθηφ λα ππνινγηζηεί ζηελ αθξηβή ηεο ηηκή, αθνχ 

πξνυπνζέηεη ηελ εμάληιεζε φισλ ησλ δπλαηψλ ζπζηεκαηηθψλ δεηγκάησλ, θαη απηφ κε ηε ζεηξά ηνπ 

ζπλεπάγεηαη ηελ πιήξε εμάληιεζε ηνπ πιεζπζκνχ, δει. απνγξαθή. Μηα κεζνδνινγία πνπ επηηξέπεη ηελ 

εθηίκεζε ηεο πνζφηεηαο θαη θαηά ζπλέπεηα θαη ηελ εθηίκεζε ηεο δηαθχκαλζεο ηνπ εθηηκεηή ηνπ κέζνπ θάησ 

απφ ην ζπζηεκαηηθφ ζρήκα νλνκάδεηαη επαλαιακβαλφκελε ζπζηεκαηηθή δεηγκαηνιεςία (repeated systematic 

sampling) θαη παξνπζηάδεηαη ζηελ επφκελε παξάγξαθν. 

5.3. Δθηίκεζε ηεο δηαθύκαλζεο ηνπ εθηηκεηή γηα ηε ζπζηεκαηηθή 

δεηγκαηνιεςία 

Απφ ηε κέρξη ηψξα κειέηε ησλ κεζφδσλ δεηγκαηνιεςίαο θαη ηεο εθηίκεζεο παξακέηξσλ ηνπ πιεζπζκνχ, 

είλαη ζαθέο φηη πξσηαξρηθήο ζεκαζίαο επηδίσμε είλαη ε εθηίκεζε ηεο δηαθχκαλζεο ή ηνπ ηππηθνχ ζθάικαηνο 

ηνπ εθηηκεηή. Οη εθθξάζεηο ησλ αιεζηλψλ αληίζηνηρσλ πνζνηήησλ έρνπλ ελδηαθέξνλ ζεσξεηηθφ θαη 

ρξεζηκεχνπλ ζηε κειέηε θαη ζχγθξηζε ησλ δεηγκαηνιεπηηθψλ ζρεδίσλ, αιιά ζηελ πξάμε, ακέζσο κεηά ηελ 

πινπνίεζε κηαο δεηγκαηνιεπηηθήο έξεπλαο ν εξεπλεηήο ελδηαθέξεηαη λα δψζεη αξηζκεηηθά ηε δηαθχκαλζε 

ηνπ εθηηκεηή. Απηφ, φπσο έρνπκε δεη ζηα κέρξη ηψξα θεθάιαηα, είλαη εθηθηφ κέζα απφ ηνλ ππνινγηζκφ κηαο 

εθηίκεζεο ηεο ζεσξεηηθήο δηαθχκαλζεο ηνπ εθηηκεηή κε βάζε ην δείγκα. 

Γηα ηελ πεξίπησζε ηεο ζπζηεκαηηθήο, ε ζεσξεηηθή δηαθχκαλζε ηνπ 𝛸 𝑠𝑦  δίλεηαη απφ ηελ (5.2) θαη 

πξνθεηκέλνπ λα εθηηκεζεί απφ ην δείγκα, ρξεηάδεηαη λα εθηηκεζνχλ νη 2 δηαζπνξέο πνπ εκθαλίδνληαη, δει. ε 

ζπλνιηθή δηαζπνξά ησλ κνλάδσλ ηνπ πιεζπζκνχ 𝑆2 θαη ε κέζε δηαζπνξά ησλ ζπζηεκαηηθψλ ζην εζσηεξηθφ 

ηνπο 𝑆 𝑤𝑠𝑦
2 . Ζ 𝑆2 κπνξεί λα εθηηκεζεί απφ ηελ αληίζηνηρε δεηγκαηηθή πνζφηεηα 𝑠2, αιιά γηα ηελ 𝑆 𝑤𝑠𝑦

2  ε 

εθηίκεζε δελ είλαη εθηθηή, αθνχ είλαη έλαο κέζνο φξνο 𝑘 ηηκψλ (𝑆1
2, 𝑆2

2, … , 𝑆𝑘
2) θαη ε πινπνίεζε ηεο 

ζπζηεκαηηθήο ζα πξνζθέξεη ηελ αξηζκεηηθή ηηκή κφλν κίαο εμ απηψλ. 

Ζ παξαθάησ κέζνδνο, πνπ πξνηείλεηαη σο ηξνπνπνίεζε ηεο ζπζηεκαηηθήο δεηγκαηνιεςίαο, έρεη σο ζηφρν ηελ 

εθηίκεζε ηεο 𝑆 𝑤𝑠𝑦
2 . 

5.3.1 Δπαλαιακβαλόκελε ζπζηεκαηηθή δεηγκαηνιεςία 

Ζ ηδέα πίζσ απφ ηελ επαλαιακβαλφκελε ζπζηεκαηηθή δεηγκαηνιεςία, είλαη ε παξαγσγή πνιιαπιψλ, αληί 

ελφο κνλαδηθνχ ζπζηεκαηηθνχ δείγκαηνο, κε ζθνπφ λα είλαη εθηθηφο ν ππνινγηζκφο πεξηζζφηεξσλ 

δηαθπκάλζεσλ 𝑆𝑖
2 κεηά ην πέξαο ηεο έξεπλαο. 

Αλαιπηηθά, ε κέζνδνο απνηειείηαη απφ ηηο εμήο θάζεηο (βι. γηα παξάδεηγκα Levy & Lemeshow 1999, παξάγξ. 

4.7): 

Φάζε 1. Έζησ 𝑘 ην βήκα ηεο ζπζηεκαηηθήο. Δπηιέγνπκε έλαλ αξηζκφ 𝑚 (ζρεηηθφ κε ην κέγεζνο ηνπ 𝑘), ν 

νπνίνο δειψλεη ηνλ αξηζκφ ησλ επαλαιήςεσλ ηεο ζπζηεκαηηθήο δεηγκαηνιεςίαο. 

Φάζε 2. Με βήκα 𝑘 ′ = 𝑚𝑘, εθαξκφδνπκε 𝑚 αλεμάξηεηεο ζπζηεκαηηθέο δεηγκαηνιεςίεο θαηά ηνλ ζπλήζε 

ηξφπν. 

Φάζε 3. Σν δείγκα πνπ απνηειείηαη απφ ηε ζπιινγή ησλ κεηξήζεσλ πνπ ζα πξνθχςνπλ απφ ηηο 𝑚 

δηαδνρηθέο ζπζηεκαηηθέο δεηγκαηνιεςίεο είλαη ην ηειηθφ δείγκα.  
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Σν 𝑚 επηιέγεηαη έηζη, ψζηε λα δίλεη έλα ηθαλφ κέγεζνο δείγκαηνο γηα λα εθηηκεζεί ν κέζνο φξνο ησλ 𝑘 

δηαθπκάλζεσλ ηνπ 𝑆 𝑤𝑠𝑦
2  θαη, ηαπηφρξνλα, λα είλαη δηαηξέηεο ηνπ 𝑛, εηδηθά γηα κηθξφ κέγεζνο δείγκαηνο. 

To ζπλνιηθφ ηειηθφ δείγκα παξακέλεη ίζνπ κεγέζνπο κε ην αξρηθφ. Ζ δηαθνξά είλαη θαηά ηελ εθηέιεζε, θαη 

φηη ην δείγκα εδψ ιακβάλεηαη ζηαδηαθά, κε 𝑚 επαλαιήςεηο ηνπ ζπζηεκαηηθνχ ηξφπνπ δεηγκαηνιεςίαο επί 

ηνπ πιήξνπο εχξνπο ηνπ πιεζπζκνχ, αιιά ρξεζηκνπνηψληαο κεγαιχηεξε απφζηαζε. ΢ηελ πεξίπησζε ηεο 

επαλαιακβαλφκελεο ζπζηεκαηηθήο δεηγκαηνιεςίαο, ν εθηηκεηήο ηνπ κέζνπ ππνινγίδεηαη απφ ηνλ κέζν ησλ 

κέζσλ ησλ επηκέξνπο ζπζηεκαηηθψλ. Γει. 

𝛸 𝑠𝑦,𝑟𝑒𝑝 = 𝑋  

Παξάδεηγκα 5.2 

Έζησ φηη επηζπκνχκε λα επηιέμνπκε έλα ζπζηεκαηηθφ δείγκα κεγέζνπο 20, απφ έλα ζχλνιν 200 πξσηνεηψλ 

θνηηεηψλ ελφο Σκήκαηνο Παλεπηζηεκίνπ, κε ζθνπφ ηελ εθηίκεζε ηνπ κέζνπ ρξφλνπ πνπ αθηεξψλνπλ γηα 

κειέηε κέζα ζηελ εβδνκάδα, αλ εμαηξεζεί ν ρξφλνο πνπ αθηεξψλνπλ γηα ηηο παξαθνινπζήζεηο ησλ δηαιέμεσλ. 

Σν βήκα 𝑘 ηεο ζπζηεκαηηθήο είλαη 𝑘 =
200

20
= 10. Άξα, ζχκθσλα κε ηνλ νξηζκφ ηεο ζπζηεκαηηθήο 

δεηγκαηνιεςίαο, ζα έπξεπε λα επηιεγεί έλαο ηπραίνο αξηζκφο κεηαμχ ηνπ 1 θαη ηνπ 10 θαη ζηε ζπλέρεηα λα 

επηιεγνχλ φινη νη θνηηεηέο κε απφζηαζε 10 απφ ηνλ πξψην. Π.ρ. ην δείγκα ησλ θνηηεηψλ πνπ αληηζηνηρνχλ 

ζηνπο α/α: 4  14  24  34  44  54  64  74  84  94 104 114 124 134 144 154 164 174 184 θαη 194 ζα ήηαλ έλα 

ηπραίν ζπζηεκαηηθφ δείγκα. 

Γηα ηελ επαλαιακβαλφκελε ζπζηεκαηηθή θαη επεηδή 𝑛 = 4 ∗ 5 επηιέγνπκε έζησ 𝑚 = 5 ζπζηεκαηηθά 

δείγκαηα κε κέγεζνο 4 ην θαζέλα, έηζη ψζηε λα ιακβάλεηαη ην ίδην ζπλνιηθφ κέγεζνο δείγκαηνο. Γηα ηελ 

επηινγή απηή ηνπ 𝑚, ην βήκα ηεο ζπζηεκαηηθήο γηα ην θάζε δείγκα ζα είλαη 𝑘 ′ = 5 ∗ 10 = 50. ΢ηε ζπλέρεηα 

επηιέγνληαη αλεμάξηεηα 𝑚 = 5 ηπραίνη αξηζκνί απφ ην 1 έσο ην 50. Οη αξηζκνί απηνί θαζνξίδνπλ ηε ζέζε ηεο 

αθεηεξίαο γηα ην θάζε ζπζηεκαηηθφ δείγκα. Οη ππφινηπεο ζέζεηο ζα είλαη κε απφζηαζε 𝑘 ′ = 50. Έζησ φηη νη 

αθεηεξίεο γηα ην παξάδεηγκα είλαη: 

> sample(1:50,5) 

[1] 23  8 42 36 24 

 

Σα πέληε ζπζηεκαηηθά ζα πεξηιακβάλνπλ αλαιπηηθά ηνπο θνηηεηέο κε α/α πνπ ππνινγίδνληαη θαηά ηα 

γλσζηά: 

> seq(from=23, to=200, by=50) 

[1]  23  73 123 173 

> seq(from=8, to=200, by=50) 

[1]   8  58 108 158 

> seq(from=42, to=200, by=50) 

[1]  42  92 142 192 

> seq(from=36, to=200, by=50) 

[1]  36  86 136 186 

> seq(from=24, to=200, by=50) 

[1]  24  74 124 174 

 

θαη ην ηειηθφ ζπλνιηθφ δείγκα είλαη ε ζπιινγή ησλ πέληε επηκέξνπο. 

 

Ζ επαλαιακβαλφκελε ζπζηεκαηηθή δεηγκαηνιεςία έρεη σο πιενλεθηήκαηα: (i) ηελ θαιχηεξε θάιπςε ηνπ 

πιεζπζκνχ, (ii) ηελ απνθπγή ηεο πεξηνδηθφηεηαο πνπ ελδερνκέλσο εκθαλίδεη ν πιεζπζκφο σο πξνο ην 

ραξαθηεξηζηηθφ θαη (iii) ηελ εθηίκεζε ηεο δηαθχκαλζεο 𝑆 𝑤𝑠𝑦
2 , θαη θαηά ζπλέπεηα ηεο δηαθχκαλζεο ηνπ 

εθηηκεηή 𝛸 𝑠𝑦 , βάζεη ελφο δείγκαηνο ζπλνιηθνχ κεγέζνπο 𝑛. 
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H εθηίκεζε ηνπ 𝑆 𝑤𝑠𝑦
2  γίλεηαη κε ηε βνήζεηα ησλ 𝑚 ζπζηεκαηηθψλ δεηγκάησλ πνπ έρνπλ επηιεγεί ζηαδηαθά. 

΢πγθεθξηκέλα, ν εθηηκεηήο είλαη  

𝑆 𝑤𝑠𝑦
2 =

1

𝑚
 𝑆𝑖

2
𝑚

𝑖=1
 

Γηα ηελ εθηίκεζε ηεο Var(𝛸 𝑠𝑦 ) ζπλνιηθά, επεηδή ε επηινγή ησλ 𝑚 δεηγκάησλ έγηλε κε απιή ηπραία 

δεηγκαηνιεςία, ε δηαθχκαλζε ηνπ εθηηκεηή ηνπ κέζνπ πξνθχπηεη απφ ην αληίζηνηρν απνηέιεζκα ηεο α.η.δ. 

θαη είλαη: 

Var(𝛸 𝑠𝑦 ) =  1 −
𝑚

𝑘 ′
 

1

𝑚
 

1

𝑚 − 1
 (

𝑚

𝑖=1

𝛸 (𝑠𝑖) − 𝑋 )2  

φπνπ 𝛸 (𝑠𝑖)  𝑖 = 1,2, … , 𝑚 , είλαη ε κέζε δεηγκαηηθή ηηκή ηνπ 𝑖 ζπζηεκαηηθνχ, απφ ηα 𝑚 πνπ ζα επηιερζνχλ 

ζπλνιηθά. Με ηε βνήζεηα ηεο ζρέζεο απηήο, δίλνπκε ην παξαθάησ πφξηζκα. 

Πόξηζκα 5.2 

Οη εθηηκήζεηο ηεο δηαθχκαλζεο θαη ηνπ ηππηθνχ ζθάικαηνο ηνπ 𝛸 𝑠𝑦  κε ηε βνήζεηα ηεο επαλαιακβαλφκελεο 

ζπζηεκαηηθήο δεηγκαηνιεςίαο, δίλνληαη απφ ηηο ζρέζεηο: 

 Var(𝛸 𝑠𝑦 ) =  1 −
𝑚

𝑘 ′
 

1

𝑚
 

1

𝑚 − 1
 (

𝑚

𝑖=1

𝛸 (𝑠𝑖) − 𝑋 )2  (5.4) 

θαη: 

 se(𝛸 𝑠𝑦 ) =   1 −
𝑚

𝑘 ′
 

1

𝑚
 

1

𝑚 − 1
 (

𝑚

𝑖=1

𝛸 (𝑠𝑖) − 𝑋 )2  (5.5) 

αληίζηνηρα. 

Παξάδεηγκα 5.3 

Έζησ φηη ηα δεδνκέλα γηα ηνλ ρξφλν (ζε ψξεο) πνπ αθηεξψλνπλ νη θνηηεηέο γηα κειέηε ηνπ Παξαδείγκαηνο 

5.2 δίλνληαη ζηνλ Πίλαθα 5.2. 

 

α/α θνηηεηώλ Υξόλνο γηα κειέηε 

1 ζωσ 20 2 2 6 0 3 1 10 1 4 5 0 1 6 0 1 1 1 0 2 3 

21 ζωσ 40 4 6 4 2 4 1 2 2 4 6 5 1 0 0 1 4 6 3 3 2 

41 ζωσ 60 0 3 0 1 4 6 4 1 4 0 2 0 0 2 1 10 5 3 2 9 

61 ζωσ 80 1 0 3 1 8 6 3 2 4 9 1 5 4 1 2 6 6 2 4 4 

81 ζωσ 100 2 0 9 2 2 4 6 1 5 2 3 7 5 1 6 0 3 6 1 4 

101 ζωσ 120 3 6 1 2 4 3 1 0 1 1 0 4 4 3 2 0 11 1 9 3 
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121 ζωσ 140 2 8 0 3 5 3 6 3 2 6 3 1 5 1 0 2 1 0 9 0 

141 ζωσ 160 5 0 8 1 9 1 7 3 5 0 1 0 2 1 6 2 1 6 4 4 

161 ζωσ 180 9 3 8 3 2 6 1 2 4 1 0 7 0 0 6 2 0 1 8 1 

181 ζωσ 200 1 8 0 1 3 3 2 2 3 3 0 5 4 0 2 3 3 3 1 6 

Πίνακας 5.2 ΢ηνηρεία γηα ηνλ εβδνκαδηαίν ρξόλν κειέηεο (ζε ώξεο) ησλ θνηηεηώλ. 

 

Αλ x είλαη ην δηάλπζκα κε ηα δεδνκέλα, ηφηε ηα πέληε ζπζηεκαηηθά δείγκαηα ηνπ Παξαδείγκαηνο 5.2 κε 

αθεηεξίεο 23, 8, 42, 36 θαη 24 είλαη: 

 

> m<-5 

> m1<-mean(x[seq(from=23, to=200, by=50)]) 

> m2<-mean(x[seq(from=8, to=200, by=50)]) 

> m3<-mean(x[seq(from=42, to=200, by=50)]) 

> m4<-mean(x[seq(from=36, to=200, by=50)]) 

> m5<-mean(x[seq(from=24, to=200, by=50)]) 

> mu<-mean(c(m1,m2,m3,m4,m5)) 

> mu 

[1] 3.1 

> syvar<-(1-m/10)*(1/m)*var(c(m1,m2,m3,m4,m5)) 

> syvar 

[1] 0.133125 

> syse<-sqrt(syvar) 

> syse 

[1] 0.364863 

 

΢πλεπψο, ν κέζνο αξηζκφο σξψλ πνπ αθηεξψλνπλ νη θνηηεηέο εβδνκαδηαίσο γηα δηάβαζκα είλαη 3.1 ψξεο 

ζχκθσλα κε ην δείγκα ησλ 20 θνηηεηψλ, κε ηππηθή απφθιηζε ηεο εθηίκεζεο 0.36 ψξεο. 

5.3.2 ΢πληειεζηήο ζπζρέηηζεο intracluster (Intracluster correlation) 

Έλαο ελαιιαθηηθφο ηξφπνο γηα ηελ εθηίκεζε ηεο δηαθχκαλζεο ηνπ εθηηκεηή ηνπ πιεζπζκηαθνχ κέζνπ ζηε 

ζπζηεκαηηθή δίλεηαη κέζσ ηνπ ζπληειεζηή ζπζρέηηζεο intracluster (intracluster ή intraclass correlation). 

΢πκβνιίδεηαη κε 𝜌 ή 𝜌𝑤  (απφ ην „within‟) θαη νξίδεηαη σο o ζπληειεζηήο ζπζρέηηζεο αλά δχν, ησλ ζηνηρείσλ 

πνπ αλήθνπλ ζην ίδην ζπζηεκαηηθφ δείγκα. Αλ ζπκβνιίζνπκε κε 𝛸𝑖𝑗  ηε κνλάδα ηνπ δείγκαηνο πνπ βξίζθεηαη 

ζην 𝑖 ζπζηεκαηηθφ, (δει. ηνπ δείγκαηνο πνπ πξνθχπηεη κε επηινγή ηνπ ηπραίνπ αξηζκνχ 𝑖), θαη αλήθεη ζηε 𝑗 
ζέζε, ηφηε ν ζπληειεζηήο 𝜌 νξίδεηαη σο: 

𝜌𝑤 =
2

 𝑛 − 1  𝑁 − 1 𝑆2
 

 
 
 
 

   𝛸𝑖𝑗 − 𝑌   𝛸𝑖𝑢 − 𝑌  

𝑛

𝑢=1
𝑢>𝑗

𝑛

𝑗 =1
 
 
 
 𝑘

𝑖=1

 

φπνπ 𝑌  ε πιεζπζκηαθή κέζε ηηκή θαη 𝑆2 ε πιεζπζκηαθή δηαζπνξά (βι. Cochran 1977, παξάγξ. 8.3). 
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Ο ζπληειεζηήο 𝜌𝑤  ζρεηίδεηαη άκεζα κε ην 𝑆 𝑤𝑠𝑦
2  θαη παξέρεη ηελ ίδηα πιεξνθνξία, αιιά κε δηαθνξεηηθή 

πξνζέγγηζε. Σφζν ην 𝜌𝑤 , φζν θαη ην 𝑆 𝑤𝑠𝑦
2  δειψλνπλ ηε ζρέζε κεηαμχ ησλ κνλάδσλ πνπ αλήθνπλ ζην ίδην 

ζπζηεκαηηθφ δείγκα. Όζν κεγαιχηεξνο είλαη ν ζπληειεζηήο ζπζρέηηζεο 𝜌𝑤 , ηφζν κηθξφηεξν αλακέλεηαη λα 

είλαη ην 𝑆 𝑤𝑠𝑦
2 , θαη αληίζηξνθα.  

Μηα ελαιιαθηηθή έθθξαζε ηεο (5.2) γηα ηελ αθξηβή δηαθχκαλζε ηνπ 𝛸 𝑠𝑦  κέζσ ηεο εζσηεξηθήο ζπζρέηηζεο 

δίλεηαη απφ ηελ παξαθάησ Πξφηαζε. 

Πξόηαζε 5.3 

Ζ δηαθχκαλζε Var(𝛸 𝑠𝑦 ) δίλεηαη απφ ηνλ ηχπν: 

 Var 𝛸 𝑠𝑦 =
𝑆2(𝛮 − 1)

𝑛𝑁
 1 +  𝑛 − 1 𝜌𝑤   (5.6) 

(γηα ηελ απφδεημε, βι. Cochran 1977, παξάγξ. 8.3). 

 

Αλ, επνκέλσο, εθηηκήζνπκε ηνλ ζπληειεζηή ζπζρέηηζεο 𝜌𝑤 , πξνθχπηεη κέζσ ηεο (5.6) έλαο ελαιιαθηηθφο 

ηξφπνο εθηίκεζεο ηεο δηαθχκαλζεο ηνπ εθηηκεηή Var 𝛸 𝑠𝑦  γηα ηε ζπζηεκαηηθή δεηγκαηνιεςία. Ζ εθηίκεζε 

ηνπ 𝜌𝑤  κπνξεί λα πξνθχςεη κε επηινγή ηθαλνχ αξηζκνχ ζπζηεκαηηθψλ δεηγκάησλ (αλάινγν ηνπ 𝑚 ζηελ 

επαλαιακβαλφκελε ζπζηεκαηηθή δεηγκαηνιεςία) θαη ηνλ ππνινγηζκφ ηνπ ζπληειεζηή ζπζρέηηζεο αλά δχν, 

ησλ ζηνηρείσλ πνπ αλήθνπλ ζην ίδην ζπζηεκαηηθφ δείγκα. Τπελζπκίδεηαη φηη ην 𝜌𝑤  δελ αλαθέξεηαη ζηηο 

δηαδνρηθέο κνλάδεο ηνπ πιεζπζκνχ, αιιά ζηα ζηνηρεία ηνπ ίδηνπ ζπζηεκαηηθνχ δείγκαηνο, δει. κνλάδεο ηνπ 

πιεζπζκνχ κε απφζηαζε 𝑘 κεηαμχ ηνπο. 

 

Απφ ηελ έθθξαζε (5.6) πξνθχπηνπλ αθφκα κηα ζεηξά απφ ελδηαθέξνληα ζπκπεξάζκαηα πνπ είλαη ρξήζηκα 

απφ πξαθηηθήο άπνςεο, αιιά θαη απφ ηελ πιεπξά ηεο ζηαηηζηηθήο ζπκπεξαζκαηνινγίαο θαη, εηδηθφηεξα, ηεο 

ζχγθξηζεο ηεο ζπζηεκαηηθήο κε άιια δεηγκαηνιεπηηθά ζρέδηα, σο πξνο ηελ απνηειεζκαηηθφηεηα. 

Παξαηήξεζε 5.8 

Αλ ε ηηκή ηνπ 𝜌𝑤  είλαη κεδέλ, δει. νη κνλάδεο πνπ αλήθνπλ ζην ίδην ζπζηεκαηηθφ είλαη αζπζρέηηζηεο, ηφηε 

Var 𝛸 𝑠𝑦 =
𝑆2(𝛮−1)

𝑛𝑁
≅

𝑆2

𝑛
 πνπ είλαη ε δηαθχκαλζε ηνπ εθηηκεηή ηνπ κέζνπ θάησ απφ ηελ α.η.δ. (γηα ακειεηέν 

𝑓). ΢πλεπψο, αλ 𝜌𝑤 = 0, ηφηε: 

(α) Ο ππνινγηζκφο ηεο δηαθχκαλζεο Var 𝛸 𝑠𝑦  θαη ηνπ εθηηκεηή ηεο κπνξεί λα γίλεη κε ηε βνήζεηα ησλ 

αληίζηνηρσλ απνηειεζκάησλ γηα ηελ α.η.δ. 

(β) Ζ ζπζηεκαηηθή δεηγκαηνιεςία δίλεη εθηίκεζε ίζεο απνηειεζκαηηθφηεηαο κε ηελ α.η.δ.  

(γ) ΢ηηο πεξηπηψζεηο απηέο κπνξεί λα εθαξκνζηεί ζηελ πξάμε ε ζπζηεκαηηθή δεηγκαηνιεςία αληί ηεο 

απιήο ηπραίαο γηαηί είλαη πην εχθνιε θαη γηαηί δελ απαηηεί κηα ιίζηα ησλ κειψλ ηνπ πιεζπζκνχ 

φπσο ε α.η.δ. Σα ηππηθά ζθάικαηα ζα ππνινγίδνληαη κέζσ ησλ ηχπσλ απφ ηελ α.η.δ. 

 

Αξθεηά απφ ηα δηαζέζηκα ζηαηηζηηθά παθέηα πνπ αθνξνχλ ηελ επηινγή ηνπ δείγκαηνο θαη ηελ εθηίκεζε ησλ 

παξακέηξσλ ηνπ πιεζπζκνχ ρξεζηκνπνηνχλ ηηο εθθξάζεηο απφ ηελ α.η.δ. γηα ηνλ ππνινγηζκφ ηεο 

δηαθχκαλζεο ηνπ εθηηκεηή ηεο κέζεο ηηκήο ηνπ πιεζπζκνχ, ππνζέηνληαο φηη 𝜌𝑤 = 0. Έλα ηέηνην ζηαηηζηηθφ 

παθέην είλαη ην TeachingSampling ηεο R. 

Παξαηήξεζε 5.9 

Αλ ην 𝜌𝑤  είλαη ζεηηθφ, έζησ θαη ειάρηζηα, ηφηε ε δηαθχκαλζε ηνπ 𝛸 𝑠𝑦  είλαη κεγαιχηεξε απφ ηελ αληίζηνηρε 

δηαθχκαλζε θάησ απφ ηελ α.η.δ. ίζνπ κεγέζνπο, θαη ζπλεπψο ε ζπζηεκαηηθή είλαη ιηγφηεξν απνηειεζκαηηθή 
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αθφκα θαη απφ ηελ α.η.δ. ΢πγθεθξηκέλα, ε επίδξαζε ηνπ ζπζηεκαηηθνχ δεηγκαηνιεπηηθνχ ζρεδίνπ έλαληη ηεο 

α.η.δ. κε ηε βνήζεηα ηεο (5.6) ππνινγίδεηαη απφ ηελ έθθξαζε: 

deff = 1 +  𝑛 − 1 𝜌𝑤  

θαηά ηελ νπνία ην 𝜌𝑤  πνιιαπιαζηάδεηαη κε ην 𝑛 − 1 θαη θαηά ζπλέπεηα αθφκα θαη κηθξέο ζεηηθέο ηηκέο γηα ην 

𝜌𝑤  νδεγνχλ ζε deff αξθεηά κεγαιχηεξν ηνπ έλα. 

 

Απφ ηηο Παξαηεξήζεηο 5.2 θαη 5.3 είλαη ήδε θαλεξφ φηη, ζε αληίζεζε κε ηε ζηξσκαηνπνηεκέλε 

δεηγκαηνιεςία, ε ζπζηεκαηηθή δελ είλαη έλαο ηξφπνο δεηγκαηνιεςίαο πνπ εγγπάηαη κηθξφηεξα ηππηθά 

ζθάικαηα, δειαδή πην αθξηβείο εθηηκήζεηο. Σν απνηέιεζκα εδψ πνηθίιιεη θαη εμαξηάηαη απφ ηνλ βαζκφ 

εμάξηεζεο ησλ κνλάδσλ πνπ αλήθνπλ ζην ίδην ζπζηεκαηηθφ δείγκα, δει. ηελ θαηαλνκή ησλ κνλάδσλ ζηνλ 

πιεζπζκφ ή, δηαθνξεηηθά, ηελ θαηαζθεπή (structure) ή δνκή ηνπ πιεζπζκνχ. Σν ζέκα απηφ ζα καο 

απαζρνιήζεη πεξηζζφηεξν ζηελ Παξάγξαθν 5.6. 

5.4. Δθηίκεζε ζπλόινπ θαη πνζνζηνύ. Γηαζηήκαηα εκπηζηνζύλεο. Διάρηζην 

απαηηνύκελν κέγεζνο δείγκαηνο 

5.4.1 Δθηίκεζε ζπλόινπ θαη πνζνζηνύ 

Γηα ηελ εθηίκεζε ηνπ ζπλφινπ 𝑌𝑇  ηζρχεη ε ίδηα ζχλδεζε κε ην πξφβιεκα ηεο εθηίκεζεο ηεο κέζεο ηηκήο 𝑌  

πνπ εθαξκφζηεθε θαη γηα ηε κειέηε ηεο α.η.δ. θαη ηεο ζηξσκαηνπνηεκέλεο. Δπεηδή: 

𝑌𝑇 = 𝛮 𝑌  

ζα είλαη: 

𝑌 𝑇,𝑠𝑦 = 𝛮 𝑋 𝑠𝑦  

Οη ηδηφηεηεο ηνπ 𝑌 𝑇,𝑠𝑦  εμάγνληαη σο άκεζν ζπκπέξαζκα απφ ηηο ηδηφηεηεο ηνπ 𝑋 𝑠𝑦 . 

Οκνίσο γηα ηελ εθηίκεζε ηνπ πνζνζηνχ, θάλνληαο ρξήζε ηεο ζχλδεζεο πνπ αλαπηχρζεθε ζηελ παξάγξαθν 

2.3.5, φπνπ ην πνζνζηφ κπνξεί λα ζεσξεζεί σο ν κέζνο φξνο ελφο εηδηθά θσδηθνπνηεκέλνπ πιεζπζκνχ, ε 

εθηίκεζή ηνπ θάησ απφ ην ζπζηεκαηηθφ ζρήκα αθνινπζεί ηα ίδηα βήκαηα θαη έρεη ηηο ίδηεο ηδηφηεηεο κε ηηο 

ηδηφηεηεο ηνπ 𝑋 𝑠𝑦 . Τπελζπκίδνπκε φηη θάησ απφ ηελ θσδηθνπνίεζε ζε 0 θαη 1 ησλ ηηκψλ ηνπ πιεζπζκνχ, 

ηζρχεη 𝑆2 =
𝑁𝑃(1−𝑃)

𝑁−1
, φπνπ 𝑃 ην άγλσζην, πξνο εθηίκεζε, πνζνζηφ ηνπ πιεζπζκνχ. 

΢πλνπηηθά νη ρξήζηκεο εθθξάζεηο γηα ηελ εθηίκεζε ηνπ πνζνζηνχ δίλνληαη ζηνλ Πίλαθα 5.3. 
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Εκτιμητήσ ποςοςτοφ  

𝑃 𝑠𝑦 =  𝑝𝑠𝑦  

όπου 𝑝𝑠𝑦  το ποςοςτό, υπολογιςμζνο ςτο ςυςτθματικό 

που επιλζχκθκε. 

Διακφμανςη εκτιμητή ποςοςτοφ 

Var 𝑃 𝑠𝑦 = 𝑃(1 − 𝑃) −
𝑘(𝑛 − 1)

𝑁
𝑆𝑤𝑠𝑦

2  

όπου 

𝑆𝑤𝑠𝑦
2 =

1

𝑘
 

𝑛𝑝𝑖(1 − 𝑝𝑖)

𝑛 − 1

𝑘

𝑖=1
 

και 𝑝𝑖  το ποςοςτό όπωσ υπολογίηεται από το 𝑖-οςτό 
ςυςτθματικό δείγμα. 

Εκτιμϊμενη διακφμανςη του εκτιμητή του 
ποςοςτοφ 

Var(𝑃 𝑠𝑦 ) =  1 −
1

𝑘
 

1

𝑚
 

1

𝑚 − 1
 (

𝑚

𝑖=1

𝑝(𝑠𝑖) − 𝑝 )2  

όπου  

𝑝(𝑠𝑖) είναι το ποςοςτό από το 𝑖, (𝑖 = 1, … , 𝑚) 

επαναλθπτικό ςυςτθματικό και 𝑝  ο μζςοσ των 𝑝(𝑠𝑖) για 
τα διάφορα 𝑖. 

Συπικό ςφάλμα Ποςοςτοφ se 𝑃 𝑠𝑦 =  Var 𝑃 𝑠𝑦  

Εκτιμϊμενο Συπικό ςφάλμα Ποςοςτοφ se  𝑃 𝑠𝑦 =  Va r 𝑃 𝑠𝑦  

Πίνακας 5.3 Δθηίκεζε Πνζνζηνύ γηα ηε ζπζηεκαηηθή δεηγκαηνιεςία 

5.4.2 Γηαζηήκαηα εκπηζηνζύλεο 

Γηα ην δηάζηεκα εκπηζηνζχλεο, ε γεληθή ζεσξία έρεη αλαπηπρζεί ζηελ παξάγξαθν 2.3 θαη ν ζρεηηθφο ηχπνο 

πνπ πεξηιακβάλεη θαζεκία απφ ηηο παξαπάλσ πεξηπηψζεηο πιεζπζκηαθήο παξακέηξνπ είλαη: 

 𝜃 − 𝑡𝑛−1,𝑎 2 se  𝜃  ,   𝜃 + 𝑡𝑛−1,𝑎 2 se  𝜃    

γηα κηθξά 𝑛, θαη: 

 𝜃 −  𝑧𝑎 2  se  𝜃  ,   𝜃 + 𝑧𝑎 2  se  𝜃    

γηα 𝑛 > 30, φπνπ 𝜃  ν εθηηκεηήο ηεο παξακέηξνπ 𝜃 (𝜃 = 𝑌 , 𝑌𝑇  ή 𝑃) θαη se  𝜃   ην εθηηκψκελν ηππηθφ ζθάικα 

ηεο εθηίκεζεο. Γηα έλα δείγκα πνπ έρεη πξνέιζεη κε ζπζηεκαηηθή δεηγκαηνιεςία, ην ΓΔ ππνινγίδεηαη 

αλαπηχζζνληαο ηφζν ηηο ηηκέο ηνπ εθηηκεηή, φζν θαη ηνπ ηππηθνχ ζθάικαηνο, ζχκθσλα κε ηνπο ηχπνπο ηεο 

ζπζηεκαηηθήο. 
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Παξάδεηγκα 5.10 

Γηα ηα δεδνκέλα ηνπ Παξαδείγκαηνο 5.3, έλα 95% δηάζηεκα εκπηζηνζχλεο γηα ηνλ κέζν ρξφλν πνπ 

αθηεξψλνπλ νη θνηηεηέο κέζα ζηελ εβδνκάδα γηα δηάβαζκα ππνινγίδεηαη κέζσ ηνπ δείγκαηνο απφ ηελ 

επαλαιεπηηθή ζπζηεκαηηθή. 

Με ηε βνήζεηα ησλ κέρξη ηψξα απνηειεζκάησλ γηα ηε κέζε ηηκή θαη ην ηππηθφ ζθάικα, ην ΓΔ είλαη: 

> c(mu- qt(.975, 4)*syse, mu+qt(.975, 4)*syse) 

[1] 2.086978 4.113022 

 

Γει. ν κέζνο ρξφλνο πνπ αθηεξψλνπλ νη θνηηεηέο γηα δηάβαζκα κέζα ζηελ εβδνκάδα εθηηκάηαη φηη αλήθεη 

ζην δηάζηεκα (2.1, 4.1) ψξεο κε βαζκφ εκπηζηνζχλεο 95%. ΢εκεηψλεηαη φηη νη βαζκνί ειεπζεξίαο ζην 

παξαπάλσ ΓΔ είλαη 4, γηαηί ε ζπζηεκαηηθή δεηγκαηνιεςία είλαη επαλαιεπηηθή θαη ε εθηίκεζε ηνπ ηππηθνχ 

ζθάικαηνο βαζίδεηαη ζε 5 δείγκαηα απφ ηα 50 ζπλνιηθά ζπζηεκαηηθά. 

5.4.3 Διάρηζην απαηηνύκελν κέγεζνο δείγκαηνο 

Γηα ηνλ ππνινγηζκφ ηνπ ειάρηζηνπ απαηηνχκελνπ κεγέζνπο δείγκαηνο, εθαξκφδνπκε ηνλ ηχπν (2.11), δει. 

 
𝑑

se(𝜃 )
= 𝑧𝛼 2  (5.7) 

φπνπ 𝜃  ν εθηηκεηήο ηεο πιεζπζκηαθήο παξακέηξνπ 𝜃 ζχκθσλα κε ηε ζπζηεκαηηθή δεηγκαηνιεςία θαη se(𝜃 ) 

ην ηππηθφ ζθάικα, φπσο απηφ ππνινγίδεηαη απφ κηα πξνθαηαξθηηθή έξεπλα. Σν κέγεζνο ηεο δεηγκαηνιεςίαο 

είλαη ε ιχζε ηεο εμίζσζεο σο πξνο 𝑛. Δάλ κπνξνχκε λα ππνζέζνπκε φηη δελ ππάξρεη θάπνηα δηάηαμε ή 

πεξηνδηθφηεηα γηα ηνλ πιεζπζκφ, ηφηε ην se(𝜃 ) ππνινγίδεηαη εηδηθφηεξα απφ ηνλ ηχπν ηεο α.η.δ. ΢ηελ 

πεξίπησζε απηή, ε επίιπζε ηεο (5.7) είλαη έλα παλνκνηφηππν πξφβιεκα κε εθείλν ηνπ Κεθάιαην 2 -. 

Αλ δελ κπνξνχκε λα θάλνπκε ηελ ππφζεζε ηεο ηπραηφηεηαο ζηε δηάηαμε, ή ππνπηεπφκαζηε πεξηνδηθφηεηα 

ζηηο κνλάδεο ηνπ πιεζπζκνχ, ηφηε γηα ηνλ ππνινγηζκφ ηνπ se(𝜃 ) ζηνλ παξνλνκαζηή ηεο (5.7) θάλνπκε ρξήζε 

ηεο έθθξαζεο (5.4) πνπ έρνπκε βξεη γηα ηελ επαλαιεπηηθή ζπζηεκαηηθή δεηγκαηνιεςία: 

se(𝜃 ) =   1 −
𝑚

𝑘 ′
 

1

𝑚
 

1

𝑚 − 1
 (

𝑚

𝑖=1

𝛸 (𝑠𝑖) − 𝑋 )2  

Ο άγλσζηνο ζηελ πεξίπησζε απηή είλαη ν αξηζκφο 𝑚, δει. πφζα ζπζηεκαηηθά δείγκαηα ζα ρξεηαζηεί λα 

επηιέμνπκε ζηελ επαλαιεπηηθή ζπζηεκαηηθή, ψζηε λα πιεξνχληαη νη πξνδηαγξαθέο ηεο έξεπλαο. Έλαο 

αξηζκφο απφ ζπζηεκαηηθά δείγκαηα, έζησ 𝑚′  ζα είλαη δηαζέζηκνο απφ ηελ πξνθαηαξθηηθή έξεπλα. Με βάζε 

ηα 𝑚′  δείγκαηα εθηηκνχκε ηελ πνζφηεηα ζηελ θιεηζηή παξέλζεζε. Αληηθαζηζηνχκε ζηε ζπλέρεηα ζηελ (5.7) 

θαη ιχλνπκε σο πξνο ην 𝑚. ΢ην αθφινπζν Παξάδεηγκα, εθαξκφδνπκε ηελ παξαπάλσ δηαδηθαζία ζηα 

δεδνκέλα ηνπ Παξαδείγκαηνο 5.3. 

Παξάδεηγκα 5.5 

Γηα ηα δεδνκέλα ηνπ Παξαδείγκαηνο 5.3 θαη ζεσξψληαο ηα επαλαιεπηηθά ζπζηεκαηηθά δείγκαηα ηνπ 

Παξαδείγκαηνο 5.3 σο πξνθαηαξθηηθή έξεπλα, λα ππνινγηζηεί ην πιήζνο ησλ ζπζηεκαηηθψλ δεηγκάησλ κε 

βήκα 𝑘 ′ = 50 πνπ είλαη απαξαίηεην λα επηιεγνχλ, έηζη ψζηε ε εθηίκεζε ηνπ κέζνπ ρξφλνπ κειέηεο ησλ 

θνηηεηψλ λα απέρεη απφ ηελ αιεζηλή ηηκή ην πνιχ 0.25% απηήο, κε πηζαλφηεηα ζθάικαηνο 5%. 

 

Ζ εμίζσζε (5.7) γηα ηα δεδνκέλα ηνπ Παξαδείγκαηνο είλαη  
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0.25 ∗ 𝑌  

se(𝑌  )
= 1.96 

θαη, ζχκθσλα κε ηελ πξνθαηαξθηηθή έξεπλα ησλ πέληε επαλαιεπηηθψλ ζπζηεκαηηθψλ ηνπ Παξαδείγκαηνο 

5.3, έλαο εθηηκεηήο ηεο πνζφηεηαο: 

 
1

𝑚 − 1
 (

𝑚

𝑖=1

𝛸 (𝑠𝑖) − 𝑋 )2  

είλαη: 

> var(c(m1,m2,m3,m4,m5)) 

[1] 1.33125 

 

Άξα 

se 𝜃  =   1 −
𝑚

𝑘 ′
 

1

𝑚
 

1

𝑚 − 1
 (

𝑚

𝑖=1

𝛸  𝑠𝑖 − 𝑋 )2 =   1 −
𝑚

𝑘 ′
 

1

𝑚
1.33125 

Γηα 𝑘 ′ = 50 θαη 𝑌  = 3.1, απφ ηελ πξνθαηαξθηηθή έξεπλα ηνπ Παξαδείγκαηνο 5.3, αληηθαζηζηψληαο φια ηα 

παξαπάλσ ζηελ: 

0.25 ∗ 𝑌  

se(𝑌  )
= 1.96 

ν κφλνο άγλσζηνο πνπ παξακέλεη είλαη ην κέγεζνο ησλ ζπζηεκαηηθψλ δεηγκάησλ 𝑚. Ζ ιχζε ηεο εμίζσζεο ζα 

δψζεη θαη ηνλ αξηζκφ 𝑚: 

0.25 ∗ 3.1

  
1

𝑚
−

1

50
 1.33125

= 1.96   ή   
1

𝑚
−

1

50
 1.33125 =  

0.25 ∗ 3.1

1.96
 

2

 

ή 

𝑚 =  
1

50
+  

0.25 ∗ 3.1

1.96
 

2 1

1.33125
 

−1

 

> (1/50+((0.25*3.1)/1.96)^2*(1/1.33125))^(-1) 

[1] 7.275679 

 

Άξα, ρξεηάδεηαη δείγκα κεγέζνπο ηνπιάρηζηνλ 8 ζπζηεκαηηθψλ δεηγκάησλ κε βήκα 50 ην θαζέλα, ή 

δηαθνξεηηθά δείγκα ζπλνιηθνχ κεγέζνπο 32, έηζη ψζηε ε δεηγκαηνιεςία λα πξαγκαηνπνηεζεί κε ζπζηεκαηηθφ 

ηξφπν θαη λα πιεξνχληαη νη πξνδηαγξαθέο ηεο έξεπλαο. 

5.5. ΢ύγθξηζε ζπζηεκαηηθήο κε ηελ απιή ηπραία δεηγκαηνιεςία 

΢ηελ παξάγξαθν 5.3 έγηλε ήδε ε δηαπίζησζε φηη ε ζπζηεκαηηθή δεηγκαηνιεςία δελ είλαη πάληα θαιχηεξε σο 

πξνο ηελ αθξίβεηα, ζε ζρέζε κε ηελ απιή ηπραία. ΢ηελ παξνχζα παξάγξαθν ζα κειεηήζνπκε πην αλαιπηηθά 



 

 
107 

ηε ζχγθξηζε απηή θαη ζα δψζνπκε ηηο ζπλζήθεο θάησ απφ ηηο νπνίεο ε κία δεηγκαηνιεπηηθή κέζνδνο 

ππεξηζρχεη έλαληη ηεο άιιεο. 

Ζ παξαθάησ Πξφηαζε πεξηέρεη ην ζρεηηθφ απνηέιεζκα. 

Πξόηαζε 5.4 

Ζ ζπζηεκαηηθή δεηγκαηνιεςία είλαη πην απνηειεζκαηηθή ζε ζρέζε κε ηελ απιή ηπραία σο πξνο ηελ εθηίκεζε 

ηνπ πιεζπζκηαθνχ κέζνπ, αλ θαη κφλνλ αλ: 

 𝑆 𝑤𝑠𝑦
2 > 𝑆2 (5.8) 

Απόδεημε 

΢πγθξίλνπκε ηηο δηαθπκάλζεηο ηνπ εθηηκεηή ηνπ πιεζπζκηαθνχ κέζνπ θάησ απφ ηε ζπζηεκαηηθή θαη ηελ 

α.η.δ. ίζνπ κεγέζνπο δείγκαηνο, ιακβάλνληαο ηε δηαθνξά ηνπο. Απφ ηε γλσζηή ζρέζε πνπ ηζρχεη ζηελ α.η.δ. 

θαη ηελ (5.2) αληίζηνηρα γηα ηε ζπζηεκαηηθή, ζα είλαη: 

 

Var 𝛸  − Var 𝛸 𝑠𝑦 =
(1 −

𝑛

𝑁
)

𝑛
𝑆2 −

𝑁 − 1

𝑁
𝑆2 +

𝑘(𝑛 − 1)

𝑁
𝑆𝑤𝑠𝑦

2 = 

 =  
1−𝑛

𝑁

𝑛
−

𝑁−1

𝑁
 𝑆2 +

𝑘(𝑛−1)

𝑁
𝑆𝑤𝑠𝑦

2 . 

 

Αλ ζέζνπκε 𝛮 = 𝑘𝑛 θαη θάλνπκε πξάμεηο ζηνπο ζπληειεζηέο ησλ δχν φξσλ ηνπ αζξνίζκαηνο, πξνθχπηεη 

ηζνδχλακα: 

Var 𝛸  − Var 𝛸 𝑠𝑦 =   
𝑛 − 1

𝑛
 (𝑆𝑤𝑠𝑦

2 − 𝑆2) =
𝑘(𝑛 − 1)

𝑁
 𝑆𝑤𝑠𝑦

2 − 𝑆2  

 

΢πλεπψο, ε δηαθνξά Var 𝛸  − Var 𝛸 𝑠𝑦  είλαη ζεηηθή, θαη άξα ε ζπζηεκαηηθή δεηγκαηνιεςία είλαη πην 

απνηειεζκαηηθή απφ ηελ α.η.δ., αλ θαη κφλνλ αλ 𝑆𝑤𝑠𝑦
2 − 𝑆2 > 0 ■ 

 

Σν απνηέιεζκα ηεο Πξφηαζεο 5.4 δειψλεη φηη ε ζπζηεκαηηθή δεηγκαηνιεςία ζα έρεη παξάιιεια, εθηφο απφ 

ηα πιενλεθηήκαηα ζηελ επθνιία πινπνίεζεο, θαη ηελ ηδηφηεηα ηεο απνηειεζκαηηθφηεηαο, ζηελ πεξίπησζε 

πνπ ε 𝑆𝑤𝑠𝑦
2  είλαη αξθεηά κεγάιε, ζπγθεθξηκέλα ηέηνηα ψζηε λα μεπεξλά ηε ζπλνιηθή πιεζπζκηαθή 

κεηαβιεηφηεηα 𝑆2. Απηφ κε ηε ζεηξά ηνπ ζεκαίλεη φηη νη κνλάδεο πνπ αλήθνπλ ζην εζσηεξηθφ ηνπ θαζελφο 

απφ ηα ζπζηεκαηηθά δείγκαηα παξνπζηάδνπλ φζν ην δπλαηφ κεγαιχηεξε εηεξνγέλεηα θαη επίζεο φηη 

αλακέλνπκε νη κέζνη φισλ ησλ δπλαηψλ ζπζηεκαηηθψλ λα είλαη θνληά. 

΢ηελ αληίζεηε πεξίπησζε, φηαλ δει. ηα ζπζηεκαηηθά δείγκαηα είλαη νκνηνγελή, ηφηε ε ζπζηεκαηηθή 

δεηγκαηνιεςία ζα δψζεη κεγάια ηππηθά ζθάικαηα γηα ηνπο εθηηκεηέο. Σν απνηέιεζκα απηφ ζα είλαη 

απφξξνηα ηνπ γεγνλφηνο φηη ην ζπζηεκαηηθφ δείγκα πνπ ζα επηιεγεί δελ ζα είλαη αληηπξνζσπεπηηθφ ηνπ 

πιεζπζκνχ, αθνχ ε νκνηνγέλεηα ζπλεπάγεηαη φηη παξφκνηεο παξαηεξήζεηο ζα έρνπλ ηνπνζεηεζεί κέζα ζην 

ίδην δείγκα. ΢ηελ πεξίπησζε απηή, νη κέζνη φισλ ησλ δπλαηψλ ζπζηεκαηηθψλ αλακέλνληαη λα δηαθέξνπλ 

κεηαμχ ηνπο. 

Αληίζηνηρα απνηειέζκαηα θαη εξκελεία είλαη εθηθηά, αλ ε δηαθχκαλζε ηνπ εθηηκεηή γηα ηε ζπζηεκαηηθή 

δεηγκαηνιεςία εθθξαζηεί κέζσ ηνπ ζπληειεζηή ζπζρέηηζεο 𝜌𝑤  κε ηε βνήζεηα ηεο ζρέζεο (5.6). Μεγάιε 

νκνηνγέλεηα ζην εζσηεξηθφ ησλ ζπζηεκαηηθψλ, δει. κεγάιν 𝜌𝑤 , ζα έρεη σο απνηέιεζκα ε ζπζηεκαηηθή 
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δεηγκαηνιεςία λα είλαη ιηγφηεξν απνδνηηθή απφ ηελ α.η.δ. Αληίζεηα, εάλ ην 𝜌𝑤  έρεη ηηκή έζησ θαη ειάρηζηα 

αξλεηηθή, ηφηε ν εθηηκεηήο 𝛸 𝑠𝑦  είλαη πην απνηειεζκαηηθφο απφ ηνλ 𝛸 . 

5.6. ΢πζηεκαηηθή δεηγκαηνιεςία θαη δνκή ηνπ πιεζπζκνύ 

Ζ κειέηε ησλ ηδηνηήησλ ηνπ εθηηκεηή 𝛸 𝑠𝑦  έδεημε φηη έλα ηδηαίηεξν ραξαθηεξηζηηθφ ηεο ζπζηεκαηηθήο 

δεηγκαηνιεςίαο πνπ παίδεη πνιχ ζεκαληηθφ ξφιν ζηελ αθξίβεηα ησλ εθηηκεηψλ πνπ παξάγνληαη είλαη ε δνκή 

ζην εζσηεξηθφ ησλ δπλαηψλ ζπζηεκαηηθψλ δεηγκάησλ. Δάλ ν εξεπλεηήο ζθνπεχεη λα θάλεη ρξήζε ηεο 

ζπζηεκαηηθήο δεηγκαηνιεςίαο, ηφηε επηζπκεί θαη επηδηψθεη – αλ ηα δηαζέζηκα βνεζεηηθά ζηνηρεία ηνπ ην 

επηηξέπνπλ – λα επηηχρεη κεγάιε εηεξνγέλεηα ζην εζσηεξηθφ ησλ ζπζηεκαηηθψλ δεηγκάησλ. Σν παξαθάησ 

παξάδεηγκα επεμεγεί κε πην παξαζηαηηθφ ηξφπν ην ζρφιην απηφ. 

Παξάδεηγκα 5.6 

Υξεζηκνπνηνχκε ηα δεδνκέλα SHS πνπ πεξηέρνληαη ζην παθέην stratification ηεο R, (βι. Δθαξκνγή 

4.2.2 ηνπ 4νπ Κεθαιαίνπ). Τπελζπκίδνπκε φηη ηα δεδνκέλα πεξηέρνπλ πιεξνθνξίεο απφ ηελ έξεπλα «2001 

Survey of Household Spending (SHS)» θαη απνηεινχληαη απφ 16057 παξαηεξήζεηο θαη κεηξήζεηο ζε 7 

κεηαβιεηέο. 

Έζησ φηη επηδηψθεηαη λα εθηηκεζεί ε κέζε ηηκή ηεο κεηαβιεηήο M101 (Household spending on 

recreation, ην ρξεκαηηθφ πνζφ πνπ μνδεχεη έλα λνηθνθπξηφ γηα δηαζθέδαζε) βάζεη ελφο ζπζηεκαηηθνχ 

δείγκαηνο πνπ επηιέγεηαη απφ ηνλ πιεζπζκφ γηα 𝑓 = 0.02. Να ππνινγηζηεί ην ηππηθφ ζθάικα ηεο εθηίκεζεο 

θαη λα ζπγθξηζεί κε ην αληίζηνηρν ηεο α.η.δ. ίζνπ κεγέζνπο δείγκαηνο, γηα ηηο εμήο πεξηπηψζεηο: 

(iii) Υσξίο ρξήζε βνεζεηηθήο κεηαβιεηήο, 

(iv) Κάλνληαο ρξήζε ηεο βνεζεηηθήο κεηαβιεηήο HHINCTOT (Household income 

before taxes, ζπλνιηθφ εηζφδεκα ηνπ λνηθνθπξηνχ πξν θφξσλ). 

 

Δηζάγνπκε ηα δεδνκέλα θαη ρξεζηκνπνηνχκε σο θίιηξν γηα ηε βαζηθή κεηαβιεηή ην λνηθνθπξηφ λα έρεη κε-

κεδεληθφ ζπλνιηθφ εηζφδεκα. Έζησ y ε βαζηθή κεηαβιεηή θαη w ε βνεζεηηθή. 

 

> data(SHS) 

> y <- SHS$M101[SHS$HHINCTOT>0] 

> w <- SHS$HHINCTOT[SHS$HHINCTOT>0] 

 

Τπνινγίδνπκε ζηε ζπλέρεηα ηα απαξαίηεηα ζηνηρεία γηα ηελ εθαξκνγή ηεο ζπζηεκαηηθήο, δει. 𝑛 θαη 𝑘. Βάζεη 

ηνπ 𝑓 πνπ δίλεηαη. ζα είλαη 

 

> f<-0.02 

> n<-f*N 

> N<-length(y) 

> N 

[1] 16025 

> n<-f*N 

> n 

[1] 320.5 

> k<-round(N/n) 

> k 

[1] 50 
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Γηα ηελ πεξίπησζε πνπ ε ζπζηεκαηηθή δεηγκαηνιεςία εθαξκφδεηαη ζηε βαζηθή κεηαβιεηή y ρσξίο ρξήζε 

βνεζεηηθήο, ππνινγίδνπκε ηελ αθξηβή δηαζπνξά ηνπ 𝛸 𝑠𝑦  απφ ηελ (5.2), εμαληιψληαο φια ηα ζπζηεκαηηθά 

δείγκαηα θαη ππνινγίδνληαο αθξηβψο ηελ 𝑆𝑤𝑠𝑦
2 . Οη εληνιέο γηα ην ζθνπφ απηφ είλαη: 

> vars_w<-rep(0,50) 

> for (i in 1:50) vars_w[i]<-var(y[seq(from=i, to=N, by=k)]) 

> Swsy<-mean(vars_w) 

> Swsy 

[1] 18166431 

 

Με βάζε ηα αλσηέξσ, ε δηαθχκαλζε (5.2) θαη ζηε ζπλέρεηα ην ηππηθφ ζθάικα είλαη: 

> var(y)*(N-1)/N- k*(n-1)* Swsy /N 

[1] 74162.21 

> sqrt(74162.21) 

[1] 272.3274 

 

Άξα, γηα κηα ζπζηεκαηηθή δεηγκαηνιεςία κεγέζνπο 320, ν εθηηκεηήο ηνπ κέζνπ πνζνχ πνπ δηαζέηνπλ ηα 

λνηθνθπξηά γηα δηαζθέδαζε έρεη δηαθχκαλζε 74162.21 ή ηππηθφ ζθάικα 272.33. 

Ζ αληίζηνηρε δηαθχκαλζε ηνπ α.η.δ. ίδηνπ κεγέζνπο είλαη: 

>  var(y)*(1-f)/n 

[1] 55604.82 

> sqrt( var(y)*(1-f)/n) 

[1] 235.8067 

 

δει. ε α.η.δ. είλαη, ζηελ πεξίπησζε απηή, πην απνηειεζκαηηθή απφ ηε ζπζηεκαηηθή. 

 

Με ρξήζε ηεο βνεζεηηθήο κεηαβιεηήο w πνπ είλαη ην ζπλνιηθφ εηζφδεκα ηνπ λνηθνθπξηνχ πξηλ απφ ηνπο 

θφξνπο, επαλαιακβάλνπκε ηελ ίδηα δηαδηθαζία κε ην εξψηεκα (i), δηαηάζζνληαο φκσο ηηο ηηκέο ηεο y πξηλ 

απφ ηελ εθαξκνγή ηεο ζπζηεκαηηθήο, ζχκθσλα κε ην ζπλνιηθφ εηζφδεκα w. Ζ βνεζεηηθή κεηαβιεηή εδψ 

ρξεζηκνπνηείηαη κφλν γηα ηελ αλαδηάηαμε ησλ ζηνηρείσλ ηεο βαζηθήο κεηαβιεηήο. Γηαηάζζνπκε: 

> y_ordered<-y[order(w)] 

 

θαη επαλαιακβάλνληαο ηα πξνεγνχκελα βήκαηα: 

> vars_w<-rep(0,50) 

> for (i in 1:50) vars_w[i]<-var(y_ordered[seq(from=i, to=N, by=k)]) 

> Swsy<-mean(vars_w) 

> Swsy 

[1] 18188610 

>  var(y)*(N-1)/N- k*(n-1)*Swsy/N 

[1] 52052.45 

> sqrt(var(y)*(N-1)/N- k*(n-1)*Swsy/N) 

[1] 228.1501 
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απ΄φπνπ ζπκπεξαίλεηαη φηη ε απνηειεζκαηηθφηεηα ηνπ 𝛸 𝑠𝑦  έρεη βειηησζεί κεηά ηε δηάηαμε ησλ ηηκψλ ηεο 

βαζηθήο κεηαβιεηήο ζχκθσλα κε ηε βνεζεηηθή. Ο εθηηκεηήο 𝛸 𝑠𝑦  είλαη πιένλ πην απνηειεζκαηηθφο ζε ζρέζε 

κε ηνλ 𝛸  απφ ηελ α.η.δ. 

 

Ζ δηαθνξνπνίεζε ζην απνηέιεζκα επήιζε γηαηί ζηε κελ πξψηε πεξίπησζε δελ ηθαλνπνηείηαη ε ζπλζήθε (5.8): 

> var(y) 

[1] 18185046 

> 18166431>var(y) 

[1] FALSE 

  

ελψ ζηε δεχηεξε πεξίπησζε: 

> var(y_ordered) 

[1] 18185046 

> 18188610>var(y_ordered) 

[1] TRUE 

 

ηθαλνπνηείηαη. Δίλαη πξνθαλέο φηη var(y)=var(y_ordered) ■ 

 

Σν ζπκπέξαζκα ηνπ παξαδείγκαηνο είλαη φηη κηα αλαδηάηαμε ησλ κνλάδσλ ηνπ πιεζπζκνχ, ρσξίο θακία άιιε 

αιιαγή απφ θεη θη έπεηηα σο πξνο ηνλ ηξφπν δεηγκαηνιεςίαο θαη ηελ έθθξαζε ηνπ εθηηκεηή, ήηαλ ηθαλή λα 

θέξεη αιιαγή ζηηο ηδηφηεηεο ηνπ εθηηκεηή θαη ζπγθεθξηκέλα λα ηνλ θαηαζηήζεη πην απνηειεζκαηηθφ ζε ζρέζε 

κε εθείλνλ ηεο α.η.δ. ίζνπ κεγέζνπο. Απηφ πνπ άιιαμε κε ηελ αλαδηάηαμε ησλ κνλάδσλ ηνπ πιεζπζκνχ, ήηαλ 

ε θαηαζθεπή, ή ε δνκή, ηνπ πιεζπζκνχ. 

Γεληθφηεξα, κπνξνχκε λα δψζνπκε ηηο παξαθάησ ηξεηο πεξηπηψζεηο γηα ηε δνκή ελφο πιεζπζκνχ θαη ηα 

ζπκπεξάζκαηα πνπ ηζρχνπλ θάζε θνξά γηα ηε ζπζηεκαηηθή δεηγκαηνιεςία (βι. Cochran 1977, παξάγξ. 8.9 ή 

Lohr 2010, παξάγξ. 5.5). 

5.6.1 Σπραίνη Πιεζπζκνί 

Δάλ ε ιίζηα ησλ κειψλ ηνπ πιεζπζκνχ είλαη δηαηεηαγκέλε βάζεη ελφο θξηηεξίνπ πνπ δελ ζρεηίδεηαη κε ην 

ραξαθηεξηζηηθφ 𝑌 ηεο έξεπλαο, ηφηε ν πιεζπζκφο ζεσξείηαη ηπραίνο. Γηα παξάδεηγκα, εάλ 𝑌 είλαη ην αηνκηθφ 

εηζφδεκα ή ην πνζνζηφ αλεξγίαο γηα ηνπο θαηνίθνπο κηαο πφιεο, θαη νη θάηνηθνη είλαη δηαζέζηκνη ζε κηα ιίζηα 

κε αιθαβεηηθή ζεηξά, ηφηε ν πιεζπζκφο κπνξεί λα ζεσξεζεί ηπραίνο θαη ζηηο δχν πεξηπηψζεηο, αθνχ δελ 

ππάξρεη ιφγνο λα πηζηεχνπκε φηη ην πξψην γξάκκα ηνπ επσλχκνπ ελφο θαηνίθνπ ππνδειψλεη κεγαιχηεξν ή 

κηθξφηεξν εηζφδεκα θαη νκνίσο πηζαλφηεηα λα είλαη άλεξγνο ή φρη. Σν ίδην ζα ίζρπε, αλ ε δηάηαμε ήηαλ κε 

βάζε ηα ηειεπηαία 5 ςεθία ηνπ ηειεθσληθνχ αξηζκνχ. Έλαο ηπραίνο πιεζπζκφο ζα έρεη γξαθηθή παξάζηαζε 

φπσο ζην ΢ρήκα 5.2. 
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Στήμα 5.2 Γξαθηθή αλαπαξάζηαζε ηπραίνπ πιεζπζκνύ. 

Όηαλ ν πιεζπζκφο είλαη ηπραίνο, ηφηε ε ζπζηεκαηηθή είλαη αξθεηά πηζαλφ λα ζπκπεξηθέξεηαη φπσο ε α.η.δ. 

Απηφ ζπκβαίλεη γηαηί αλακέλνπκε λα ηζρχεη 𝜌𝑤 = 0 θαη θαηά ζπλέπεηα Var 𝑋 𝑠𝑦 = Var 𝑋   (απφ ηε ζρέζε 

(5.6)). ΢πλεπψο, ζε ηπραίνπο πιεζπζκνχο, αθφκα θη αλ εθαξκνζηεί ζπζηεκαηηθή δεηγκαηνιεςία αληί γηα ηελ 

α.η.δ., εθαξκφδνπκε ηνπο ηχπνπο απφ ηελ απιή ηπραία γηα ηνπο ππνινγηζκνχο ησλ εθηηκεηψλ, ησλ ηππηθψλ 

ζθαικάησλ ηεο εθηίκεζεο, ηνπ δηαζηήκαηνο εκπηζηνζχλεο θηι. 

Ζ αθξίβεηα ησλ εθηηκεηψλ 𝑋 𝑠𝑦  θαη 𝑋  είλαη ίζε, αιιά ην πιενλέθηεκα ηνπ εξεπλεηή είλαη φηη γηα ηελ 

πινπνίεζε ηεο ζπζηεκαηηθήο δεηγκαηνιεςίαο ζα απαηηνχληαη ιηγφηεξα ζηνηρεία σο πξνο ην δεηγκαηνιεπηηθφ 

πιαίζην θαη ηελ θαηαζθεπή ηνπ. 

5.6.2 Πιεζπζκνί κε αύμνπζα ή θζίλνπζα δηάηαμε 

Όηαλ νη ηηκέο ηνπ πιεζπζκνχ 𝑌𝑖  (𝑖 = 1,2, … , 𝑁) είλαη δηαηεηαγκέλεο θαηά αχμνπζα ή θζίλνπζα ζεηξά 

κεγέζνπο, ηφηε αλακέλεηαη ε ζπζηεκαηηθή δεηγκαηνιεςία λα είλαη πην απνηειεζκαηηθή απφ ηελ απιή ηπραία. 

Δίλαη γηα παξάδεηγκα αξθεηά ζπρλφ, ηα νηθνλνκηθά ζηνηρεία λα θαηαγξάθνληαη απφ ην πςειφηεξν κέρξη ην 

ρακειφηεξν πνζφ. Οη πιεζπζκνί απηνί ιέγνληαη πιεζπζκνί κε ζεηηθή απηνζπζρέηηζε (positive 

autocorrelation), κε θχξην γλψξηζκα φηη ζηνηρεία ηνπ πιεζπζκνχ ζε θνληηλέο ζέζεηο ηείλνπλ λα έρνπλ πην 

θνληηλέο ηηκέο σο πξνο ην ραξαθηεξηζηηθφ 𝑌 απφ φηη ζηνηρεία πνπ είλαη ζε πην καθξηλέο ζέζεηο κεηαμχ ηνπο. 

Σν ΢ρήκα 5.3 δείρλεη έλα παξάδεηγκα πιεζπζκνχ κε δηάηαμε. 

Position in Sampling Frame
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Στήμα 5.3 Γξαθηθή αλαπαξάζηαζε πιεζπζκνύ κε αύμνπζα δηάηαμε. 

Γηα ηνπο πιεζπζκνχο απηνχο, επεηδή ζπζηεκαηηθή – αλά ίζε απφζηαζε – επηινγή κνλάδσλ γηα ην 

δεηγκαηνιεπηηθφ πιαίζην (νξηδφληηνο άμνλαο) ζεκαίλεη ηαπηφρξνλα θαη ζπζηεκαηηθή θάιπςε ησλ ηηκψλ ηνπ 

ραξαθηεξηζηηθνχ 𝑌 (θάζεηνο άμνλαο), ην δείγκα πνπ πξνθχπηεη είλαη αληηπξνζσπεπηηθφ. Γηα ην ιφγν απηφ, ε 

ζπζηεκαηηθή δεηγκαηνιεςία ππεξηεξεί ηεο α.η.δ. θαηά ηελ νπνία, ιφγσ ηνπ κεγάινπ αξηζκνχ δπλαηψλ 

δεηγκάησλ, νξηζκέλα απφ απηά δελ ζα είλαη αληηπξνζσπεπηηθά. Άξα ηζρχεη: 

Var 𝑋 𝑠𝑦 < 𝑉𝑎𝑟 𝑋   

γηα ηηο πεξηπηψζεηο ελφο δηαηεηαγκέλνπ πιεζπζκνχ. Πξαθηηθά, φπσο έρνπκε δεη θαη ζην Παξάδεηγκα 5.6, 

απηφ ζεκαίλεη φηη ν εξεπλεηήο, πξηλ απφ ηε δηεμαγσγή ηεο έξεπλαο, θαη εθφζνλ έρεη δηαζέζηκα ζηνηρεία, 

αλαδηαηάζζεη ηηο κνλάδεο ηνπ πιεζπζκνχ βάζεη κηαο βνεζεηηθήο κεηαβιεηήο πνπ ζρεηίδεηαη πνιχ έληνλα κε 

ηελ 𝑌, ψζηε λα πξνζεγγίζεη ηε κνξθή ηνπ απηνζπζρεηηζκέλνπ πιεζπζκνχ. Όζν κεγαιχηεξε ε ζπζρέηηζε, 

ηφζν θαηαιιειφηεξε είλαη ε βνεζεηηθή κεηαβιεηή θαη ηφζν πην βειηησκέλα ζα είλαη ηα απνηειέζκαηα σο 

πξνο ηελ αθξίβεηα. 

Ζ δηαθχκαλζε θαη ην ηππηθφ ζθάικα ηνπ εθηηκεηή 𝑋 𝑠𝑦  ζα είλαη κηθξφηεξα ζε ζρέζε κε ηα αληίζηνηρα απφ ηελ 

α.η.δ. Παξφια απηά, ε εθηίκεζή ηνπο απαηηεί εθηίκεζε ηνπ 𝜌𝑤 , ή ηζνδχλακα ηνπ 𝑆𝑤𝑠𝑦
2 . ΢πρλά ζηελ πξάμε, 

φηαλ απηφ δελ είλαη εθηθηφ, ρξεζηκνπνηνχληαη νη ηχπνη απφ ηελ α.η.δ. ΢ηελ πεξίπησζε απηή, ν εξεπλεηήο έρεη 

ππφςε ηνπ φηη ππεξεθηηκά ηα ηππηθά ζθάικαηα ησλ εθηηκεηψλ ή φηη πξνζθέξεη έλα δηάζηεκα εκπηζηνζχλεο 

κε κεγαιχηεξν κήθνο απφ ην αιεζηλφ. Σν γεγνλφο απηφ, αλάινγα κε ην αληηθείκελν ηεο έξεπλαο, κπνξεί λα 

έρεη ζεκαληηθέο επηπηψζεηο. Γηα παξάδεηγκα, φηαλ ην δηάζηεκα εκπηζηνζχλεο αληηπξνζσπεχεη ηα φξηα 

ειέγρνπ ζε κηα γξακκή παξαγσγήο, ελδέρεηαη ε γξακκή παξαγσγήο λα βγεη εθηφο ειέγρνπ, π.ρ. έλα πξντφλ κε 

κηθξφηεξν βάξνο θαηά ηε ζπζθεπαζία, αιιά ηα φξηα ειέγρνπ πνπ δψζακε λα κελ αληρλεχνπλ ηελ αιιαγή.  

Παξάδεηγκα 5.7 

Οη εηήζηεο εηζπξάμεηο ησλ 24 θαηαζηεκάησλ κηαο πεξηνρήο, ζε ρηιηάδεο ρξεκαηηθέο κνλάδεο, είλαη: 54, 16, 

250, 8, 145, 62, 64, 55, 87, 23, 60, 120, 18, 29, 320, 160, 102, 12, 28, 280, 130, 45, 74, 340. ΢εκεηψλεηαη φηη ε 

δηάηαμε ησλ θαηαζηεκάησλ έρεη γίλεη κε βάζε ηελ αιθαβεηηθή ζεηξά ησλ ηδηνθηεηψλ ησλ θαηαζηεκάησλ. 

Έζησ φηη ελδηαθεξφκαζηε λα επηιέμνπκε έλα ζπζηεκαηηθφ δείγκα 𝑛 = 6 θαηαζηεκάησλ κε ζθνπφ ηελ 

εθηίκεζε ηνπ κέζνπ εηήζηνπ πνζνχ εηζπξάμεσλ ησλ θαηαζηεκάησλ ηεο πεξηνρήο. 
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Ο Πίλαθαο 5.4 δίλεη ηα 4 δπλαηά ζπζηεκαηηθά δείγκαηα πνπ ζα κπνξνχζαλ λα επηιεγνχλ απφ ηνλ πιεζπζκφ, 

ηε δεηγκαηηθή κέζε ηηκή ηνπο θαη ηε δεηγκαηηθή δηαθχκαλζε. 

 

Αθεηεξία Γείγκα Μέζε ηηκή Γηαθύκαλζε 

𝑖 = 1 54 145  87  18 102 130 89.33333 2251.067 

𝑖 = 2 16  62  23  29  12  45 31.16667 362.1667 

𝑖 = 3 250  64  60 320  28  74 132.6667 14650.67 

𝑖 = 4 8  55 120 160 280 340 160.5 16505.5 

Πίνακας 5.4 ΢πζηεκαηηθά δείγκαηα θαη νη ηδηόηεηέο ηνπο. 

Παξαηεξνχκε φηη ην δεχηεξν δείγκα ηπραίλεη λα πεξηιακβάλεη θαηαζηήκαηα κε κηθξέο εηζπξάμεηο θαη 

πξνζθέξεη κηα κηθξή κέζε ηηκή εθηίκεζεο γηα ηνλ πιεζπζκφ, ελψ ην αληίζεην ζπκβαίλεη γηα ην 4ν 

ζπζηεκαηηθφ δείγκα. Ζ κέζε ηηκή ηνπ πιεζπζκνχ είλαη 103.42, άξα επηιέγνληαο ην 2ν ή ην 4ν ζπζηεκαηηθφ 

δείγκα ζα ππνεθηηκνχζακε ή ζα ππεξεθηηκνχζακε ηελ πιεζπζκηαθή κέζε ηηκή. 

Οη δηαθπκάλζεηο ζην εζσηεξηθφ ηνπ θάζε δείγκαηνο δηαθέξνπλ αξθεηά. Οη δχν αθξαίεο ηηκέο ιακβάλνληαη γηα 

ηνπο ίδηνπο ιφγνπο ζηα δείγκαηα κε αθεηεξία 2 θαη 4. 

 

Ζ δηαθχκαλζε 𝑆𝑤𝑠𝑦
2  πξνθχπηεη σο ν κέζνο φξνο ησλ 4 δηαζπνξψλ ηεο ηειεπηαίαο ζηήιεο ηνπ Πίλαθα 5.4 θαη 

είλαη 𝑆𝑤𝑠𝑦
2 =  8442.351. Δπίζεο, απφ ηα πιήξε ζηνηρεία ηνπ πιεζπζκνχ, ε δηαθχκαλζε είλαη 𝑆2 = 9827.906 

θαη, κε ηε βνήζεηα ηεο (5.2), πξνθχπηεη φηη Var 𝑋 𝑠𝑦 = 2383.117, ελψ έλα α.η.δ. ίζνπ κεγέζνπο ζα είρε 

Var 𝛸  =
 1−

6

24
 𝑆2

6
= 1228.488, δει. αξθεηά κηθξφηεξε. 

 

Γηαηάζζνληαο ηα ζηνηρεία ηνπ πιεζπζκνχ απφ ηε κηθξφηεξε πξνο ηε κεγαιχηεξε κέηξεζε, επαλαιακβάλνπκε 

ηνπο ίδηνπο ππνινγηζκνχο κε ην (i). 

 

Σα αληίζηνηρα κε ηνλ Πίλαθα 5.4 ζηνηρεία ησλ δεηγκάησλ δίλνληαη ζηνλ Πίλαθα 5.5, θαη παξαηεξνχκε φηη φια 

ηα δπλαηά δείγκαηα πεξηέρνπλ νκνηφκνξθα εθπξνζψπνπο απφ φια ηα δηαθνξεηηθά ζηξψκαηα θαηαζηεκάησλ 

σο πξνο ηηο εηζπξάμεηο. Οη κέζεο ηηκέο ηνπο δελ παξνπζηάδνπλ κεγάιεο απνθιίζεηο κεηαμχ ηνπο θαη νη 

δηαθπκάλζεηο είλαη φιεο αξθεηά κεγάιεο, γεγνλφο πνπ επηβεβαηψλεη ηελ εηεξνγέλεηα ησλ δεηγκάησλ. 

 

Αθεηεξία Γείγκα Μέζε ηηκή Γηαθύκαλζε 

𝑖 = 1 8  23  54  64 120 250 86.5 7922.3 

𝑖 = 2 12  28  55  74 130 280 96.5 9771.1 

𝑖 = 3 16  29  60  87 145 320 109.5 12749.9 

𝑖 = 4 18  45  62 102 160 340 121.1667 13941.77 

Πίνακας 5.5 ΢πζηεκαηηθά δείγκαηα γηα ηνλ δηαηεηαγκέλν πιεζπζκό. 

Ζ δηαθχκαλζε ηνπ πιεζπζκνχ πξνθαλψο παξακέλεη 𝑆2 = 9827.906, αιιά ε δηαθχκαλζε 𝑆𝑤𝑠𝑦
2  γηα ηνλ 

δηαηεηαγκέλν πιεζπζκφ είλαη 𝑆𝑤𝑠𝑦
2 =  

1

4
  7922.3 + 9771.1 + 12749.9 + 13941.77 = 11096.27, 

κεγαιχηεξε απφ ηελ 𝑆2 θαη ε δηαθχκαλζε ηνπ ζπζηεκαηηθνχ δείγκαηνο κέζσ ηεο (5.2) είλαη Var 𝑋 𝑠𝑦 =

171.5181. 
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΢πλεπψο, κεηά ηε δηάηαμε ηνπ πιεζπζκνχ θαηά αχμνπζα ηάμε, ε δηαθχκαλζε ηνπ εθηηκεηή ηνπ ζπζηεκαηηθνχ 

δείγκαηνο κεηψζεθε θαηά 13 θνξέο πεξίπνπ. Σν ΢ρήκα 5.4 δείρλεη ηε γξαθηθή παξάζηαζε ησλ 24 ηηκψλ ηνπ 

πιεζπζκνχ σο πξνο ηα δχν δεηγκαηνιεπηηθά πιαίζηα: Με αιθαβεηηθή ζεηξά ησλ ηδηνθηεηψλ ησλ 

θαηαζηεκάησλ θαη κε αχμνπζα ζεηξά σο πξνο ηηο εηζπξάμεηο. 

 

Στήμα 5.4 Ζ γξαθηθή παξάζηαζε ησλ ηηκώλ ηνπ πιεζπζκνύ πξηλ θαη κεηά ηε δηάηαμε. 

΢ην ζπγθεθξηκέλν παξάδεηγκα, ε δηάηαμε έγηλε εχθνια, γηαηί ήηαλ γλσζηέο φιεο νη ηηκέο ηνπ πιεζπζκνχ. 

΢ηελ πξάμε, έλαο ηξφπνο λα πεηχρνπκε ηελ αχμνπζα ηάμε είλαη λα θαηαηάμνπκε ηα κέιε ηνπ πιεζπζκνχ κε 

βάζε κηα κεηαβιεηή πνπ ζρεηίδεηαη κε ηηο εηζπξάμεηο ηνπο, π.ρ. εηζπξάμεηο πξνεγνχκελεο ρξνληάο. 

5.6.3 Πιεζπζκνί κε πεξηνδηθόηεηα 

Πιεζπζκνί γηα ηνπο νπνίνπο ε δηάηαμε ησλ κειψλ ηνπο παξνπζηάδεη πεξηνδηθφηεηα σο πξνο ην 

ραξαθηεξηζηηθφ 𝑌, επηζεκαίλνληαη θαηά ηε κειέηε ηεο ζπζηεκαηηθήο δεηγκαηνιεςίαο, γηαηί ε εθαξκνγή ηεο 

κεζφδνπ ζε απηνχο είλαη πξνβιεκαηηθή θαη κπνξεί λα νδεγήζεη ζε θαθή εθηίκεζε. Δάλ ν πιεζπζκφο 

παξνπζηάδεη πεξηνδηθή ή θπθιηθή ηάζε θαη ην βήκα ηεο ζπζηεκαηηθήο ηαπηηζηεί ή είλαη αθέξαην πνιιαπιάζην 

ηεο πεξηφδνπ ηνπ πιεζπζκνχ, ηφηε ην ζπζηεκαηηθφ δείγκα πνπ ζα επηιεγεί ζα απνηειείηαη απφ 𝑛 παξφκνηεο 

κεηαμχ ηνπο ηηκέο θαη ζπλεπψο δελ ζα είλαη αληηπξνζσπεπηηθφ ηνπ πιεζπζκνχ. Γηα παξάδεηγκα, ην ΢ρήκα 5.5 

δίλεη ηε γξαθηθή παξάζηαζε ησλ 20 ηηκψλ ηνπ πιεζπζκνχ: 

1,  2,  3,  4,  1,  2,  3,  4,  1,  2,  3,  4,  1,  2,  3,  4,  1,  2,  3,  4 

Ζ πεξίνδνο γηα ηνλ πιεζπζκφ απηφλ είλαη 4 θαη, αλ ην βήκα ηεο πεξηφδνπ επηιεγεί λα είλαη επίζεο 4, ηφηε γηα 

αθεηεξία π.ρ. 𝑖 = 3, ην ζπζηεκαηηθφ δείγκα ζα είλαη 𝑠 = (3,3,3,3) κε 𝑋 𝑠𝑦 = 3 θαη δηαθχκαλζε κεδέλ. Ζ 

δηαθχκαλζε φκσο ηνπ εθηηκεηή 𝑋 𝑠𝑦  είλαη Var(𝑋 𝑠𝑦 ) =
2

3
, αθξηβψο φζε θαη ε ζπλνιηθή κεηαβιεηφηεηα ηνπ 

πιεζπζκνχ, δει. ην ζπζηεκαηηθφ δεηγκαηνιεπηηθφ ζρέδην γηα ην παξάδεηγκα απηφ έρεη ηππηθφ ζθάικα φζν 

έλα απιφ ηπραίν δείγκα κεγέζνπο 𝑛 = 1 απφ ηνλ πιεζπζκφ. 
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Στήμα 5.5 Γξαθηθή αλαπαξάζηαζε πιεζπζκνύ κε πεξηνδηθόηεηα. 

Γεληθά, ε ζπζηεκαηηθή κέζνδνο δεηγκαηνιεςίαο ρξεζηκνπνηείηαη αξθεηά ζπρλά ζηελ πξάμε, θαη ηδηαίηεξα 

φηαλ: 

(i) Ο εξεπλεηήο ελδηαθέξεηαη γηα ηελ επηινγή ελφο αληηπξνζσπεπηηθνχ δείγκαηνο απφ ηνλ 

πιεζπζκφ, θαη δελ έρεη κηα ιίζηα ή ζηνηρεία/πφξνπο γηα λα θαηαζθεπάζεη ην δεηγκαηνιεπηηθφ 

πιαίζην. 

(ii) Όηαλ ππάξρεη ε εθηίκεζε φηη ν πιεζπζκφο είλαη ζεηηθά απηνζπζρεηηζκέλνο. 

(iii) ΢ην ηειηθφ ζηάδην ελφο ζχλζεηνπ δεηγκαηνιεπηηθνχ ζρεδίνπ, φπνπ ηα πιενλεθηήκαηα ζηελ 

επθνιία ηεο πινπνίεζεο ηεο ζπζηεκαηηθήο δεηγκαηνιεςίαο κπνξνχλ λα αμηνπνηεζνχλ. Άιιεο 

κέζνδνη δεηγκαηνιεςίαο πνπ βειηηψλνπλ ηα ηππηθά ζθάικαηα εθαξκφδνληαη ζηα αξρηθά 

ζηάδηα κηαο ζχλζεηεο δεηγκαηνιεςίαο θαη εμαζθαιίδνπλ ηελ αθξίβεηα ησλ εθηηκεηψλ. 
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Κεθάιαην 6 - ΓΔΗΓΜΑΣΟΛΖΦΗΑ ΚΑΣΑ ΟΜΑΓΔ΢ 

΢ύλνςε 

Μηα άιιε κέζνδνο δεηγκαηνιεςίαο είλαη ε θαηά νκάδεο δεηγκαηνιεςία (cluster sampling). ΢ύκθσλα κε ηε 

κέζνδν απηή, ε επηινγή ηνπ δείγκαηνο γίλεηαη ζε επίπεδν νκάδσλ (ε έλλνηα ηεο νκάδαο ζα γίλεη αληηιεπηή ζηε 

ζπλέρεηα), θαη όρη ζηνηρεησδώλ κειώλ ηνπ πιεζπζκνύ. Οη ιόγνη πνπ ν εξεπλεηήο ζα επηιέμεη ηε κέζνδν απηή 

είλαη παξόκνηνη κε εθείλνπο θαηά ηε ζπζηεκαηηθή δεηγκαηνιεςία. Πην ζπγθεθξηκέλα, είηε δελ είλαη δηαζέζηκε 

κία ιίζηα ησλ κειώλ ηνπ πιεζπζκνύ, είηε είλαη ρξνλνβόξα ή κε κεγάιν θόζηνο ε θαηαζθεπή ηεο. Ζ επθνιία 

ζπλεπώο, θαη όρη ε αθξίβεηα, είλαη ην θύξην ραξαθηεξηζηηθό ηεο κεζόδνπ. ΢ύκθσλα κε ηε δεηγκαηνιεςία θαηά 

νκάδεο, ν εξεπλεηήο έρεη πξόζβαζε ζηνλ πιεζπζκό κέζσ ησλ νκάδσλ ησλ κειώλ ηνπ. Δπηιέγεηαη ζπλεπώο 

αξρηθά έλα δείγκα νκάδσλ, κε ίζεο ή άληζεο πηζαλόηεηεο, θαη ζηε ζπλέρεηα, είηε όια ηα ζηνηρεία ησλ ήδε 

επηιεγκέλσλ νκάδσλ, είηε έλα ππνζύλνιό ηνπο, ζπκπεξηιακβάλεηαη ζην ηειηθό δείγκα. Γεληθά, από ηελ επηινγή 

ησλ αξρηθώλ νκάδσλ κέρξη θαη ηελ επηινγή ησλ ζηνηρεησδώλ κνλάδσλ ηνπ πιεζπζκνύ, κπνξεί λα κεζνιαβνύλ 

αξθεηά ζηάδηα. Σν πιήζνο ησλ ζηαδίσλ, ή ησλ θάζεσλ ηεο δεηγκαηνιεπηηθήο έξεπλαο όπσο επίζεο 

απνθαινύληαη, εμαξηάηαη από ηε γεσγξαθηθή έθηαζε ηνπ πιεζπζκνύ ηεο έξεπλαο (εάλ θαιύπηεη κία αξθεηά 

κεγάιε πεξηνρή ή όρη) θαη ην δεηγκαηνιεπηηθό πιαίζην ζύκθσλα κε ην νπνίν νξίδνληαη νη νκάδεο θαη ε 

δηακέξηζή ηνπο ζε κηθξόηεξεο νκάδεο. Ζ δεηγκαηνιεςία θαηά νκάδεο ρξεζηκνπνηείηαη πάξα πνιύ ζπρλά ζηελ 

πξάμε, θαη ηδηαίηεξα ζε κεγάιεο θιίκαθαο έξεπλεο, ιόγσ ηνπ ρακεινύ θόζηνπο. 

6.1. Δηζαγσγή 

Όια ηα δεηγκαηνιεπηηθά ζρέδηα πνπ έρνπλ αλαπηπρζεί έσο ηψξα πινπνηνχληαη βάζεη ελφο δεηγκαηνιεπηηθνχ 

πιαηζίνπ πνπ επηηξέπεη ηελ άκεζε πξφζβαζε ηνπ εξεπλεηή ζηελ πιεζπζκηαθή κνλάδα. Γηα παξάδεηγκα, εάλ ε 

έξεπλα αθνξά ηελ εθηίκεζε ηνπ πνζνζηνχ ησλ παηδηψλ κηαο πφιεο πνπ δελ έρνπλ θάλεη ηα βαζηθά ηνπο 

εκβφιηα, ηφηε, πξνθεηκέλνπ λα εθαξκφζνπκε απιή ηπραία, ζηξσκαηνπνηεκέλε ή ζπζηεκαηηθή 

δεηγκαηνιεςία, ππνζέηνπκε φηη ππάξρεη κηα ιίζηα ησλ παηδηψλ ή έλα δεηγκαηνιεπηηθφ πιαίζην πνπ καο 

επηηξέπεη ηελ πξφζβαζε ζηα κέιε ηνπ πιεζπζκνχ, δει. ηα παηδηά ηεο πφιεο. Σα παηδηά επηιέγνληαη 

θαηεπζείαλ κέζσ ηνπ δεηγκαηνιεπηηθνχ πιαηζίνπ θαη ζηε ζπλέρεηα εξρφκαζηε ζε επηθνηλσλία καδί ηνπο, 

πξνθεηκέλνπ λα γίλεη ε παξαηήξεζε ή ε ζπιινγή ησλ δεδνκέλσλ. Αληίζηνηρα, γηα κηα έξεπλα κε ζθνπφ ηελ 

εθηίκεζε ησλ πνζνζηψλ πξνηίκεζεο ησλ πνιηηηθψλ θνκκάησλ ζηηο πξνζερείο εθινγέο, ηα κέιε ηνπ 

πιεζπζκνχ είλαη νη ςεθνθφξνη ηεο ρψξαο. Πξνθεηκέλνπ ζπλεπψο λα εθαξκνζηεί κία απφ ηηο παξαπάλσ 

κεζφδνπο δεηγκαηνιεςίαο, ζα πξέπεη νκνίσο λα δηαζέηνπκε έλα δεηγκαηνιεπηηθφ πιαίζην ζην επίπεδν ησλ 

ςεθνθφξσλ. 

΢ηελ πξάμε, εηδηθά ζε έξεπλεο κεγάιεο έθηαζεο ή έξεπλεο ζε αλζξψπηλνπο πιεζπζκνχο, π.ρ. ηνπο θαηνίθνπο 

κηαο πφιεο ή ρψξαο, ηνπο ςεθνθφξνπο, ηα παηδηά κηαο πφιεο ή ηνπο ειηθησκέλνπο θηι., είλαη αξθεηά δχζθνιν 

– θαη κεξηθέο θνξέο αδχλαην – λα νξίζνπκε θαη λα πηνζεηήζνπκε έλα δεηγκαηνιεπηηθφ πιαίζην πνπ λα 

απνηειείηαη απφ ηα ζηνηρεηψδε κέιε ηνπ πιεζπζκνχ, θαη ζπλεπψο λα είλαη άκεζε ε πξφζβαζε ζε απηά. Δίλαη, 

γηα παξάδεηγκα, δχζθνιν λα έρνπκε έλα δεηγκαηνιεπηηθφ πιαίζην πνπ λα παξέρεη πιεξνθνξία γηα ηα παηδηά 

ηεο πφιεο, π.ρ. ειηθίαο 6 εηψλ, ηε ρξνληθή πεξίνδν πνπ δηεμάγεηαη ε έξεπλα κε ζθνπφ ηελ εθηίκεζε ηνπ 

πνζνζηνχ ησλ κε εκβνιηαζζέλησλ παηδηψλ κε ηα βαζηθά εκβφιηα. Αλάινγα, ζην παξάδεηγκα κε ηελ έξεπλα 

γηα ηελ εθηίκεζε ησλ πνζνζηψλ ησλ πνιηηηθψλ θνκκάησλ ζηηο πξνζερείο εθινγέο, είλαη δχζθνιν λα 

απνθηήζνπκε πξφζβαζε ζε κηα ιίζηα φισλ ησλ ςεθνθφξσλ ηεο πφιεο. Οη ιφγνη πνπ θαζηζηνχλ δχζθνιε ηελ 

θαηαζθεπή ελφο δεηγκαηνιεπηηθνχ ζρεδίνπ κε απηή ηελ ηδηφηεηα είλαη ζηελ πιεηνλφηεηα ησλ πεξηπηψζεσλ 

ιφγνη θφζηνπο θαη ρξφλνπ. Γηα παξάδεηγκα, ε δηαδηθαζία απηή κπνξεί λα απαηηεί άληιεζε ζηνηρείσλ απφ 

θάπνηα δεκφζηα αξρή, αίηεζε γηα άδεηα ρξήζεο ζηνηρείσλ απφ κηα βάζε δεδνκέλσλ ε νπνία κπνξεί λα είλαη 

ρξνλνβφξα, ή, αθφκα πεξηζζφηεξν, λα κελ είλαη εθηθηή ε πξφζβαζε ζε ζηνηρεία, ιφγσ ηνπ πξνζσπηθνχ 

απνξξήηνπ. 

Δπηπιένλ, αθφκα θη αλ κηα ηέηνηα ιίζηα ππήξρε απφ πξνεγνχκελε έξεπλα, ε ρξήζε ηεο ελέρεη θηλδχλνπο, θαη 

ζπγθεθξηκέλα, εηζαγσγή ζθαικάησλ κε θάιπςεο ζηελ έξεπλα, επεηδή ε ιίζηα ησλ κειψλ ηνπ πιεζπζκνχ 

αιιάδεη κε ηελ πάξνδν ηνπ ρξφλνπ, είηε ιφγσ κεηαθίλεζεο πιεζπζκψλ, είηε κε αλαλεψζεηο απφ 

γελλήζεηο/ζαλάηνπο, είηε ιφγσ σξίκαλζεο ηνπ πιεζπζκνχ. Π.ρ. γηα ηνπο ςεθνθφξνπο κηαο ρψξαο, ε ιίζηα, 

εάλ ήηαλ δηαζέζηκε, ζα έπξεπε λα ελεκεξψλεηαη θάζε ρξφλν κε ηηο λέεο εγγξαθέο ησλ θαηνίθσλ πνπ 
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ζπκπιεξψλνπλ ην 18ν έηνο ειηθίαο θαη απνθηνχλ δηθαίσκα ςήθνπ θαη κε ηηο δηαγξαθέο εθείλσλ πνπ έρνπλ 

ζηεξεζεί ηα πνιηηηθά ηνπο δηθαηψκαηα (π.ρ. ιφγσ θαηαδίθεο) ή πνπ έρνπλ ελ ησ κεηαμχ πεζάλεη θηι. 

Ζ δεκηνπξγία, ζπλεπψο, θαη ε επηθαηξνπνίεζε ελφο δεηγκαηνιεπηηθνχ πιαηζίνπ κε άκεζε πξφζβαζε ζηα κέιε 

ηνπ πιεζπζκνχ είλαη κηα δαπαλεξή δηαδηθαζία θαη, γηα ηνλ ιφγν απηφλ, πνιχ ζπρλά ε έξεπλα δηεμάγεηαη κε 

βάζε έλα δεηγκαηνιεπηηθφ πιαίζην πνπ πξνζεγγίδεη ηα κέιε ηνπ πιεζπζκνχ κε έκκεζν ηξφπν. Ο έκκεζνο 

ηξφπνο είλαη ε πξφζβαζε ζηα κέιε ηνπ πιεζπζκνχ κέζσ κεγαιχηεξσλ νκάδσλ ζηηο νπνίεο αλήθεη ην θάζε 

κέινο. Γηα παξάδεηγκα, ηα Γεκνηηθά ΢ρνιεία ζηα νπνία θνηηνχλ ηα παηδηά ηεο πφιεο είλαη νκάδεο πνπ 

πεξηέρνπλ ηα παηδηά, ηα κέιε ηνπ πιεζπζκνχ. Σα εθινγηθά ηκήκαηα ζηα νπνία αλήθεη ν θάζε ςεθνθφξνο, ε 

πφιε, ή ην ηεηξάγσλν ζην νπνίν θαηνηθεί έλαο θάηνηθνο είλαη επίζεο νκάδεο ςεθνθφξσλ. Ζ κεγαιχηεξε 

νκάδα κέζσ ηεο νπνίαο ζπκπεξηιακβάλεηαη ην θάζε κέινο ηνπ πιεζπζκνχ ζην δεηγκαηνιεπηηθφ πιαίζην 

ιέγεηαη πξσηνγελήο δεηγκαηνιεπηηθή κνλάδα (primary sampling unit, psu) θαη ε απιή, ζηνηρεηψδεο 

κνλάδα ηνπ πιεζπζκνχ ιέγεηαη ζηνηρείν (element). Σα κέιε ηεο psu ιέγνληαη δεπηεξνγελείο 

δεηγκαηνιεπηηθέο κνλάδεο (secondary sampling units, ssu) θαη ζπλήζσο είλαη νη ζηνηρεηψδεηο κνλάδεο ηνπ 

πιεζπζκνχ. 

Πξνθαλψο, γηα θάζε πξφβιεκα ππάξρνπλ ελδερνκέλσο πνιινί δηαθνξεηηθνί ηξφπνη λα νξηζηνχλ νη νκάδεο 

θαη θαηά ζπλέπεηα ην δεηγκαηνιεπηηθφ πιαίζην, φπσο ζην παξάδεηγκα ησλ ςεθνθφξσλ, φπνπ νη νκάδεο 

κπνξεί λα είλαη ηα εθινγηθά ηκήκαηα, ηα νηθνδνκηθά ηεηξάγσλα ησλ πφιεσλ ή νη ηαρπδξνκηθνί θσδηθνί. 

6.1.1 Οξηζκόο θαη νξνινγία 

Οξηζκόο 

Γεηγκαηνιεςία θαηά νκάδεο ή ζπζηάδεο (cluster sampling) νλνκάδεηαη ε κέζνδνο δεηγκαηνιεςίαο πνπ 

εθαξκφδεηαη φηαλ ην δεηγκαηνιεπηηθφ πιαίζην πνπ πηνζεηείηαη γηα ηνλ πιεζπζκφ απνηειείηαη απφ κηα ιίζηα 

πξσηνγελψλ κνλάδσλ αληί γηα κηα ιίζηα ησλ κεκνλσκέλσλ ζηνηρείσλ ηνπ πιεζπζκνχ. 

Γηα ην ππφινηπν ηνπ θεθαιαίνπ νη φξνη psu, cluster, νκάδα ή ζπζηάδα ζα ρξεζηκνπνηνχληαη κε ην ίδην 

αθξηβψο λφεκα. Δπίζεο, πνζφηεηεο κε δείθηε cl ζα αλαθέξνληαη ζηε κέζνδν δεηγκαηνιεςίαο θαηά νκάδεο. 

Καηά ηε κέζνδν δεηγκαηνιεςίαο θαηά νκάδεο, ε επηινγή ηνπ δείγκαηνο γίλεηαη (α) ζην επίπεδν ησλ psu θαη 

(β) ζην εζσηεξηθφ ησλ νκάδσλ, ζην επίπεδν ησλ κεκνλσκέλσλ ζηνηρείσλ ηνπ πιεζπζκνχ. Δηδηθφηεξα, γηα ην 

δεχηεξν βήκα, ππάξρνπλ δχν βαζηθέο πεξηπηψζεηο: 

(i) Όιν ην πεξηερφκελν ησλ psu πνπ επηιέρζεθαλ ζην πξψην ζηάδην επηιέγεηαη κε ηε ζεηξά ηνπ γηα λα 

αλήθεη ζην ηειηθφ δείγκα. ΢ηελ πεξίπησζε απηή, φηαλ κηα νκάδα επηιεγεί, απηνκάησο φια ηα 

ζηνηρεία πνπ αλήθνπλ ζε απηή ηελ νκάδα ζπκκεηέρνπλ ζηελ έξεπλα. Γελ ιακβάλεη ρψξα θακία 

πεξαηηέξσ δεηγκαηνιεςία, παξά κφλνλ εθείλε ζην επίπεδν ησλ νκάδσλ, θαη ε κέζνδνο 

δεηγκαηνιεςίαο ιέγεηαη δεηγκαηνιεςία θαηά νκάδεο ζε έλα ζηάδην (one-stage cluster sampling). 

(ii) Απφ ηελ θάζε νκάδα (psu) πνπ επηιέρζεθε ζην πξψην ζηάδην επηιέγεηαη πεξαηηέξσ έλα ππνζχλνιφ 

ηνπ απφ ζηνηρεία (ssu) γηα λα ζπκκεηέρεη ζην δείγκα ηεο έξεπλαο. Ζ κέζνδνο ζηελ πεξίπησζε απηή 

νλνκάδεηαη δεηγκαηνιεςία θαηά νκάδεο ζε δύν ζηάδηα (two-stage cluster sampling). 

Γηα ην παξάδεηγκα κε ην πνζνζηφ ησλ παηδηψλ πνπ δελ έρνπλ θάλεη ηα βαζηθά εκβφιηα, έζησ φηη ην 

δεηγκαηνιεπηηθφ πιαίζην είλαη ηα ζρνιεία ηεο πεξηνρήο πνπ καο ελδηαθέξεη λα εμεηάζνπκε. Αλ επηιεγνχλ π.ρ. 

𝑛 = 10 ζρνιεία, θαη ζηε ζπλέρεηα φινη νη καζεηέο ησλ 10 απηψλ ζρνιείσλ ζπκπεξηιεθζνχλ ζην δείγκα θαη 

εμεηαζηνχλ σο πξνο ηα εκβφιηα, ζα πξφθεηηαη γηα έλα δεηγκαηνιεπηηθφ ζρέδην θαηά νκάδεο ζε έλα ζηάδην. 

Δάλ απνθαζηζηεί φηη απφ ην ζχλνιν ησλ καζεηψλ ησλ 10 ζρνιείσλ κφλν έλα πνζνζηφ π.ρ. ην 20% απηψλ ζα 

επηιεγεί θαη ζα εμεηαζηεί σο πξνο ηα εκβφιηα, ηφηε ην δεηγκαηνιεπηηθφ ζρέδην είλαη κηα δεηγκαηνιεςία θαηά 

νκάδεο ζε δχν ζηάδηα. 

Δίλαη θαλεξφ απφ ηνλ νξηζκφ θαη ηνλ ηξφπν πινπνίεζεο ηεο θαηά νκάδεο δεηγκαηνιεςίαο, φηη πξφθεηηαη γηα 

έλα ηεξαξρηθό δεηγκαηνιεπηηθφ ζρέδην. Ζ δεηγκαηνιεςία μεθηλά απφ ην πςειφηεξν επίπεδν κνλάδσλ (psu) 

θαη ζπλερίδεηαη πξνο ην ρακειφηεξν (ssu). 

Μηα γελίθεπζε είλαη εθηθηή, φηαλ ηα επίπεδα δηαβάζκηζεο ηεο πξσηνγελνχο κνλάδαο κέρξη ην ζηνηρείν ηνπ 

πιεζπζκνχ είλαη πεξηζζφηεξα απφ 2. Π.ρ. γηα ηελ νκάδα ΢ρνιείν ζην παξάδεηγκα κε ηα παηδηά ηεο πφιεο, 

κπνξεί λα ππάξμεη πην ιεπηή δηακέξηζε θαη αληί γηα ηα 2 επίπεδα: ΢ρνιείν/Μαζεηήο λα ππάξμνπλ ηέζζεξα 
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επίπεδα: ΢ρνιείν/Σάμε/Σκήκα/Μαζεηήο. ΢ε απηή ηελ πεξίπησζε, κπνξεί ζεσξεηηθά λα δηεμαρζεί κηα 

δεηγκαηνιεςία ζε ηέζζεξα ζηάδηα (ηφζα φζα είλαη ηα επίπεδα δηαβάζκηζεο). Γεηγκαηνιεπηηθά ζρέδηα ηα 

νπνία θάλνπλ ρξήζε ελφο δεηγκαηνιεπηηθνχ πιαηζίνπ κε ιίζηα νκάδσλ κε πεξηζζφηεξα απφ 2 επίπεδα 

δηαβάζκηζεο ιέγνληαη δεηγκαηνιεπηηθά ζρέδηα ζε πνιιά ζηάδηα (multistage sampling). 

6.1.2 Πιενλεθηήκαηα θαη κεηνλεθηήκαηα ηεο δεηγκαηνιεςίαο θαηά νκάδεο 

Κιείλνληαο ηελ εηζαγσγή θαη ηελ πεξηγξαθή ηεο δεηγκαηνιεςίαο θαηά νκάδεο, αλαθεθαιαηψλνπκε κε ηα 

πιενλεθηήκαηα θαη ηα κεηνλεθηήκαηα ηεο κεζφδνπ. 

Σν πξψην πιενλέθηεκα ηεο κεζφδνπ είλαη νη πξαθηηθνί ιφγνη. Τπάξρεη δηαζέζηκν έλα δεηγκαηνιεπηηθφ 

πιαίζην σο πξνο ηηο νκάδεο θαη φρη σο πξνο ηα ζηνηρεία ηνπ πιεζπζκνχ. 

Απφ ηνλ νξηζκφ θαη ηνλ ηξφπν επηινγήο ηνπ δείγκαηνο, ζπκπεξαίλεηαη φηη ζηελ πξάμε ε άληιεζε ζηνηρείσλ 

γηα ηνλ πιεζπζκφ ζχκθσλα κε ηε κέζνδν θαηά νκάδεο ζα είλαη απαξαίηεηε φρη γηα φιεο ηηο νκάδεο, αιιά 

κφλν γηα φζεο έρνπλ επηιεγεί ζην δείγκα. Π.ρ. γηα ην παξάδεηγκα κε ηνπο ςεθνθφξνπο θαη ηα πνζνζηά ησλ 

πνιηηηθψλ θνκκάησλ, αλ επηιέμνπκε σο νκάδεο ηα εθινγηθά ηκήκαηα, ζα ρξεηαζηεί λα δεηήζνπκε ζηνηρεία 

κφλν γηα ηα εθινγηθά ηκήκαηα πνπ επηιέρζεθαλ θαηά ην πξψην ζηάδην θαη φρη γηα ην ζχλνιν ησλ εθινγηθψλ 

ηκεκάησλ ηνπ πιεζπζκνχ. Άξα κεγαιχηεξε ηαρχηεηα θαηά ηε ζπιινγή ζηνηρείσλ. 

Απφ ηνλ νξηζκφ επίζεο ηεο κεζφδνπ, πξνθχπηεη φηη ηα ζηνηρεία ηνπ πιεζπζκνχ πνπ ζα ζπκπεξηιεθζνχλ ζην 

δείγκα είλαη ζπγθεληξσκέλα ζε έλα αξηζκφ νκάδσλ πνπ επηιέρζεθε ζην πξψην ζηάδην. Δπεηδή ζπλήζσο νη 

νκάδεο νξίδνληαη κε βάζε ηε γεσγξαθηθή εγγχηεηα, π.ρ. ίδην νηθνδνκηθφ ηεηξάγσλν ή ίδην ζρνιείν ή ίδην 

ηαρπδξνκηθφ θψδηθα θηι., ε δηεμαγσγή ηεο δεηγκαηνιεςίαο θαηά νκάδεο απαηηεί ηφζεο επί ηφπνπ επηζθέςεηο, 

φζεο είλαη θαη νη νκάδεο. ΢ην παξάδεηγκα κε ηα παηδηά ηεο πφιεο, ζα απαηηνχληαλ δέθα επηζθέςεηο ζηα δέθα 

ζρνιεία ηνπ δείγκαηνο, θαη απφ ην θάζε ζρνιείν ζα ζπιιέγνληαλ ζηε ζπλέρεηα ζηνηρεία γηα έλα κεγάιν 

αξηζκφ παηδηψλ. Αληίζεηα, εάλ γηα ηε ζπιινγή ζηνηρείσλ απφ ίδην αξηζκφ παηδηψλ εθαξκφδακε ηελ α.η.δ. ζα 

έπξεπε λα γίλεη ρσξηζηά ν εληνπηζκφο θαη ε επίζθεςε γηα ην θάζε παηδί ηνπ δείγκαηνο. Οη καζεηέο ζηε 

δεχηεξε πεξίπησζε κπνξεί λα είλαη δηάζπαξηνη ζε φια ηα ζρνιεία ηεο πφιεο, γεγνλφο πνπ απαηηεί 

πεξηζζφηεξν ρξφλν, ηαμίδηα θαη γεληθά θφζηνο γηα ηελ έξεπλα. 

΢πλνιηθά, φινη νη παξαπάλσ ιφγνη, ιφγνη πξαθηηθνί θαη επθνιίαο, αιιά θαη ιφγνη νηθνλνκίαο θαη ηαρχηεηαο, 

θάλνπλ ηε δεηγκαηνιεςία θαηά νκάδεο λα πιενλεθηεί θαη λα εθαξκφδεηαη αξθεηά ζπρλά ζηελ πξάμε. 

Σαπηφρξνλα, νη ίδηνη ιφγνη πνπ θάλνπλ ηελ θαηά νκάδεο δεηγκαηνιεςία λα πιενλεθηεί θαηά ηελ εθαξκνγή 

ηεο έξεπλαο, έρνπλ σο απνηέιεζκα ην κεηνλέθηεκα ηεο κεζφδνπ σο πξνο ηελ αθξίβεηα ησλ εθηηκήζεσλ. Γηα 

παξάδεηγκα, ζα ήηαλ δαπαλεξφ θαη ρξνλνβφξν λα θάλνπκε 500 δηαθνξεηηθέο επηζθέςεηο ζε θαηνηθίεο κηαο 

πφιεο, γηα ηε ζπιινγή κε α.η.δ. δείγκαηνο κεγέζνπο 𝑛 = 500, κε ζθνπφ ηελ εθηίκεζε ηνπ κέζνπ εηζνδήκαηνο 

ησλ θαηνίθσλ κηαο πφιεο. Θα ήηαλ πην εχθνιν θαη ζχληνκν, λα ζπιιέμνπκε ζηνηρεία γηα ηνλ ίδην αξηζκφ 

θαηνίθσλ εμεηάδνληαο κφλν 10 νηθνδνκηθά ηεηξάγσλα (ππνζέηνληαο φηη ζε θάζε ηεηξάγσλν θαηνηθνχλ 50 

ελήιηθεο). Παξάιιεια φκσο, ην α.η.δ. ησλ 𝑛 = 500 θαηνίθσλ ζα εμαζθαιίδεη πηζαλφηαηα θαιχηεξε θάιπςε 

ηεο πφιεο ζε ζχγθξηζε κε ηα 10 νηθνδνκηθά ηεηξάγσλα ηεο δεηγκαηνιεςίαο ζε ζπζηάδεο, κε απνηέιεζκα έλα 

πην αληηπξνζσπεπηηθφ δείγκα θαη θαηά ζπλέπεηα κηα εθηίκεζε κε κεγαιχηεξε ζηαηηζηηθή αθξίβεηα. 

6.1.3 Παξαδείγκαηα δεηγκαηνιεςίαο θαηά νκάδεο 

΢ηνλ Πίλαθα 6.1, δίλνληαη νξηζκέλα πξαθηηθά παξαδείγκαηα πιεζπζκψλ ρσξηζκέλσλ ζε νκάδεο, ηα ζηνηρεία 

ηνπ πιεζπζκνχ θαη ηα πηζαλά εξσηήκαηα ηεο έξεπλαο πνπ ζα κπνξνχζε λα εθαξκνζηεί θάλνληαο ηελ 

αληίζηνηρε ζεψξεζε ησλ νκάδσλ. 
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Οκάδα/΢πζηάδα ΢ηνηρείν Πξόβιεκα 

Οικοδομικά Σετράγωνα  Ννηθνθπξηφ Δθηίκεζε 

ηνπ κέζνπ πνζνχ δαπαλψλ γηα δηαηξνθή αλά 

νηθνγέλεηα, 

ηνπ πνζνζηνχ νηθνγελεηψλ πνπ δελ πεγαίλνπλ 

δηαθνπέο, 

ηεο κέζεο θαηαλάισζεο λεξνχ, 

ηνπ πνζνζηνχ νηθνγελεηψλ ρσξίο 

ηαηξνθαξκαθεπηηθή πεξίζαιςε. 

Οικοδομικά Σετράγωνα  Κάηνηθνο Δθηίκεζε 

ηνπ πνζνζηνχ αλεξγίαο, 

ηνπ πνζνζηνχ θαηνίθσλ πνπ πάζρνπλ απφ κηα 

αζζέλεηα, 

ηνπ πνζνζηνχ θαπληζηψλ, 

ηνπ κέζνπ εηζνδήκαηνο. 

΢χολεία  Μαζεηήο Δθηίκεζε 

ηεο κέζεο βαζκνινγίαο ζηα καζήκαηα, 

ηνπ πνζνζηνχ καζεηψλ κε θαηαγσγή εθηφο 

απφ Διιεληθή, 

ηνπ πνζνζηνχ παηδηψλ κε ρσξηζκέλνπο γνλείο. 

Νοςοκομεία  Αζζελήο Δθηίκεζε 

ηνπ ζπλνιηθνχ αξηζκνχ αζζελψλ πνπ 

επηζθέπηνληαη ηα Δπείγνληα Πεξηζηαηηθά ησλ 

Ννζνθνκείσλ ηεο ρψξαο, 

ηνπ κέζνπ ρξφλνπ λνζειείαο ησλ 

λνζειεπνκέλσλ.  

Νοςοκομεία  Ννζειεπηήο Δθηίκεζε 

ηνπ κέζνπ ρξφλνπ απαζρφιεζεο κε ππεξσξία 

ησλ λνζειεπηψλ, 

ηνπ πνζνζηνχ ησλ αλδξψλ λνζειεπηψλ 

ηεο κέζεο ειηθίαο ησλ λνζειεπηψλ.  

Δημόςια Νοςοκομεία  Γηαηξφο Δθηίκεζε 

ηνπ κέζνπ ρξφλνπ ζπλνιηθήο εβδνκαδηαίαο 

απαζρφιεζεο ησλ γηαηξψλ ζηα δεκφζηα 

Ννζνθνκεία ηεο Υψξαο, 

ηνπ κέζνπ ρξφλνπ πξνυπεξεζίαο ησλ γηαηξψλ 

πνπ εξγάδνληαη ζε δεκφζηα λνζνθνκεία. 

Γραμμή ςελίδασ βιβλίου Λέμε Δθηίκεζε 

ηνπ πνζνζηνχ νξζνγξαθηθψλ ιαζψλ αλά 

ζειίδα ηνπ βηβιίνπ, 

ηνπ ζπλνιηθνχ αξηζκνχ ιέμεσλ ζηε ζειίδα.  

Πακζτο ςυςκευαςίασ 
προϊόντων  

Πξντφλ Δθηίκεζε 

ηνπ πνζνζηνχ ειαηησκαηηθψλ πξντφλησλ. 

ηνπ κέζνπ αξηζκνχ πξντφλησλ αλά παθέην. 

Πίνακας 6.1 Παξαδείγκαηα πιεζπζκώλ θαη εξεπλεηηθά εξσηήκαηα. 
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6.1.4 Γεηγκαηνιεςία θαηά νκάδεο θαη ΢ηξσκαηνπνηεκέλε Γεηγκαηνιεςία 

Ζ Γεηγκαηνιεςία θαηά νκάδεο, ζχκθσλα κε ηνλ νξηζκφ θαη ηελ πεξηγξαθή ηεο, παξνπζηάδεη νκνηφηεηεο κε 

ηε ζηξσκαηνπνηεκέλε δεηγκαηνιεςία, γηαηί ηφζν ε θαηά νκάδεο, φζν θαη ε ζηξσκαηνπνηεκέλε, θάλνπλ 

ρξήζε νκάδσλ ησλ ζηνηρείσλ ηνπ πιεζπζκνχ. Χζηφζν, νη δχν κέζνδνη δεηγκαηνιεςίαο δηαθέξνπλ ζεκαληηθά 

θαη σο πξνο ηνλ νξηζκφ θαη ηνλ ηξφπν πινπνίεζεο, αιιά θαη σο πξνο ηηο ηδηφηεηεο ησλ εθηηκεηψλ πνπ 

πξνθχπηνπλ. Ο Πίλαθαο 6.2 δίλεη ηηο νκνηφηεηεο θαη ηηο δηαθνξέο ησλ δχν απηψλ κεζφδσλ δεηγκαηνιεςίαο. 

 

΢ηξσκαηνπνηεκέλε Γεηγκαηνιεςία Γεηγκαηνιεςία θαηά νκάδεο 

Κάζε ζηνηρείν ηνπ πιεζπζκνχ αλήθεη ζε έλα 

αθξηβψο ζηξψκα. 

Κάζε ζηνηρείν ηνπ πιεζπζκνχ αλήθεη ζε κία 

αθξηβψο νκάδα ή cluster. 

Ο πιεζπζκφο ρσξίδεηαη ζε 𝐿 ζηξψκαηα θαη ην 

θάζε ζηξψκα έρεη έλα αξηζκφ ζηνηρείσλ.  

Ο πιεζπζκφο απνηειείηαη απφ νκάδεο θαη ε θάζε 

ζπζηάδα έρεη έλαλ αξηζκφ ζηνηρείσλ 

Καιχπηνληαη φια ηα ζηξψκαηα κε αλεμάξηεηε 

δεηγκαηνιεςία ζην εζσηεξηθφ ηνπ θαζελφο.  

Γελ θαιχπηνληαη φιεο νη νκάδεο: επηιέγεηαη έλαο 

αξηζκφο νκάδσλ.  

Ζ δεηγκαηνιεςία γίλεηαη ζην επίπεδν 

ζηνηρείσλ ηνπ πιεζπζκνχ. 

Ζ δεηγκαηνιεςία γίλεηαη ζην επίπεδν ησλ νκάδσλ. 

Σν πιήζνο ησλ ζηξσκάησλ είλαη κηθξφ θαη ν 

αξηζκφο ησλ ζηνηρείσλ ζε θάζε ζηξψκα 

ζπλήζσο κεγάινο. 

Σν πιήζνο ησλ νκάδσλ είλαη ζπλήζσο κεγάιν θαη ν 

αξηζκφο ησλ ζηνηρείσλ ζε θάζε νκάδα κηθξφο. 

Ο ρσξηζκφο γίλεηαη απφ ηνλ εξεπλεηή, θαη ηα 

ζηξψκαηα πνπ πξνθχπηνπλ δελ έρνπλ 

απαξαίηεηα γεσγξαθηθή ή άιινπ είδνπο 

εγγχηεηα. Π.ρ. θξηηήξην ρσξηζκνχ ζε 

ζηξψκαηα: θχιν, ειηθηαθή νκάδα, επίπεδν 

εθπαίδεπζεο, εηζφδεκα. 

Ο ρσξηζκφο είλαη δεδνκέλνο γηαηί είλαη δηαζέζηκνο. 

΢πλήζσο ηα κέιε ηεο θάζε ζπζηάδαο έρνπλ θαη 

θπζηθή εγγχηεηα. Π.ρ. κέλνπλ ζην ίδην ηεηξάγσλν, 

θνηηνχλ ζην ίδην ζρνιείν, εξγάδνληαη ζην ίδην 

λνζνθνκείν.  

Σα ζηξψκαηα θαηαζθεπάδνληαη έηζη ψζηε λα 

επηηπγράλεηαη νκνηνγέλεηα ζην εζσηεξηθφ ηνπ 

θάζε ζηξψκαηνο θαη δηαθνξεηηθή κέζε ηηκή 

απφ ζηξψκα ζε ζηξψκα. 

Δπηζπκνχκε νη νκάδεο λα είλαη εηεξνγελείο. Δπεηδή 

νξηζκέλεο κφλν νκάδεο ζα επηιεγνχλ γηα ην δείγκα, 

ε δεηγκαηνιεςία θαηά νκάδεο ζα είλαη πην αθξηβήο 

δεηγκαηνιεπηηθή κέζνδνο εάλ νη νκάδεο είλαη 

αληηπξνζσπεπηηθέο ηνπ πιεζπζκνχ. 

Μηθξφηεξα ηππηθά ζθάικαηα γηα ηνπο 

εθηηκεηέο ζπγθξηλφκελα κε απηά ηεο α.η.δ. 

Μηα κέζνδνο πνπ κπνξεί λα νδεγήζεη ζε 

κεγαιχηεξα ηππηθά ζθάικαηα ζπγθξηλφκελε κε ηελ 

α.η.δ.  

Ο ζθνπφο ηεο ζηξσκαηνπνίεζεο ηνπ 

πιεζπζκνχ είλαη ε βειηίσζε ησλ ηππηθψλ 

ζθαικάησλ ησλ εθηηκεηψλ.  

Ο ζθνπφο ηεο πηνζέηεζεο ησλ νκάδσλ είλαη ε 

επθνιία ζηελ πξφζβαζε θαη ε κείσζε ηνπ θφζηνπο 

θαη ηνπ ρξφλνπ δηεμαγσγήο ηεο έξεπλαο.  

Πίνακας 6.2 Οκνηόηεηεο θαη δηαθνξέο ηεο ζηξσκαηνπνηεκέλεο θαη ηεο δεηγκαηνιεςίαο θαηά νκάδεο. 

Έλαο ηξφπνο λα παξαζηήζνπκε γξαθηθά ηνλ ηξφπν επηινγήο ηνπ δείγκαηνο κέζσ ηεο ζηξσκαηνπνηεκέλεο θαη 

αληίζηνηρα κέζσ ηεο θαηά νκάδσλ, δίλεηαη κε ην ΢ρήκα 6.1. Γηα ηνλ ίδην πιεζπζκφ πνπ είλαη ρσξηζκέλνο ζε 

ζηξψκαηα/νκάδεο θαη παξηζηάλνληαη κε ηηο γξακκέο ηνπ πίλαθα, ζηε κελ πεξίπησζε ηεο ζηξσκαηνπνηεκέλεο 

ιακβάλεηαη έλα δείγκα απφ ην θάζε ζηξψκα, ελψ ζηελ θαηά νκάδεο κέζνδν ιακβάλνληαη κφλν νξηζκέλεο 

νκάδεο (ιακβάλνληαη εμ νινθιήξνπ γηα ηε κέζνδν θαηά νκάδεο ζε έλα ζηάδην). 
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Σα δχν γξαθήκαηα, γηα ηε ζηξσκαηνπνηεκέλε θαη ηελ θαηά νκάδεο δεηγκαηνιεςία αληίζηνηρα, έγηλαλ 

θάλνληαο ρξήζε ηνπ παθέηνπ „animation‟ ηεο R. Γηα πεξηζζφηεξα παξαδείγκαηα θαη θαηαλφεζε ηεο λέαο 

κεζφδνπ δεηγκαηνιεςίαο, δίλεηαη ε εληνιή πνπ παξάγεη γξαθήκαηα ελφο δείγκαηνο θαηά νκάδεο. 

 

> library(animation) 

> sample.cluster(pop = ceiling(10 * runif(10, 0.2, 1)), size = 3, 

p.col = c('blue','red'), p.cex = c(1, 3)) 

Αιιάδνληαο ηηο ηηκέο ηνπ νξίζκαηνο p.cex, π.ρ. p.cex = c(1, 6), αιιάδεη ν αξηζκφο ησλ psu πνπ 

επηιέγνληαη. Δπίζεο, δίλνληαο δηαθνξεηηθέο ηηκέο ζηε ζπλάξηεζε runif, αιιάδεη ην πιήζνο θαη ην κέγεζνο 

ησλ psu. 

 

΢ηξσκαηνπνηεκέλε 

 

Καηά Οκάδεο 

 

Στήμα 6.1 Γξαθηθή αλαπαξάζηαζε ζηξσκαηνπνηεκέλνπ θαη θαηά νκάδεο δείγκαηνο. 

6.2. ΢πκβνιηζκόο 

΢ηελ παξάγξαθν απηή δίλνπκε ηνλ ζπκβνιηζκφ πνπ ζα ρξεζηκνπνηήζνπκε γηα ηε κειέηε ηνπ πξνβιήκαηνο 

εθηίκεζεο πνζνηήησλ ηνπ πιεζπζκνχ κε ηε βνήζεηα ελφο δείγκαηνο θαηά νκάδεο. ΢ηνλ Πίλαθα 6.3, δίλεηαη ν 

απαξαίηεηνο ζπκβνιηζκφο γηα ηε δεηγκαηνιεςία θαηά νκάδεο θαη ε εμήγεζε ηεο θάζε πνζφηεηαο πνπ 

εηζάγεηαη. Όπσο θαη ζηε ζηξσκαηνπνηεκέλε θαη ζηε ζπζηεκαηηθή δεηγκαηνιεςία, γίλεηαη ρξήζε δηπινχ 

δείθηε γηα ην θάζε ζηνηρείν (πιεζπζκνχ θαη δείγκαηνο) ψζηε λα δειψλεη ηνλ α/α ηνπ ζηνηρείνπ θαη σο πξνο 

ηελ νκάδα (psu) θαη σο πξνο ην ζηνηρείν ηεο νκάδαο (ssu). Ο ζπκβνιηζκφο ηνπ Πίλαθα 6.3 θαιχπηεη ηε 

δεηγκαηνιεςία θαηά νκάδεο, ζε έλα θαη ζε δχν ζηάδηα. 

 

 

΢ύκβνιν Δξκελεία 

𝛭 Αξηζκφο ησλ Οκάδσλ 

𝐾𝑖  Μέγεζνο ηεο 𝑖 νκάδαο ή δηαθνξεηηθά πιήζνο ζηνηρείσλ 

(ssu) πνπ πεξηέρεη ε 𝑖 psu. 

Αλ 𝛮 είλαη ην κέγεζνο ηνπ πιεζπζκνχ ηφηε: 

𝐾1 + 𝐾2 +  … + 𝐾𝛭 = 𝛮 
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΢ύκβνιν Δξκελεία 

𝑌𝑖𝑗  H ηηκή ηνπ ραξαθηεξηζηηθνχ 𝑌 γηα ην κέινο ηνπ πιεζπζκνχ 

πνπ αλήθεη ζηελ νκάδα 𝑖 θαη έρεη αχμνληα αξηζκφ 𝑗. 

𝑈𝑖 = {𝑌𝑖1 , 𝑌𝑖2 , … , 𝑌𝑖𝐾𝑖
} Σα ζηνηρεία ηνπ πιεζπζκνχ γηα ηελ νκάδα 𝑖. 

𝑈 𝑖 =
1

𝐾𝑖
 𝑌𝑖𝑗

𝐾𝑖

𝑗 =1

 O κέζνο ηεο 𝑖 νκάδαο γηα ην ραξαθηεξηζηηθφ 𝑌. 

𝑡𝑖 =  𝑌𝑖𝑗

𝐾𝑖

𝑗 =1

 Σν άζξνηζκα ηεο νκάδαο 𝑖 γηα ην ραξαθηεξηζηηθφ. 

𝑌𝑇 =  𝑡𝑖

𝑀

𝑖=1

 Σν άζξνηζκα ηνπ πιεζπζκνχ γηα ην ραξαθηεξηζηηθφ.  

𝑌 =
1

𝑁
𝑌𝑇  O κέζνο ηνπ πιεζπζκνχ γηα ην ραξαθηεξηζηηθφ.  

𝑆𝑖
2 =

1

𝐾𝑖 − 1
  𝑌𝑖𝑗 − 𝑈 𝑖 

2

𝐾𝑖

𝑗 =1

 H δηαθχκαλζε ζην εζσηεξηθφ ηεο νκάδαο 𝑖. 

𝑆2 =
1

𝛮 − 1
   𝑌𝑖𝑗 − 𝑌  

2𝐾𝑖

𝑗 =1

𝑀

𝑖=1

 H δηαθχκαλζε ηνπ πιεζπζκνχ. 

𝑚 Πιήζνο νκάδσλ πνπ επηιέγνληαη απφ ηηο 𝛭 ζπλνιηθά. 

𝑘𝑖  Σν κέγεζνο ηνπ δείγκαηνο ησλ ssu πνπ επηιέγνληαη απφ ηελ 

νκάδα 𝑖. Ηζρχεη: 𝑘𝑖 ≤ 𝐾𝑖 . 

𝑋𝑖𝑗  
Σν δεηγκαηηθφ ζηνηρείν ηνπ πιεζπζκνχ πνπ πξνέξρεηαη απφ 

ηελ νκάδα 𝑖 ηνπ δείγκαηνο νκάδσλ θαη έρεη α/α 𝑗.  

𝑋 𝑖 =
1

𝑘𝑖
 𝑋𝑖𝑗

𝑘𝑖

𝑗 =1

 Ο δεηγκαηηθφο κέζνο ηεο νκάδαο 𝑖.  

𝑠𝑖
2 =

1

𝑘𝑖 − 1
  𝑋𝑖𝑗 − 𝑋 𝑖 

2

𝑘𝑖

𝑗 =1

 H δεηγκαηηθή δηαθχκαλζε ηεο νκάδαο 𝑖. 

Πίνακας 6.3 ΢πκβνιηζκόο γηα ηελ θαηά νκάδεο δεηγκαηνιεςία. 

6.3. Γεηγκαηνιεςία θαηά νκάδεο ζε έλα ζηάδην κε ίζεο πηζαλόηεηεο 

Θεσξνχκε ηελ εθηίκεζε ησλ παξακέηξσλ ηνπ πιεζπζκνχ: πιεζπζκηαθφ κέζν 𝑌 , ζχλνιν ηνπ πιεζπζκνχ 𝑌𝑇 , 

ην πνζνζηφ 𝑃 θαη αξηζκφ ησλ κειψλ 𝛢 ηνπ πιεζπζκνχ ηα νπνία αλήθνπλ ζε κηα θαηεγνξία ή θαηέρνπλ κηα 



 

 
123 

ηδηφηεηα. Ζ ζχλδεζε κεηαμχ ησλ πξνβιεκάησλ εθηίκεζεο ησλ πιεζπζκηαθψλ παξακέηξσλ φπσο έρεη 

αλαπηπρζεί ζηα πξνεγνχκελα θεθάιαηα ηζρχεη θαη γηα ηελ πεξίπησζε ηεο δεηγκαηνιεςίαο θαηά νκάδεο. Γηα 

ηνλ ζθνπφ απηφ, ε αλάπηπμε ηνπ πξνβιήκαηνο ηεο εθηίκεζεο κηαο άγλσζηεο πνζφηεηαο ηνπ πιεζπζκνχ κε ηε 

βνήζεηα ελφο δείγκαηνο πνπ πξνέθπςε κε ηε κέζνδν ησλ νκάδσλ, ζα γίλεη κφλν γηα ηελ πεξίπησζε ηνπ 

πιεζπζκηαθνχ κέζνπ 𝑌 . 

Θεσξνχκε, ζπλεπψο, ην πξφβιεκα ηεο εθηίκεζεο ηνπ κέζνπ 𝑌  ελφο πιεζπζκνχ κεγέζνπο 𝛮, κε ηε βνήζεηα 

ελφο δείγκαηνο πνπ έρεη επηιεγεί κε κηα δεηγκαηνιεςία θαηά νκάδεο. Δηδηθφηεξα, ππνζέηνπκε ηελ θαηά 

νκάδεο ζε έλα ζηαδην δεηγκαηνιεςία, θαηά ηελ νπνία, είηε φιεο νη κνλάδεο κηαο ζπζηάδαο πεξηέρνληαη ζην 

δείγκα, είηε θακία. ΢χκθσλα κε ηνλ ζπκβνιηζκφ ηνπ Πίλαθα 6.3, ζα είλαη 𝑘𝑖 = 𝛫𝑖  θαη 𝑋 𝑖 = 𝑈 𝑖 , δει. ε 

δεηγκαηηθή κέζε ηηκή γηα ηελ νκάδα 𝑖 ηαπηίδεηαη κε ηελ πιεζπζκηαθή, επεηδή, ζην εζσηεξηθφ ηεο 𝑖 νκάδαο, 

πξαγκαηνπνηείηαη απνγξαθή θαη φρη δεηγκαηνιεςία. 

Γηα ηελ εθηίκεζε ησλ πιεζπζκηαθψλ πνζνηήησλ θάησ απφ ηε δεηγκαηνιεςία θαηά νκάδεο, δηαθξίλνπκε ηηο 

πεξηπηψζεηο (i) νη νκάδεο λα είλαη ίζνπ κεγέζνπο θαη (ii) νη νκάδεο λα είλαη άληζνπ κεγέζνπο, θαζψο θαη 

πεξηπηψζεηο σο πξνο ηνλ ηξφπν επηινγήο ησλ νκάδσλ. Θεσξψληαο ηελ πην απιή πεξίπησζε αξρηθά σο πξνο 

ηνλ ηξφπν επηινγήο ησλ νκάδσλ, θαη εηδηθφηεξα ππνζέηνληαο ίζεο πηζαλφηεηεο θαηά ηελ επηινγή, εμεηάδνπκε 

ηηο πεξηπηψζεηο (i) θαη (ii). Οη ίζεο πηζαλφηεηεο επηινγήο ησλ psu ηζνδπλακνχλ κε πηνζέηεζε ηεο α.η.δ. 

6.3.1 Οκάδεο ίζνπ κεγέζνπο 

Ζ ππφζεζε φηη φιεο νη νκάδεο έρνπλ ην ίδην πιήζνο ζηνηρείσλ εμεηάδεηαη γηαηί είλαη κηα πεξίπησζε 

πιεζπζκνχ ρσξηζκέλνπ ζε νκάδεο πνπ δηαπηζηψλνπκε ζε νξηζκέλεο πεξηπηψζεηο πιεζπζκψλ ζηελ πξάμε. 

Π.ρ. ηάμεηο καζεηψλ είλαη παξφκνηνπ κεγέζνπο, νηθνδνκηθά ηεηξάγσλα κηαο πφιεο κε ίζε ππθλφηεηα 

δφκεζεο, ξάθηα βηβιίσλ ζε κηα βηβιηνζήθε, παθέηα ζπζθεπαζηψλ πξντφλησλ θ.ν.θ. Κάησ απφ ηελ ππφζεζε 

απηή, ν γεληθφο ζπκβνιηζκφο πνπ δψζακε ζηνλ Πίλαθα 6.3 απινπνηείηαη πεξηζζφηεξν. Σα κεγέζε 𝐾𝑖  είλαη ίζα 

κεηαμχ ηνπο, θαη έζησ αθφκα φηη: 

𝛫𝑖 = 𝛫 (𝑖 = 1,2, … , 𝑀) 

απ΄ φπνπ πξνθχπηεη 𝛮 = 𝛭𝛫. Αληίζηνηρα, γηα ην κέγεζνο ηνπ δείγκαηνο, ζα ηζρχεη: 𝑛 = 𝑚𝛫. 

Κάησ απφ απηέο ηηο ππνζέζεηο, θαη ιακβάλνληαο έλα απιφ ηπραίν δείγκα 𝑚 νκάδσλ ηνπ πιεζπζκνχ απφ ηηο 

𝛭 ζπλνιηθά, έλαο εθηηκεηήο ηεο πιεζπζκηαθήο κέζεο ηηκήο ζεσξείηαη ν απιφο κέζνο ηνπ δείγκαηνο. 

Αλαιπηηθφηεξα: 

 𝛸 𝑐𝑙 = 𝑌  =
1

𝑛
 𝑡𝑖

𝑚

𝑖=1

 (6.1) 

Αξρηθά, δηαπηζηψλνπκε φηη, ιφγσ ηεο ηζφηεηαο ηνπ κεγέζνπο ησλ νκάδσλ, ν εθηηκεηήο απηφο ηαπηίδεηαη κε: 

𝛸 𝑐𝑙 =
1

𝑚
 𝑈 𝑖

𝑚

𝑖=1

 

δει. 𝛸 𝑐𝑙  είλαη έλαο απιφο κέζνο φξνο ησλ κέζσλ 𝑚 νκάδσλ ελφο α.η. δείγκαηνο απφ ηηο 𝛭 ζπλνιηθά νκάδεο. 

Λακβάλνληαο ππφςε ηελ ηειεπηαία κνξθή ηνπ 𝛸 𝑐𝑙  θαη ζεσξψληαο ζηε ζπλέρεηα ην δηάλπζκα  𝑈 1 , 𝑈 2 , … , 𝑈 𝛭   
σο ηνλ πιεζπζκφ απφ ηνλ νπνίν επηιέγεηαη έλα α.η. δείγκα κεγέζνπο 𝑚, κπνξνχκε λα ζπκπεξάλνπκε ηηο 

ηδηφηεηεο ηνπ εθηηκεηή 𝛸 𝑐𝑙  θάλνληαο ρξήζε ησλ απνηειεζκάησλ απφ ηελ α.η.δ. Πην ζπγθεθξηκέλα, κέζσ ησλ 

Πξνηάζεσλ 2.2, 2.3 θαη ηνπ Πνξίζκαηνο 2.1, ζπλάγεηαη ην αθφινπζν απνηέιεζκα. 

Πξόηαζε 6.1 

Γηα ηνλ εθηηκεηή 𝛸 𝑐𝑙  πνπ δίλεηαη απφ ηελ (6.1), ηζρχεη: 

(i) Δίλαη ακεξφιεπηνο εθηηκεηήο ηνπ 𝑌 . 
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(ii) Ζ δηαθχκαλζε ηνπ εθηηκεηή 𝛸 𝑐𝑙 , δίλεηαη απφ ηε ζρέζε: 

 Var(𝛸 𝑐𝑙 ) =
1

𝑚
(1 − 𝑓)  

 𝑈 𝑖 − 𝑌  2

𝑀 − 1

𝑀

𝑖=1

 (6.2) 

φπνπ 𝑓 = 𝑚/𝑀, ην πειίθν δείγκαηνο γηα ηελ α.η.δ. ζην επίπεδν ησλ νκάδσλ. 

(iii) H εθηηκψκελε δηαθχκαλζε ηνπ 𝛸 𝑐𝑙  είλαη 

 Va r(𝛸 𝑐𝑙 ) =
1

𝑚
(1 − 𝑓)  

 𝑈 𝑖 − 𝛸 𝑐𝑙  
2

𝑚 − 1

𝑚

𝑖=1

 (6.3) 

Ζ πνζφηεηα  
 𝑈 𝑖−𝑌  2

𝑀−1
𝑀
𝑖=1  είλαη ε δηαθχκαλζε ησλ πιεζπζκηαθψλ κέζσλ φισλ ζπλνιηθά ησλ νκάδσλ, ελψ ε 

αληίζηνηρε δεηγκαηηθή πνζφηεηα  
 𝑈 𝑖−𝛸 𝑐𝑙  

2

𝑚−1
𝑚
𝑖=1  είλαη ε δηαθχκαλζε ησλ κέζσλ εθείλσλ ησλ νκάδσλ πνπ 

επηιέρζεθαλ ζην δείγκα θαη ζπλεπψο είλαη εθηθηφ λα ππνινγηζηεί ακέζσο κεηά ηε δηεμαγσγή ηεο έξεπλαο θαη 

ηε ζπιινγή ησλ δεδνκέλσλ. Καη νη δχν πνζφηεηεο είλαη αληίζηνηρεο ησλ γλσζηψλ 𝑆2 θαη 𝑠2 πνπ εκθαλίδνληαη 

ζηηο εθθξάζεηο ηεο δηαθχκαλζεο θαη ηεο εθηηκψκελεο δηαθχκαλζεο ηνπ 𝛸  γηα ηελ α.η.δ.. 

Αμίδεη λα ζεκεησζεί φηη ε δηαθχκαλζε ηνπ εθηηκεηή 𝛸 𝑐𝑙  φπσο δίλεηαη κέζσ ηεο (6.2), εμαξηάηαη απνθιεηζηηθά 

απφ ηε δηαθχκαλζε κεηαμχ ησλ κέζσλ ησλ νκάδσλ, θαη φρη απφ ηε δηαθχκαλζε ζην εζσηεξηθφ ησλ νκάδσλ. 

Απηφ νθείιεηαη ζην γεγνλφο φηη ζην εζσηεξηθφ ησλ νκάδσλ πξαγκαηνπνηείηαη απνγξαθή, θαη φρη 

δεηγκαηνιεςία, ζπλεπψο δελ ππάξρεη ζηαηηζηηθφ ζθάικα. 

Κάησ απφ θαηάιιειεο πξνυπνζέζεηο, αλάινγεο κε εθείλεο πνπ ζπδεηήζεθαλ ζηελ α.η.δ., ππνινγίδεηαη ην 

δηάζηεκα εκπηζηνζχλεο ηεο κέζεο ηηκήο ηνπ πιεζπζκνχ, θάλνληαο ρξήζε ηεο θαλνληθήο θαηαλνκήο. 

Αλαιπηηθφηεξα, γηα 𝑚 κεγάιν αξηζκφ, ην 99% δηάζηεκα εκπηζηνζχλεο γηα ηε κέζε ηηκή ηνπ πιεζπζκνχ 

είλαη: 

 𝛸 𝑐𝑙 − 𝑧𝛼/2 Va r(𝛸 𝑐𝑙 ),   𝛸 𝑐𝑙 + 𝑧𝛼/2 Va r(𝛸 𝑐𝑙 )  

φπνπ ε εθηηκψκελε δηαθχκαλζε ηνπ εθηηκεηή Va r 𝛸 𝑐𝑙  δίλεηαη απφ ηελ (6.3), θαη 𝑧𝛼/2 είλαη ην 𝛼/2-άλσ 

εθαηνζηηαίν ζεκείν ηεο ηππηθήο θαλνληθήο θαηαλνκήο. 

Γηα 𝑚 κηθξφ αξηζκφ,ην δηάζηεκα εκπηζηνζχλεο ππνινγίδεηαη κε ηε βνήζεηα ησλ εθαηνζηηαίσλ ζεκείσλ ηεο  𝑡 

θαηαλνκήο. ΢πγθεθξηκέλα, ζα είλαη: 

 𝛸 𝑐𝑙 − 𝑡𝑚−1,
𝛼

2

 Va r(𝛸 𝑐𝑙 ),   𝛸 𝑐𝑙 + 𝑡𝑚−1,
𝛼

2

 Va r(𝛸 𝑐𝑙 ) . 

Παξάδεηγκα 6.1 

Μηα έξεπλα, κε ζθνπφ ηελ εθηίκεζε ηνπ κέζνπ εηζνδήκαηνο ησλ ελειίθσλ θαηνίθσλ, δηεμάγεηαη ζε κηα πφιε 

ε νπνία είλαη ρσξηζκέλε ζε 450 νηθνδνκηθά ηεηξάγσλα. Απφ πξνεγνχκελεο έξεπλεο, είλαη γλσζηφ φηη ν κέζνο 

αξηζκφο ελειίθσλ θαηνίθσλ αλά ηεηξάγσλν είλαη 120, ρσξίο κεγάιε απφθιηζε κεηαμχ ησλ ηεηξαγψλσλ. Γηα 

ηελ έξεπλα, επηιέρζεθαλ 25 ηεηξάγσλα θαη ξσηήζεθαλ φινη νη ελήιηθεο πνπ θαηνηθνχλ ζηα ηεηξάγσλα απηά 

σο πξνο ην εηζφδεκά ηνπο. 

Σα δεδνκέλα ηεο έξεπλαο κεηά ηε δηεμαγσγή ηεο δίλνληαη ζηνλ Πίλαθα 6.4. Με βάζε ηα ζηνηρεία ηεο έξεπλαο, 

λα εθηηκεζεί ην κέζν εηζφδεκα ησλ θαηνίθσλ ηεο πφιεο θαη λα δνζεί έλα 95% δηάζηεκα εκπηζηνζχλεο ηεο 

εθηίκεζεο. 
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α/α 

Οηθνδνκηθνύ 

Σεηξαγώλνπ 

΢πλνιηθό 

Δηζόδεκα 

(ζε ρηι. ρ.κ) 

Μέζν 

Δηζόδεκα 

(ζε ρηι. ρ.κ) 

α/α 

Οηθνδνκηθνύ 

Σεηξαγώλνπ 

΢πλνιηθό 

Δηζόδεκα 

(ζε ρηι. ρ.κ) 

Μέζν 

Δηζόδεκα 

(ζε ρηι. ρ.κ) 

1 68.8598 0.5738 14 85.4589 0.7122 

2 119.8689 0.9989 15 117.3347 0.9778 

3 108.5510 0.9046 16 106.7089 0.8892 

4 73.3973 0.6116 17 84.3756 0.7031 

5 82.8918 0.6908 18 114.9435 0.9579 

6 88.7509 0.7396 19 103.1808 0.8598 

7 84.5846 0.7049 20 95.8406 0.7987 

8 62.9579 0.5246 21 121.5084 1.0126 

9 48.2354 0.4020 22 107.7965 0.8983 

10 88.2420 0.7353 23 155.7251 1.2977 

11 60.4749 0.5040 24 88.7936 0.7399 

12 90.5054 0.7542 25 91.0228 0.7585 

13 138.0609 1.1505 Άζξνηζκα 2388.1 19.9006 

Πίνακας 6.4 Γεδνκέλα γηα ην εηζόδεκα ησλ θαηνίθσλ ησλ 25 νηθνδνκηθώλ ηεηξαγώλσλ. 

Ζ εληνιή γηα ηελ εηζαγσγή ησλ δεδνκέλσλ ζηελ R είλαη 

> tinc<-c(68.8598, 119.8689, 108.5510, 73.3973, 82.8918, 88.7509, 

84.5846, 62.9579, 48.2354, 88.2420, 60.4749, 90.5054, 138.0609, 

85.4589, 117.3347, 106.7089, 84.3756, 114.9435, 103.1808, 95.8406, 

121.5084, 107.7965, 155.7251, 88.7936, 91.0228) 

απφ ηελ νπνία πξνθχπηεη ε ηξίηε ζηήιε ηνπ Πίλαθα 6.4 κε ην κέζν εηζφδεκα αλά ηεηξάγσλν σο: 

> minc<-tinc/120 

΢χκθσλα κε ηνλ ζπκβνιηζκφ ηνπ θεθαιαίνπ, γηα ηα δεδνκέλα ηνπ πξνβιήκαηνο ηζρχεη: 𝛭 = 450 ν αξηζκφο 

ησλ νκάδσλ, 𝑚 = 25 νη νκάδεο πνπ επηιέγνληαη κε α.η.δ. θαη 𝛫 = 120 δηφηη ππνζέηνπκε φηη νη νκάδεο είλαη 

ίζνπ κεγέζνπο. Δπίζεο, πξνθχπηεη φηη 𝛮 = 450 ∗ 120 = 54000, ελψ ηα δεδνκέλα ηεο δεχηεξεο ζηήιεο ηνπ 

Πίλαθα 6.4 είλαη ηα αζξνίζκαηα 𝑡𝑖  (𝑖 = 1,2, … ,25) θαη ηα δεδνκέλα ηεο ηξίηεο ζηήιεο είλαη νη κέζνη φξνη 

𝑈 𝑖  (𝑖 = 1,2, … ,25). 

΢ηε ζπλέρεηα, εθαξκφδνληαο ηελ (6.1): 

> est<-sum(tinc)/(120*25) 

> est 

[1] 0.7960234 

ιακβάλνπκε φηη ε εθηίκεζε ηνπ κέζνπ εηζνδήκαηνο ησλ θαηνίθσλ γηα ηελ πφιε είλαη 796.02 ρξεκαηηθέο 

κνλάδεο. 

Ηζνδχλακα, ε (6.1) ππνινγίδεηαη σο ε κέζε ηηκή ησλ κέζσλ ησλ νκάδσλ, δει. 

> est<-mean(minc) 

> est 

[1] 0.7960234 
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Γηα ηε δηαθχκαλζε ηνπ εθηηκεηή, ζα ππνινγίζνπκε ηνλ εθηηκεηή ηνπ απφ ηε ζρέζε (6.3), ε νπνία απαηηεί λα 

γλσξίδνπκε ηα ζπγθεληξσηηθά ζηνηρεία ησλ θαηνίθσλ κφλν γηα ηα 25 δεηγκαηνιεπηηθά ηεηξάγσλα. Γηα ηνλ 

αθξηβή ππνινγηζκφ ηεο δηαθχκαλζεο κέζσ ηεο (6.2), ρξεηάδεηαη λα έρνπκε ηα αληίζηνηρα ζηνηρεία σο πξνο ην 

εηζφδεκα, γηα φια ηα 450 νηθνδνκηθά ηεηξάγσλα ηεο πφιεο. Οη ππνινγηζκνί γηα ηελ (6.3) δίλνπλ: 

> evar<-(1-25/450)*(1/25)*var(minc) 

> evar 

[1] 0.001582671 

άξα ε εθηηκψκελε δηαθχκαλζε ηεο εθηίκεζεο φηη ην κέζν εηζφδεκα είλαη 0.796 ρηιηάδεο ρξεκαηηθέο κνλάδεο 

είλαη 0.001583. Σν ηππηθφ ζθάικα ηεο εθηίκεζεο ηεο δηαζπνξάο είλαη ε ηεηξαγσληθή ξίδα ηνπ αξηζκνχ 

απηνχ, δει. 

> sqrt(evar) 

[1] 0.0397828 

νπφηε, ην ηππηθφ ζθάικα ηεο εθηίκεζεο είλαη 0.03978 ρηιηάδεο ρ.κ. ή 39.78 ρ.κ. 

Σν 95% δηάζηεκα εκπηζηνζχλεο γηα ηελ εθηίκεζε ηνπ κέζνπ εηζνδήκαηνο ππνινγίδεηαη κέζσ ηεο 

πξνζέγγηζεο ηεο θαλνληθήο θαηαλνκήο θαη θάλνληαο ρξήζε ησλ 𝑡 εθαηνζηηαίσλ ζεκείσλ αληί γηα 𝑧, επεηδή 

γίλεηαη εθηίκεζε ηνπ ηππηθνχ ζθάικαηνο θαη ην α.η.δ. είλαη κεγέζνπο 25. Με ηε βνήζεηα ησλ θαηάιιεισλ 

ζπλαξηήζεσλ θαη εληνιψλ ηεο R, ιακβάλνπκε 

> c(est-qt(.975, 24)*sqrt(evar),est+qt(.975, 24)*sqrt(evar)) 

[1] 0.7139157 0.8781311 

Άξα έλα 95% δηάζηεκα εκπηζηνζχλεο γηα ην κέζν εηζφδεκα είλαη  0.7139, 0.8781  ζε ρηιηάδεο ρξεκ. 

κνλάδεο ή ηζνδχλακα ην κέζν εηζφδεκα ησλ ελειίθσλ θαηνίθσλ ηεο πφιεο αλήθεη ζην δηάζηεκα  713.9,
878.1  ρξεκαηηθέο κνλάδεο κε πηζαλνηεηα ζθάικαηνο 5%. 

Γηα ηελ εθαξκνγή ηεο κεζφδνπ δεηγκαηνιεςίαο θαηά νκάδεο, ππάξρνπλ εμεηδηθεπκέλα παθέηα ζηελ R, κεηαμχ 

άιισλ ηα TeachingSampling, Sampling θαη survey. Θα εμεξεπλήζνπκε νξηζκέλα απφ απηά ζηε 

ζπλέρεηα ηνπ θεθαιαίνπ, κε πην απαηηεηηθά παξαδείγκαηα. 

6.3.2 ΢ύγθξηζε δεηγκαηνιεςίαο θαηά νκάδεο ζε έλα ζηάδην θαη ίζν κέγεζνο νκάδσλ, 

κε ηελ α.η.δ. 

Όπσο θαη κε θάζε άιιε κέζνδν δεηγκαηνιεςίαο πνπ έρνπκε κειεηήζεη, ελδηαθέξνλ παξνπζηάδεη ην εξψηεκα 

πψο ζπγθξίλεηαη ε κέζνδνο δεηγκαηνιεςίαο θαηά νκάδεο κε ηελ α.η.δ. σο πξνο ηελ απνηειεζκαηηθφηεηα. Ζ 

παξαθάησ πξφηαζε δίλεη ην ζρεηηθφ απνηέιεζκα. 

Πξόηαζε 6.2 

Ηθαλή θαη αλαγθαία ζπλζήθε ψζηε ε δεηγκαηνιεςία θαηά νκάδεο ζε έλα ζηάδην κε ίζν κέγεζνο νκάδσλ λα 

είλαη πην απνηειεζκαηηθή απφ ηελ απιή ηπραία είλαη: 

 𝑆 2 ≥ 𝑆2 (6.4) 

φπνπ 𝑆 2 είλαη ε κέζε δηαθχκαλζε ησλ νκάδσλ ησλ πιεζπζκψλ. 

Απόδεημε 

Γηα ηελ απφδεημε αθνινπζνχκε βήκαηα αλάινγα κε ηελ απφδεημε ηεο Πξφηαζεο 5.4, φπνπ αξρηθά ζεσξνχκε 

ηε δηαθνξά ησλ δχν δηαθπκάλζεσλ πξνο ζχγθξηζε θαη ζηε ζπλέρεηα θάλνπκε ρξήζε ηεο γλσζηήο ζρέζεο 

ΑΝΑΓΗΑ ησλ ζηνηρείσλ ηνπ πιεζπζκνχ ψζηε νη δχν εθθξάζεηο λα γίλνπλ ζπγθξίζηκεο. 

Πην αλαιπηηθά, ε δηαθνξά ησλ δχν δηαθπκάλζεσλ είλαη 
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Var 𝛸 𝑠𝑟𝑠 − Var 𝛸 𝑐𝑙 =
(1 −

𝑛

𝑁
)

𝑛
𝑆2 −

1

𝑚
(1 − 𝑓)  

 𝑈 𝑖 − 𝑌  2

𝑀 − 1

𝑀

𝑖=1

 

θαη ε ζρέζε ΑΝΑΓΗΑ γηα ηα ζηνηρεία ηνπ πιεζπζκνχ, αλάινγε κε ηελ (3.15) πνπ δείμακε γηα ηελ πεξίπησζε 

ηνπ ζηξσκαηνπνηεκέλνπ πιεζπζκνχ, δίλεη 

 𝛮 − 1 𝑆2 =    𝐾 − 1 

𝛭

𝑖=1

𝑆𝑖
2 +  𝐾 𝑈 𝑖 − 𝑌  2

𝑀

𝑖=1

 

απφ ηελ νπνία, ιχλνληαο σο πξνο ηνλ ηειεπηαίν φξν   𝑈 𝑖 − 𝑌  2𝑀
𝑖=1  θαη αληηθαζηζηψληαο ζηε δηαθνξά ησλ 

δηαθπκάλζεσλ πνπ είλαη πξνο ζχγθξηζε, πξνθχπηεη: 

 Var 𝛸 𝑠𝑟𝑠 − Var 𝛸 𝑐𝑙  =
 1 − 𝑓 𝑀 𝐾 − 1 

𝑚𝐾 𝑀 − 1 
 𝑆 2 − 𝑆2  (6.5) 

φπνπ, 

𝑆 2 =
1

𝛭
 𝑆𝑖

2

𝛭

𝑖=1

 

ε κέζε δηαθχκαλζε ησλ πξσηνγελψλ κνλάδσλ. Ζ ζρέζε (6.5) απνδεηθλχεη ην δεηνχκελν απνηέιεζκα γηαηί ην 

θιάζκα ησλ ζηαζεξψλ φξσλ κε ην νπνίν πνιιαπιαζηάδεηαη ε δηαθνξά  𝑆 2 − 𝑆2 είλαη πάληα ζεηηθφ ■ 

 

Δξκελεχνληαο ηελ Πξφηαζε 6.2 ζπκπεξαίλνπκε φηη: θαηάιιεια δεηγκαηνιεπηηθά πιαίζηα γηα ηελ εθαξκνγή 

ηεο δεηγκαηνιεςίαο κε ζπζηάδεο ζα είλαη εθείλα, γηα ηα νπνία νη νκάδεο παξνπζηάδνπλ κεγάιε δηαθχκαλζε 

ζην εζσηεξηθφ ηνπο σο πξνο ην ραξαθηεξηζηηθφ 𝑌 πνπ κειεηνχκε. Ζ δηαθχκαλζε πξέπεη λα είλαη κεγάιε γηα 

ηελ θάζε νκάδα, έηζη ψζηε ν κέζνο φξνο απηψλ λα είλαη κεγαιχηεξνο απφ ηε ζπλνιηθή δηαθχκαλζε ηνπ 

πιεζπζκνχ. Γηαθνξεηηθά, κπνξνχκε λα πνχκε φηη πξαθηηθά, ε πηνζέηεζε ηεο δεηγκαηνιεςίαο θαηά νκάδεο, 

(πνπ πνιχ ζπρλά είλαη δεδνκέλε θαη δελ ππάξρεη ελαιιαθηηθφ δεηγκαηνιεπηηθφ πιαίζην γηα ηνλ εξεπλεηή) ζα 

δψζεη απνηειεζκαηηθνχο εθηηκεηέο, εάλ νη νκάδεο είλαη εηεξνγελείο. 

Άξα, αληίζεηα κε ηε ζηξσκαηνπνηεκέλε δεηγκαηνιεςία φπνπ επηδηψθνπκε νκνηνγέλεηα ζην εζσηεξηθφ γηα 

κέγηζηε απνηειεζκαηηθφηεηα σο πξνο ηελ α.η.δ., ζηελ θαηά νκάδεο δεηγκαηνιεςία νη ζπζηάδεο επηζπκνχκε 

λα είλαη εηεξνγελείο. Ζ δηαθνξά κε ηε ζηξσκαηνπνηεκέλε είλαη αλακελφκελε, δνζέληνο φηη ν ηξφπνο 

δεηγκαηνιεςίαο είλαη δηαθνξεηηθφο. Καηά ηε ζηξσκαηνπνηεκέλε ιακβάλεηαη έλα δείγκα απφ θάζε ζηξψκα 

θαη, φζν πην νκνηνγελέο είλαη ην ζηξψκα, ηφζν πην αθξηβήο ζα είλαη θαη ν εθηηκεηήο πνπ αληηζηνηρεί ζην 

ζηξψκα απηφ. Αληίζεηα, ζηε δεηγκαηνιεςία κε ζπζηάδεο, δε ιακβάλεηαη δείγκα εληφο ηεο ζπζηάδαο, 

ιακβάλεηαη φιε ε ζπζηάδα. ΢πζηάδα κε νκνηνγέλεηα ζπλεπάγεηαη έλα δείγκα κε πνιιέο παξφκνηεο 

παξαηεξήζεηο. Δλψ κηα ζπζηάδα κε εηεξνγέλεηα, έρεη κεγαιχηεξε πηζαλφηεηα λα πξνζθέξεη έλα 

αληηπξνζσπεπηηθφ δείγκα ηνπ πιεζπζκνχ θαη άξα κηα πην αθξηβή εθηίκεζε. 

Παξαηήξεζε 6.1 

Ζ ζπλζήθε (6.4) ηαπηίδεηαη κε ηελ αληίζηνηρε ζπλζήθε (5.8) πνπ απνδείμακε γηα ηε ζπζηεκαηηθή 

δεηγκαηνιεςία. Σν απνηέιεζκα απηφ δελ είλαη ηπραίν, αληίζεηα πξνθχπηεη σο άκεζν ζπκπέξαζκα εμαηηίαο 

ηνπ γεληθφηεξνπ απνηειέζκαηνο φηη ε ζπζηεκαηηθή δεηγκαηνιεςία κπνξεί λα ζεσξεζεί σο εηδηθή πεξίπησζε 

ηεο δεηγκαηνιεςίαο θαηά νκάδεο. Πξάγκαηη, αλ ζεσξήζνπκε σο δεηγκαηνιεπηηθφ πιαίζην ην ζχλνιν ησλ 𝑘 

δπλαηψλ ζπζηεκαηηθψλ δεηγκάησλ θαη επηιέμνπκε κε α.η.δ. έλα εμ απηψλ, ηφηε ε κέζνδνο ηαπηίδεηαη κε ηε 

δεηγκαηνιεςία θαηά νκάδεο κε ίζν κέγεζνο νκάδσλ θαηά ηελ νπνία 𝛭 = 𝑘 θαη 𝑚 = 1. ΢πλεπψο, φια ηα 

καζεκαηηθά απνηειέζκαηα πνπ απνδείρζεθαλ γηα ηε ζπζηεκαηηθή δεηγκαηνιεςία ζα κπνξνχζαλ λα εμαρζνχλ 

σο εηδηθή πεξίπησζε ηεο δεηγκαηνιεςίαο θαηά νκάδεο ζε έλα ζηάδην κε ίζν κέγεζνο νκάδσλ. 
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Τηνζεηψληαο ηνλ ζπληειεζηή ζπζρέηηζεο intracluster πνπ έρεη εηζαρζεί ζηελ παξάγξαθν 5.3.2, κπνξνχκε 

λα δψζνπκε κηα ηζνδχλακε έθθξαζε γηα ηηο ζρέζεηο (6.2) θαη (6.5) αληίζηνηρα. 

Ο ζπληειεζηήο ζπζρέηηζεο intracluster 𝜌𝑤  δίλεη έλα κέηξν ζπζρέηηζεο ησλ ζηνηρείσλ ηνπ πιεζπζκνχ πνπ 

αλήθνπλ ζηελ ίδηα ζπζηάδα. Τπελζπκίδνπκε φηη ν ζπληειεζηήο 𝜌𝑤  ζρεηίδεηαη κε ηε δηαζπνξά 𝑆 𝑤𝑠𝑦
2  ζηε 

ζπζηεκαηηθή θαη παξέρεη ηελ ίδηα πιεξνθνξία κε απηή (ηε δηαζπνξά), αιιά κε δηαθνξεηηθή πξνζέγγηζε, σο 

πξνο ηελ νκνηνγέλεηα ή εηεξνγέλεηα ηνπ εζσηεξηθνχ ησλ ζπζηεκαηηθψλ δεηγκάησλ. Με ηνλ ζπκβνιηζκφ ηνπ 

παξφληνο θεθαιαίνπ, ε κέζε δηαζπνξά 𝑆 2 αληηζηνηρεί ζηελ 𝑆 𝑤𝑠𝑦
2  θαη παξφκνηα ζπκπεξάζκαηα κε εθείλα πνπ 

δφζεθαλ ζηε ζπζηεκαηηθή ηζρχνπλ θαη γηα ηε δεηγκαηνιεςία θαηά νκάδεο. Όζν κεγαιχηεξν είλαη ην 𝜌𝑤 , ηφζν 

κηθξφηεξε ηηκή ζα ιακβάλεη ην 𝑆 2 θαη ζα δειψλεη νκάδεο κε νκνηνγέλεηα ζην εζσηεξηθφ ηνπο, θαη 

αληίζηξνθα. Απνδεηθλχεηαη φηη ε αθξηβήο ζρέζε πνπ ζπλδέεη ηηο πνζφηεηεο 𝜌𝑤  θαη 𝑆 2 γηα ηηο εηδηθέο 

ππνζέζεηο ηεο δεηγκαηνιεςίαο ζε ζπζηάδεο ζε έλα ζηάδην κε ίζν κέγεζνο είλαη 

𝜌𝑤 = 1 −  
𝛭𝛫

𝛭𝛫 − 1
 

𝑆 2

𝑆2
. 

Ζ απφδεημε βαζίδεηαη ζηελ εθαξκνγή ηεο αλάιπζεο δηαθχκαλζεο θαηά έλαλ παξάγνληα ζηηο κνλάδεο ηνπ 

πιεζπζκνχ, ζεσξψληαο σο επίπεδα ηνπ παξάγνληα ηηο νκάδεο. Γηα ηελ αλαιπηηθή απφδεημε, παξαπέκπνπκε 

ζην βηβιίν Cochran (1977), παξ. 9.4. 

Αλάινγα κε ηελ Πξφηαζε 5.3 απνδεηθλχεηαη ην ζρεηηθφ απνηέιεζκα γηα ηελ θαηά νκάδεο δεηγκαηνιεςία. 

Πξόηαζε 6.3 

Ζ δηαθχκαλζε Var(𝛸 𝑐𝑙 ) δίλεηαη απφ ηνλ ηχπν: 

 Var 𝛸 𝑐𝑙  =
(1 − 𝑓)(𝑀𝐾 − 1)

𝑚𝐾2(𝑀 − 1)
𝑆2 1 +  𝐾 − 1 𝜌𝑤   (6.6) 

 

(νκνίσο γηα ηελ απφδεημε, βι. Cochran (1977), παξ. 9.4). 

Ζ ζπλζήθε (6.4), γηα ηελ νπνία ε θαηά νκάδεο είλαη πην απνηειεζκαηηθή απφ κηα α.η.δ. ίζνπ κεγέζνπο 

δείγκαηνο, εθθξάδεηαη κέζσ ηνπ 𝜌𝑤  θάλνληαο ρξήζε ηεο ζρέζεο (6.6). Αλ ζεσξήζνπκε ηε δηαθνξά ησλ 

δηαθπκάλζεσλ Var 𝛸 𝑐𝑙   θαη Var 𝑋 𝑠𝑟𝑠 , αληηθαηαζηήζνπκε ηελ (6.6) γηα ηε δηαθχκαλζε ηνπ 𝛸 𝑐𝑙  θαη θάλνπκε 

πξάμεηο, θαηαιήγνπκε ζηελ ηζνδχλακε κε ηελ (6.4) ζπλζήθε: 

 𝜌𝑤 < −
1

𝛭𝛫 − 1
   (6.7) 

Ζ εξκελεία θαη ηα ζπκπεξάζκαηα γηα ηελ απνηειεζκαηηθφηεηα ηνπ εθηηκεηή 𝛸 𝑐𝑙  σο πξνο ηηο ηηκέο ηνπ 𝜌𝑤  

είλαη αθξηβψο αλάινγα κε εθείλα γηα ηε ζπζηεκαηηθή δεηγκαηνιεςία. Δπηγξακκαηηθά: 

(i) Αλ ν ζπληειεζηήο 𝜌𝑤  είλαη ζεηηθφο, δει. ππάξρεη νκνηνγέλεηα ζην εζσηεξηθφ ηεο ζπζηάδαο, ηφηε ν 

εθηηκεηήο 𝛸 𝑐𝑙  έρεη κεγαιχηεξν ζηαηηζηηθφ ζθάικα απφ ηνλ 𝑋 𝑠𝑟𝑠 , ιφγσ ηεο (6.6). (΢εκεηψλεηαη φηη 

γηα κεγάιεο ηηκέο ηνπ πιήζνπο 𝑀 ησλ psu, ηζρχεη (𝑀𝐾 − 1) 𝛫(𝛭 − 1) ≅ 1).  

(ii) Όηαλ 𝜌𝑤 = 0  τότε ο εκτιμητήσ 𝛸 𝑐𝑙  ηαπηίδεηαη κε ηνλ 𝑋 𝑠𝑟𝑠 . 

(iii) Δάλ 𝜌𝑤 < 0 γηα ην εζσηεξηθφ ησλ νκάδσλ, ηφηε ν εθηηκεηήο 𝛸 𝑐𝑙  έρεη κηθξφηεξν ζηαηηζηηθφ ζθάικα 

απφ ηνλ 𝑋 𝑠𝑟𝑠 . 

(iv) Δάλ ην 𝑀 είλαη κεγάινο αξηζκφο, ηφηε ε επίδξαζε ηεο δεηγκαηνιεςίαο θαηά νκάδεο σο πξνο ηελ α.η. 

δίλεηαη απφ ηε ζρέζε: 

deff = 1 +  𝐾 − 1 𝜌𝑤  
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Παξαηήξεζε 6.2 

Δπεηδή ζηνπο ιφγνπο εθαξκνγήο ηεο κεζφδνπ θαηά νκάδεο δελ ζπκπεξηιακβάλεηαη ε απνηειεζκαηηθφηεηα, 

αιιά ε επθνιία, ζηελ πξάμε ε κέζνδνο ρξεζηκνπνηείηαη πάξα πνιχ ζπρλά, αλεμάξηεηα απφ ην εάλ νη 

ζπλζήθεο (6.4) ή (6.7) πιεξνχληαη. Χζηφζν, είλαη ζεκαληηθφ ε ζπκπεξαζκαηνινγία λα βαζίδεηαη ζηε κέζνδν 

πνπ εθαξκφζηεθε θαηά ηε ζπιινγή ησλ δεδνκέλσλ (ζπζηεκαηηθή ή cluster), γηαηί εάλ ζπκβαίλεη ην 𝜌𝑤  γηα 

ηνλ πιεζπζκφ λα είλαη καθξπά απφ ην κεδέλ, νπνηαδήπνηε ζπκπεξάζκαηα εμαρζνχλ θάλνληαο ρξήζε ησλ 

ηχπσλ ηεο α.η.δ. ζα είλαη ιαλζαζκέλα. Σν παξαθάησ παξάδεηγκα κε ην πξφγξακκα intervals απφ ηνπο Alf & 

Lohr (2007) βνεζά ζηελ θαηαλφεζε ηεο παξαηήξεζεο απηήο κε έλαλ πην παξαζηαηηθφ ηξφπν. 

Παξάδεηγκα 6.2 

Κάλνληαο ρξήζε ηνπ πξνγξάκκαηνο intervals γξακκέλν ζηελ R, δηαζέζηκν ζηε ζειίδα 

http://www.cengagebrain.com/cgi-

wadsworth/course_products_wp.pl?fid=M20b&product_isbn_issn=9780495105275&token, 

πξνζνκνηψλνπκε ηηο ηηκέο ηνπ πιεζπζκνχ, γηα ηνλ νπνίν ππνζέηνπκε φηη είλαη ρσξηζκέλνο ζε νκάδεο 

κεγέζνπο 𝛫 = 5. ΢πλνιηθά, νη νκάδεο ηνπ πιεζπζκνχ είλαη 𝑀 = 5000, εθ ησλ νπνίσλ, ζην πιαίζην ηνπ 

πεηξάκαηνο επηιέγνληαη 𝑚 = 10. Ζ επηινγή ηνπ δείγκαηνο επαλαιακβάλεηαη 100 θνξέο, κε ζθνπφ ηελ 

θαηαζθεπή 100 δηαζηεκάησλ εκπηζηνζχλεο (ΓΔ) γηα ηελ πιεζπζκηαθή κέζε ηηκή. Σν θάζε ΓΔ ππνινγίδεηαη 

κε δχν ηξφπνπο: (i) θάλνληαο ρξήζε ηεο α.η.δ. γηα ηνλ ππνινγηζκφ ηνπ ηππηθνχ ζθάικαηνο θαη (ii) θάλνληαο 

ρξήζε ηνπ δεηγκαηνιεπηηθνχ ζρεδίνπ πνπ εθαξκφζηεθε. Σέινο, ην πείξακα επαλαιακβάλεηαη γηα 4 

δηαθνξεηηθέο πεξηπηψζεηο ηεο παξακέηξνπ 𝜌𝑤  ηνπ πιεζπζκνχ. 

(Α) 𝜌𝑤 = 0 

(Β) 𝜌𝑤 = 0.25 

(Γ) 𝜌𝑤 = 0.5 θαη 

(Γ) 𝜌𝑤 = 0.8 

Γηα ηελ πεξίπησζε (A), ηα ζηνηρεία ηνπ πιεζπζκνχ δελ παξνπζηάδνπλ ζπζρέηηζε ζην εζσηεξηθφ ησλ νκάδσλ. 

΢ην ΢ρήκα 6.2 δίλνληαη ηξία γξαθήκαηα κε ηα απνηειέζκαηα ηνπ πεηξάκαηνο. ΢ην γξάθεκα (a) δίλεηαη ε 

γξαθηθή παξάζηαζε ησλ ζηνηρείσλ ελφο απφ ηα 100 δείγκαηα πνπ έρνπλ παξαρζεί (ηνπ ηειεπηαίνπ), ζην (b) 

ηα 100 ΓΔ πνπ θαηαζθεπάζηεθαλ απφ ηα δείγκαηα ππνινγηζκέλα ζχκθσλα κε ηνπο ηχπνπο απφ ηελ α.η.δ. θαη 

ζην (c) κε παξφκνην ηξφπν ε γξαθηθή παξάζηαζε ησλ ΓΔ, αιιά ππνινγηζκέλα κε ηελ cluster δεηγκαηνιεςία. 

Σα δηαζηήκαηα κε θφθθηλν ρξψκα είλαη εθείλα πνπ δελ πεξηέρνπλ ηελ αιεζηλή ηηκή ηεο παξακέηξνπ ηνπ 

πιεζπζκνχ. Όπσο βιέπνπκε γηα ηελ πεξίπησζε απηή ηνπ πιεζπζκνχ, δελ ππάξρεη δηαθνξά ζηνλ αξηζκφ ησλ 

ΓΔ κε θφθθηλν ρξψκα κεηαμχ ησλ γξαθεκάησλ (b) θαη (c). 

http://www.cengagebrain.com/cgi-wadsworth/course_products_wp.pl?fid=M20b&product_isbn_issn=9780495105275&token
http://www.cengagebrain.com/cgi-wadsworth/course_products_wp.pl?fid=M20b&product_isbn_issn=9780495105275&token
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Στήμα 6.2 Γξαθηθή παξάζηαζε (a) ελόο δείγκαηνο από πιεζπζκό κε 𝜌𝑤 = 0, (b) ΓΔ ππνινγηζκέλα κε α.η.δ. θαη 

(c) ΓΔ ππνινγηζκέλα ζύκθσλα κε ηελ θαηά νκάδεο. 

(Β) φηαλ 𝜌𝑤 = 0.25, ην γξάθεκα ησλ ΓΔ εκπηζηνζχλεο θάησ απφ ηελ α.η.δ. θαη ηε δεηγκαηνιεςία θαηά 

νκάδεο δίλεηαη ζην ΢ρήκα 6.3 (a) θαη (b) αληίζηνηρα. Γηαπηζηψλνπκε φηη ηα δηαζηήκαηα εκπηζηνζχλεο 

ζχκθσλα κε ηελ α.η.δ. είλαη κηθξφηεξνπ κήθνπο ζε ζρέζε κε εθείλα βάζεη ηεο ζπκπεξαζκαηνινγίαο cluster 

θαη ηα ΓΔ πνπ είλαη εζθαικέλα (κε θφθθηλν ρξψκα) είλαη πεξηζζφηεξα. 
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Στήμα 6.3 Γξαθηθή παξάζηαζε ΓΔ από δείγκα ζε πιεζπζκό κε 𝜌𝑤 = 0.25, (a) ππνινγηζκέλα κε α.η.δ. θαη (b) 

ππνινγηζκέλα ζύκθσλα κε ηελ θαηά νκάδεο κέζνδν. 

Γηα ηηο πεξηπηψζεηο πιεζπζκνχ (Γ) θαη (Γ), νη γξαθηθέο παξαζηάζεηο ησλ ΓΔ δίλνληαη ζηα ΢ρήκαηα 6.4 θαη 

6.5 αληίζηνηρα. Σν θαηλφκελν πνπ παξαηεξήζεθε γηα 𝜌𝑤 = 0.25 εμαθνινπζεί λα ηζρχεη θαη γίλεηαη πην έληνλν 

φζν ην 𝜌𝑤  κεγαιψλεη. 

 

Στήμα 6.4 Γξαθηθή παξάζηαζε ΓΔ από δείγκα ζε πιεζπζκό κε 𝜌𝑤 = 0.5, (a) ππνινγηζκέλα κε α.η.δ. θαη (b) 

ππνινγηζκέλα ζύκθσλα κε ηελ θαηά νκάδεο κέζνδν. 
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Στήμα 6.5 Γξαθηθή παξάζηαζε ΓΔ από δείγκα ζε πιεζπζκό κε 𝜌𝑤 = 0.8, (a) ππνινγηζκέλα κε α.η.δ. θαη (b) 

ππνινγηζκέλα ζύκθσλα κε ηελ θαηά νκάδεο κέζνδν. 

Ζ αληίζηνηρε κε ην ΢ρήκα 6.2(a) γξαθηθή παξάζηαζε ησλ ζηνηρείσλ ελφο απφ ηα δείγκαηα πνπ επηιέρζεθαλ 

απφ ηνλ πιεζπζκφ γηα ηελ πεξίπησζε 𝜌𝑤 = 0.8 δίλεηαη ζην ΢ρήκα 6.6. Γηαπηζηψλνπκε φηη ην εχξνο ησλ 

ηηκψλ ηεο θάζε νκάδαο είλαη πνιχ κηθξφ, κε απνηέιεζκα ε θάζε νκάδα λα πξνζθέξεη εθπξνζψπνπο κφλν απφ 

έλα ηκήκα ηνπ πιεζπζκνχ, θαη φρη απφ φιν ζπλνιηθά ην εχξνο ηνπ. Αληίζεηα, νη νκάδεο ζην ΢ρήκα 6.2(a), 

φπνπ 𝜌𝑤 = 0, εκθαλίδνπλ κεγαιχηεξν εχξνο, πνπ είλαη ζπγθξίζηκν κε εθείλν νιφθιεξνπ ηνπ πιεζπζκνχ. 

 

Στήμα 6.6 Γξαθηθή παξάζηαζε ελόο από ηα δείγκαηα πνπ επηιέρζεθαλ από ηνλ πιεζπζκό κε 𝜌𝑤 = 0.8. 
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6.3.3 Οκάδεο άληζνπ κεγέζνπο 

Ζ πεξίπησζε δεηγκαηνιεπηηθνχ πιαηζίνπ κε ίζν κέγεζνο νκάδσλ εκθαλίδεηαη ζηελ πξάμε, αιιά κε αξθεηά 

κεγαιχηεξε ζπρλφηεηα εκθαλίδεηαη ε πεξίπησζε φπνπ ηα κεγέζε ησλ νκάδσλ είλαη άληζα. Π.ρ. αλ 

ζεσξήζνπκε σο νκάδεο ηα ζρνιεία, θαη ν πιεζπζκφο εθηείλεηαη ζε κηα έθηαζε κε δηαθνξεηηθή θαηά ηφπνπο 

ππθλφηεηα, νξηζκέλα ζρνιεία ζα έρνπλ πάξα πνιινχο καζεηέο θαη νξηζκέλα ειάρηζηνπο. ΢ηελ παξάγξαθν 

απηή, γεληθεχεηαη ε ππφζεζε γηα ην κέγεζνο ησλ νκάδσλ θαη εμεηάδεηαη ε πεξίπησζε ηεο εθηίκεζεο ηνπ 

πιεζπζκηαθνχ κέζνπ ηνπ πιεζπζκνχ φηαλ ην δείγκα θαη πάιη ζπιιέγεηαη κε ηε κέζνδν δεηγκαηνιεςίαο θαηά 

νκάδεο ζε έλα ζηάδην κε ίζεο πηζαλφηεηεο. 

΢χκθσλα κε ηνλ γεληθφηεξν ζπκβνιηζκφ, ζα είλαη 𝐾𝑖  ην κέγεζνο ηεο νκάδαο 𝑖 θαη 𝐾1 + 𝐾2 + ⋯ + 𝐾𝛭 = 𝛮. 

Δπίζεο, ε δεηγκαηνιεςία παξακέλεη ζε έλα ζηάδην θαη, θαηά ζπλέπεηα, 𝑘𝑖 = 𝐾𝑖  γηα θάζε νκάδα 𝑖 = 1,2, … , 𝑚 

πνπ επηιέγεηαη ζην δείγκα. 

Κάησ απφ ηηο παξαπάλσ ππνζέζεηο, ζηε βηβιηνγξαθία έρνπλ επηθξαηήζεη δχν εθηηκεηέο γηα ηελ πιεζπζκηαθή 

κέζε ηηκή (α) ν ακεξφιεπηνο εθηηκεηήο θαη (β) ν εθηηκεηήο ιφγνπ ή πειίθνπ, ηα νλφκαηα ησλ νπνίσλ 

ζπλδένληαη κε ηηο ηδηφηεηέο ηνπο. 

 

(α) Ακεξόιεπηνο Δθηηκεηήο 

Ο ακεξφιεπηνο εθηηκεηήο ηεο πιεζπζκηαθήο κέζεο ηηκήο 𝑌  δίλεηαη απφ ηε ζρέζε: 

 𝛸 𝑐𝑙 ,𝑢 =
1

𝑁

𝑀

𝑚
 𝑡𝑖

𝑚

𝑖=1

 (6.8) 

ή ηζνδχλακα: 

𝛸 𝑐𝑙 ,𝑢 =
1

𝑁

𝑀

𝑚
 𝐾𝑖𝑈 𝑖

𝑚

𝑖=1

 

φπνπ ην 
1

𝑚
 𝑡𝑖

𝑚
𝑖=1  εθηηκά ην κέζν ζχλνιν ησλ παξαηεξήζεσλ αλά νκάδα. Αλ, ζηε ζπλέρεηα, θάλνπκε ρξήζε 

ηεο α.η.δ. γηα ηελ επηινγή ησλ νκάδσλ, αθνινπζψληαο αλάινγε ζεψξεζε φπσο θαη ζηελ εμαγσγή ηνπ ηχπνπ 

(6.2), πξνθχπηεη: 

Πξόηαζε 6.4 

Ο εθηηκεηήο 𝛸 𝑐𝑙 ,𝑢  είλαη ακεξφιεπηνο γηα ην 𝑌  θαη ε δηαθχκαλζή ηνπ: 

Var 𝛸 𝑐𝑙 ,𝑢 =
𝛭2

𝛮2

1

𝑚
 1 − 𝑓  

 𝐾𝑖𝑈 𝑖 − 𝑡  2

𝑀 − 1

𝑀

𝑖=1

=
𝛭2

𝛮2

1

𝑚
 1 − 𝑓  

 𝑡𝑖 − 𝑡  2

𝑀 − 1

𝑀

𝑖=1

 

φπνπ 𝑡  ην κέζν 𝑡𝑖  γηα ηηο νκάδεο, δει. 𝑡 =
1

𝛭
 𝑡𝑖

𝛭
𝑖=1 . 

Καη κε αλάινγν ζθεπηηθφ, ε εθηηκψκελε δηαθχκαλζε ζα είλαη: 

 Var 𝛸 𝑐𝑙 ,𝑢 =
𝛭2

𝛮2

1

𝑚
 1 − 𝑓  

 𝐾𝑖𝑈 𝑖 − 𝑡   
2

𝑚 − 1

𝑚

𝑖=1

=
𝛭2

𝛮2

1

𝑚
 1 − 𝑓  

 𝑡𝑖 − 𝑡   
2

𝑚 − 1

𝑚

𝑖=1

 (6.9) 

κε 𝑡  =  
1

𝑚
 𝑡𝑖

𝑚
𝑖=1  ην εθηηκψκελν βάζεη ηνπ δείγκαηνο κέζν άζξνηζκα ησλ ζηνηρείσλ αλά νκάδα 𝑡 . 

 

(β) Δθηηκεηήο Λόγνπ (Ratio estimator) 
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Ο εθηηκεηήο ιφγνπ δίλεηαη σο ν ιφγνο ηνπ αζξνίζκαηνο ησλ παξαηεξήζεσλ γηα ηελ 𝑌 κεηαβιεηή ζην δείγκα 

πξνο ην άζξνηζκα ησλ ζηνηρείσλ πνπ έρνπλ ζπκπεξηιεθζεί ζπλνιηθά ζην δείγκα. Αλαιπηηθφηεξα: 

 𝛸 𝑐𝑙 ,𝑟 = 𝑌  =
 𝑡𝑖

𝑚
𝑖=1

 𝐾𝑖
𝑚
𝑖=1

 (6.10) 

Γηα ηνλ εθηηκεηή 𝛸 𝑐𝑙 ,𝑟  κπνξεί λα απνδεηρζεί κε ηε βνήζεηα ηεο γεληθφηεξεο ζεσξίαο γηα ηνπο εθηηκεηέο ιφγνπ 

(ζα δεηρζεί ζην Κεθάιαην 7 -) ε παξαθάησ πξφηαζε. 

Πξόηαζε 6.5 

Ο εθηηκεηήο 𝛸 𝑐𝑙 ,𝑟  δελ είλαη ακεξφιεπηνο θαη ε δηαθχκαλζή ηνπ δίλεηαη πξνζεγγηζηηθά απφ ηνλ ηχπν: 

 Var 𝛸 𝑐𝑙 ,𝑟 =
1

𝑚𝛫 2
 1 − 𝑓  

 𝐾𝑖𝑈 𝑖 − 𝛫𝑖𝑌  2

𝛭 − 1

𝛭

𝑖=1

 (6.11) 

φπνπ 𝛫 =
1

𝑀
 𝛫𝑖

𝛭
𝑖=1  ην κέζν κέγεζνο ησλ psu. 

Μέζσ ηεο (6.11) γηα ηε δηαθχκαλζε ηνπ εθηηκεηή ιφγνπ, ζπκπεξαίλνπκε φηη κηα πξνζεγγηζηηθή έθθξαζε γηα 

ηελ εθηηκψκελε δηαθχκαλζε ηνπ 𝑋 𝑐𝑙 ,𝑟  δίλεηαη απφ ηε ζρέζε: 

 Va r 𝛸 𝑐𝑙 ,𝑟 =
1

𝑚𝛫  2
 1 − 𝑓  

 𝐾𝑖𝑈 𝑖 − 𝛫𝑖𝛸 𝑐𝑙 ,𝑟 
2

𝑚 − 1

𝑚

𝑖=1

 (6.12) 

φπνπ 𝛫  =
1

𝑚
 𝛫𝑖

𝑚
𝑖=1 . 

Σα ηδηαίηεξα ραξαθηεξηζηηθά ησλ εθηηκεηψλ 𝛸 𝑐𝑙 ,𝑢  θαη 𝛸 𝑐𝑙 ,𝑟  ζπλνςίδνληαη ζηα παξαθάησ ζεκεία. 

(i) Απφ ηελ έθθξαζε ηεο δηαθχκαλζεο ηνπ 𝛸 𝑐𝑙 ,𝑢 , είλαη θαλεξφ φηη ε δηαθχκαλζε, θαη ζπλεπψο θαη ην 

ηππηθφ ζθάικα ηνπ εθηηκεηή, είλαη κεγάιε, εάλ ε δηαθχκαλζε ησλ αζξνηζκάησλ 𝑡𝑖  (𝑖 = 1,2, … , 𝑀) 

είλαη κεγάιε κέζα ζηνλ πιεζπζκφ. ΢ηελ πεξίπησζε πνπ εμεηάδνπκε, φπνπ ηα κεγέζε 𝛫𝜄  είλαη 

δηαθνξεηηθά αλά νκάδα, ην ελδερφκελν θαη ηα αζξνίζκαηά ηνπο λα δηαθέξνπλ αξθεηά είλαη πνιχ 

πηζαλφ. Π.ρ. ππνζέηνπκε σο νκάδεο ηα ΑΔΗ κηαο ρψξαο θαη έζησ φηη ην ζέκα ηεο έξεπλαο είλαη ε 

εθηίκεζε ηεο κέζεο ειηθίαο ησλ ελ ελεξγεία κειψλ ΓΔΠ. Σν άζξνηζκα ησλ ειηθηψλ ησλ κειψλ 

ΓΔΠ αλά ΑΔΗ, 𝑡𝑖 , ζα δηαθέξεη κεηαμχ ησλ δηαθφξσλ ΑΔΗ εάλ θαη ην πιήζνο ησλ κειψλ ΓΔΠ 

δηαθέξεη γηα ηα ΑΔΗ ηεο ρψξαο, γηαηί ην πιήζνο ησλ κειψλ ΓΔΠ ηαπηίδεηαη κε ην πιήζνο ησλ 

πξνζζεηέσλ γηα ηελ ηηκή 𝑡𝑖 . Άξα, κεγάια ή παιηφηεξα ΑΔΗ κε κεγάιν αξηζκφ κειψλ ΓΔΠ ζα 

δψζνπλ κία κεγάιε ηηκή γηα ην άζξνηζκα 𝑡𝑖 , ελψ κηθξφηεξα ΑΔΗ κε ιηγφηεξα κέιε ΓΔΠ ζα έρνπλ 

κία κηθξφηεξε ηηκή γηα ην άζξνηζκα 𝑡𝑖 . 

(ii) Γηα ηνλ ππνινγηζκφ ηνπ 𝛸 𝑐𝑙 ,𝑢  ρξεηάδεηαη λα γλσξίδνπκε ηνλ αξηζκφ 𝑁 ή, δηαθνξεηηθά, ην άζξνηζκα 

 𝛫𝑖
𝑀
𝑖=1 . ΢ε αξθεηέο ξεαιηζηηθέο πεξηπηψζεηο δεηγκαηνιεςίαο, δελ γλσξίδνπκε ην κέγεζνο 𝛫𝑖  ησλ 𝛭 

νκάδσλ πξηλ απφ ηε δεηγκαηνιεςία θαη, θαηά ζπλέπεηα, ζα γίλνπλ γλσζηά ζην πέξαο ηεο έξεπλαο 

κφλν εθείλα ηα 𝛫𝑖  πνπ αληηζηνηρνχλ ζε νκάδεο πνπ επηιέρζεθαλ ζην δείγκα. 

(iii) Ζ κεξνιεςία ηνπ εθηηκεηή 𝛸 𝑐𝑙 ,𝑟  είλαη ηεο ηάμεο 1/𝑚. Γηα 𝑚 κεγάιν, ν εθηηκεηήο έρεη ακειεηέν 

πνζφ κεξνιεςίαο. 

(iv) Ο εθηηκεηήο 𝛸 𝑐𝑙 ,𝑟  έρεη κηθξφηεξε δηαθχκαλζε, φηαλ ην άζξνηζκα 𝑡𝑖  ηνπ ραξαθηεξηζηηθνχ πνπ 

κειεηάκε γηα ηελ νκάδα 𝑖 ζπλδέεηαη κε ην κέγεζνο ηεο νκάδαο 𝛫𝑖  (π.ρ. ΑΔΗ θαη ζπλνιηθή ειηθία ησλ 

κειψλ ΓΔΠ). 

(v) Ο εθηηκεηήο 𝛸 𝑐𝑙 ,𝑟  δελ απαηηεί γλψζε ηνπ 𝑁 =  𝛫𝑖
𝑀
𝑖=1  γηα ηνλ ππνινγηζκφ ηνπ. 

(vi) Οη δχν εθηηκεηέο δίλνπλ πνιχ θνληηλέο ηηκέο εάλ ηα κεγέζε 𝛫𝑖  δελ δηαθέξνπλ πνιχ κεηαμχ ηνπο. 

Δηδηθά γηα 𝛫𝑖 = 𝛫, 𝑖 = 1,2, … , 𝑀 νη δχν εθηηκεηέο ηαπηίδνληαη. 
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6.3.4 Γεηγκαηνιεςία θαηά νκάδεο ζε έλα ζηάδην θαη ζηξσκαηνπνηεκέλε 

Όπσο αλαθέξακε ζην 5ν Κεθάιαην, ε ζηξσκαηνπνηεκέλε δεηγκαηνιεςία εθαξκφδεηαη αξθεηά ζπρλά ζηελ 

πξάμε γηα βειηίσζε ησλ ζθαικάησλ ησλ εθηηκεηψλ. Χο κέζνδνο δεηγκαηνιεςίαο ζπλδπάδεηαη επίζεο πνιχ 

ζπρλά κε ηε κέζνδν θαηά νκάδεο. Πην ζπγθεθξηκέλα, θαηά ηνλ ζρεδηαζκφ ηεο έξεπλαο, νη νκάδεο ρσξίδνληαη 

ζε ζηξψκαηα κε θξηηήξην γεσγξαθηθέο πεξηνρέο ή κέγεζνο νκάδαο θηι. ΢ηε ζπλέρεηα, ιακβάλεηαη έλα α.η.δ. 

νκάδσλ κέζα ζε θάζε ζηξψκα. Ζ εθηίκεζε ηεο πνζφηεηαο ηνπ πιεζπζκνχ πνπ καο ελδηαθέξεη γίλεηαη αξρηθά 

αλά ζηξψκα, θάλνληαο ρξήζε ηεο κεζφδνπ θαηά νκάδεο, ψζηε λα είλαη ζε ζπκθσλία κε ηνλ ηξφπν πνπ έρεη 

ζπιιεγεί ην δείγκα. ΢ηε ζπλέρεηα, ζπλζέηνπκε ηνπο εθηηκεηέο αλά ζηξψκα, κε ζθνπφ ηνλ ππνινγηζκφ ηνπ 

ζπλνιηθνχ εθηηκεηή γηα ηνλ πιεζπζκφ, ρξεζηκνπνηψληαο ηε ζηξσκαηνπνηεκέλε δεηγκαηνιεςία θαη 

εηδηθφηεξα ηα βάξε ησλ ζηξσκάησλ. 

Γηα ηελ εθηίκεζε θαη ηηο ηδηφηεηεο ησλ εθηηκεηψλ, ε επέθηαζε είλαη άκεζε θαη ηζρχεη γηα θάζε πεξίπησζε 

εθηηκεηή πνπ κειεηήζακε θάησ απφ ην πιαίζην ηεο κεζφδνπ θαηά νκάδεο. Αλ 𝜃 είλαη ε άγλσζηε παξάκεηξνο 

ηνπ πιεζπζκνχ πνπ ελδηαθεξφκαζηε λα εθηηκήζνπκε (𝜃 = 𝑌  ή 𝑌𝛵  ή 𝑃 θηι), ν εθηηκεηήο 𝜃 𝑠𝑡,𝑐𝑙  βάζεη ελφο 

ζηξσκαηνπνηεκέλνπ δείγκαηνο θαηά νκάδεο ζα είλαη ν: 

𝜃 𝑠𝑡,𝑐𝑙 =  𝑊ℎ𝜃 ℎ,𝑐𝑙

ℎ

 

φπνπ 𝜃 ℎ,𝑐𝑙  ν εθηηκεηήο ηνπ 𝜃 ζχκθσλα κε ηε δεηγκαηνιεςία θαηά νκάδεο γηα ην ζηξψκα ℎ και 𝑊ℎ = 𝛮ℎ /𝛮 

ην πιεζπζκηαθφ βάξνο ηνπ ίδηνπ ζηξψκαηνο. Δπίζεο, άκεζα πξνθχπηεη φηη: 

se 𝜃 𝑠𝑡,𝑐𝑙 =  𝑊ℎse 𝜃 ℎ,𝑐𝑙 

ℎ

, se  𝜃 𝑠𝑡,𝑐𝑙 =  𝑊ℎ se  𝜃 ℎ,𝑐𝑙 

ℎ

 . 

Παξάδεηγκα 6.3 

΢ε κηα βηβιηνζήθε κε 145 ξάθηα γεκάηα βηβιία, δηεμάγεηαη κηα δεηγκαηνιεςία, επηιέγνληαο ηπραία 20 ξάθηα, 

κε ζθνπφ ηελ εθηίκεζε ηνπ πνζνζηνχ ησλ βηβιίσλ πνπ έρνπλ εθδνζεί κεηά ην 2000. Δμεηάδνληαη φια ηα 

βηβιία ησλ 20 ξαθηψλ πνπ επηιέρζεθαλ θαη ηα αξηζκεηηθά απνηειέζκαηα δίλνληαη ζηνλ Πίλαθα 6.5. Σα 

ζπλνιηθά εξσηήκαηα ηεο έξεπλαο είλαη: 

(α) Να ππνινγηζηνχλ θαη λα ζπγθξηζνχλ σο πξνο ηελ αθξίβεηα ν ακεξφιεπηνο θαη ν εθηηκεηήο ιφγνπ γηα ην 

δεηνχκελν πνζνζηφ φηαλ: 

(i) Ζ βηβιηνζήθε γλσξίδεη φηη ν ζπλνιηθφο αξηζκφο βηβιίσλ είλαη 5200. 

(ii) Γελ ππάξρεη πιεξνθνξία γηα ηνλ ζπλνιηθφ αξηζκφ ησλ βηβιίσλ ζηε βηβιηνζήθε. 

(β) Κάλνληαο ρξήζε ησλ δεδνκέλσλ ηεο παξνχζαο έξεπλαο, λα ππνινγηζηεί ν αξηζκφο ξαθηψλ πνπ ρξεηάδεηαη 

λα επηιέμνπκε ζε κηα κειινληηθή επαλάιεςε ηεο έξεπλαο, έηζη ψζηε ε εθηίκεζε ηνπ δεηνχκελνπ πνζνζηνχ 

λα κε δηαθέξεη πεξηζζφηεξν απφ 1.5% απφ ηελ αιεζηλή ηηκή, κε πηζαλφηεηα ζθάικαηνο 5%. 

 

α/α Ραθηνύ Αξηζκόο 

βηβιίσλ (𝜥𝒊) 

Βηβιία κε 

έθδνζε κεηά 

ην 2000 (𝜶𝒊) 

α/α Ραθηνύ Αξηζκόο 

βηβιίσλ(𝜥𝒊) 

Βηβιία κε 

έθδνζε κεηά 

ην 2000 (𝜶𝒊) 

1 39 8  11 44 9  

2 35 6 12 28 4 

3 40 8  13 41 10 

4 49 12 14 22 3 

5 36 6 15 46 8 
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α/α Ραθηνύ Αξηζκόο 

βηβιίσλ (𝜥𝒊) 

Βηβιία κε 

έθδνζε κεηά 

ην 2000 (𝜶𝒊) 

α/α Ραθηνύ Αξηζκόο 

βηβιίσλ(𝜥𝒊) 

Βηβιία κε 

έθδνζε κεηά 

ην 2000 (𝜶𝒊) 

6 41 9  16 24 5 

7 24 5  17 23 4 

8 43 7 18 28 7 

9 56 12 19 11 2 

10 27 6 20 24 5 

Πίνακας 6.5 Γεδνκέλα γηα ηνλ αξηζκό θαη ηελ εκεξνκελία έθδνζεο ησλ βηβιίσλ ζηα 20 ξάθηα. 

(α) Ζ κέζνδνο δεηγκαηνιεςίαο πνπ εθαξκφζηεθε είλαη θαηά νκάδεο ζε έλα ζηάδην κε άληζν κέγεζνο νκάδσλ. 

Οη εληνιέο γηα ηελ εηζαγσγή ησλ δεδνκέλσλ ζηελ R είλαη 

> Κ<-c(39, 35, 40, 49, 36, 41, 24, 43, 56, 27, 44, 28, 41, 22, 46, 

24, 23, 28, 11, 24) 

> a<-c(8, 6, 8, 12, 6, 9, 5, 7, 12, 6, 9, 4, 10, 3, 8, 5, 4, 7, 2, 5) 

(i) Γίλεηαη φηη 𝑁 = 5200. Γηα ηελ εθηίκεζε ηνπ δεηνχκελνπ πνζνζηνχ ππνινγίδεηαη αξρηθά ν ακεξφιεπηνο 

εθηηκεηήο (6.8). Σα αζξνίζκαηα 𝑡𝑖  γηα ηελ πεξίπησζε ηνπ πνζνζηνχ είλαη ηα αζξνίζκαηα 𝛼𝑖 , ηα νπνία δίλνπλ 

ηνλ ζπλνιηθφ αξηζκφ ζηνηρείσλ ηνπ πιεζπζκνχ αλά νκάδα κε ηελ ηδηφηεηα πνπ κειεηνχκε. Οη εληνιέο γηα ηηο 

απαξαίηεηεο πξάμεηο εθαξκνγήο ηεο (6.8) είλαη: 

> est_unbiased<-145*sum(a)/(5200*20) 

> est_unbiased 

[1] 0.1896154 

απφ φπνπ πξνθχπηεη φηη ε εθηίκεζε ηνπ πνζνζηνχ ησλ βηβιίσλ πνπ έρνπλ εθδνζεί κεηά ην 2000 είλαη 0.1896 

ή 18.96%. 

Ο εθηηκεηήο ιφγνπ γηα ηελ ίδηα πνζφηεηα, εθαξκφδνληαο ηνλ ηχπν (6.10), ζα είλαη: 

> est_ratio<-sum(a)/sum(K) 

> est_ratio 

[1] 0.1997063 

νπφηε ην δεηνχκελν πνζνζηφ κε ηε βνήζεηα ηνπ εθηηκεηή ηνπ ιφγνπ εθηηκάηαη κε 0.1997 ή 19.97% . 

Οη εθηηκψκελεο δηαθπκάλζεηο ησλ δχν εθηηκεηψλ ππνινγίδνληαη απφ ηηο (6.9) θαη (6.12) αληίζηνηρα. Οη 

αξηζκεηηθέο ηηκέο γηα ηα δεδνκέλα ηνπ παξαδείγκαηνο πξνθχπηνπλ, γηα κελ ηνλ ακεξφιεπην εθηηκεηή: 

> N<-5200 

> M<-145 

> m<-20 

> f<-20/145 

> var_est_u<-(M/N)^2*(1/m)*var(a) 

> var_est_u 

[1] 0.0002930142 

> sqrt(var_est_u) 

[1] 0.01711766 

 

γηα δε ηνλ εθηηκεηή ιφγνπ: 

> meanK<-sum(K)/20 

> meanK 
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[1] 34.05 

> 

> var_est_r<-(1/m)*(1/meanK)^2*(1-20/145)*sum((a-Κ*est_ratio)^2)/19 

> var_est_r 

[1] 4.553756e-05 

> sqrt(var_est_r) 

[1] 0.006748152 

Σν ηππηθφ ζθάικα ηνπ εθηηκεηή ηνπ ιφγνπ γηα ην πνζνζηφ 𝛲 𝑐𝑙 ,𝑟 = 0.006748152 είλαη αξθεηά κηθξφηεξν απφ 

εθείλν ηνπ ακεξφιεπηνπ εθηηκεηή 𝛲 𝑐𝑙 ,𝑢 = 0.01711766. 

(ii) Δάλ ην πιήζνο ζπλνιηθά ησλ βηβιίσλ γηα ηε βηβιηνζήθε είλαη άγλσζην, νη ππνινγηζκνί γηα ηνλ εθηηκεηή 

𝛲 𝑐𝑙 ,𝑟  παξακέλνπλ αλεπεξέαζηνη, γηαηί ν εθηηκεηήο δελ εμαξηάηαη απφ ην 𝛮, ελψ ν εθηηκεηήο 𝛲 𝑐𝑙 ,𝑢  δελ είλαη 

εθηθηφ λα ππνινγηζηεί. 

(β) Αμηνπνηψληαο ηα δεδνκέλα ηεο ησξηλήο έξεπλαο θαη ιακβάλνληαο ππφςε ηνπο πεξηνξηζκνχο πνπ πξέπεη 

λα πιεξνί ν εθηηκεηήο ηνπ πνζνζηνχ, ην κέγεζνο ηνπ δείγκαηνο ησλ νκάδσλ 𝑚 πξνθχπηεη απφ ηε ιχζε ηεο 

εμίζσζεο (2.11): 

𝑑

se(𝜃 )
= 𝑧𝛼 2  

φπνπ 𝑑 = 0.015, 𝑧𝛼 2 = 1.96 θαη 

se 𝜃  =  Var 𝑃 𝑐𝑙 ,𝑟 =  
1

𝑚𝛫 2
 1 − 𝑓  

 𝐾𝑖𝑃𝑖 − 𝛫𝑖𝑃 2

𝛭 − 1

𝛭

𝑖=1

 

Δθαξκφδνπκε ηνλ εθηηκεηή ιφγνπ σο πην απνηειεζκαηηθφ, φπσο πξνέθπςε απφ ην (α). ΢ηελ ηειεπηαία 

έθθξαζε, ην άζξνηζκα 𝛢 =  
 𝐾𝑖𝑃𝑖−𝛫𝑖𝑃 2

𝛭−1
𝛭
𝑖=1   αληηθαζηζηάηαη απφ ηνλ εθηηκεηή ηνπ βάζεη ηεο ηξέρνπζαο 

έξεπλαο. ΢ηε ζπλέρεηα, ε εμίζσζε ιχλεηαη σο πξνο 𝑚. Γηα ηηο πξάμεηο, νη θαηάιιειεο εληνιέο ηεο R είλαη 

> A=sum((a-K*est_ratio)^2)/19 

> A 

[1] 1.224875 

> d<-.015 

> m<-(1/M+(d/1.96)^2*meanK^2/A)^(-1) 

> m 

[1] 16.0423 

Άξα, γηα κηα κειινληηθή έξεπλα ζα ρξεηαζηεί λα επηιεγνχλ κε α.η. ηξφπν 17 ηνπιάρηζηνλ ξάθηα ηεο 

βηβιηνζήθεο, αθνινπζψληαο ην ίδην δεηγκαηνιεπηηθφ ζρήκα, έηζη ψζηε λα πιεξνχληαη νη πξνδηαγξαθέο πνπ 

δφζεθαλ. 

6.4. Γεηγκαηνιεςία κε άληζεο πηζαλόηεηεο 

΢ηε κέρξη ηψξα αλάπηπμε ηεο κεζφδνπ δεηγκαηνιεςίαο θαηά νκάδεο, έρνπκε ππνζέζεη φηη ε επηινγή ησλ 

ζπζηάδσλ θαηά ην πξψην ζηάδην, φπσο θαη ε επηινγή ησλ ζηνηρείσλ ζην δεχηεξν ζηάδην, γίλεηαη κε απιή 

ηπραία δεηγκαηνιεςία θαη θαηά ζπλέπεηα, ζχκθσλα κε ηνλ νξηζκφ ηεο α.η.δ., κε ίζεο πηζαλφηεηεο. Ζ 

πηνζέηεζε ηεο α.η.δ. γηα ηελ επηινγή πξσηνγελψλ κνλάδσλ ή ζηνηρείσλ δηεπθνιχλεη ηε δηαδηθαζία επηινγήο 

ηνπ δείγκαηνο, αιιά ηαπηφρξνλα παξνπζηάδεη κεηνλεθηήκαηα, ηα νπνία θπξίσο ζπλδένληαη κε ηελ αθξίβεηα 

ησλ εθηηκεηψλ. Γηα ηελ θαηαλφεζε ηεο πεγήο ησλ πξνβιεκάησλ πνπ δεκηνπξγνχληαη κε ηελ ππφζεζε ησλ 
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ίζσλ πηζαλνηήησλ, ρξεζηκνπνηνχκε έλα παξάδεηγκα κε κηθξφ κέγεζνο νκάδσλ, κε ξεαιηζηηθφ, κφλν γηα 

ιφγνπο θαηαλφεζεο. 

Παξάδεηγκα 6.4 

Έζησ φηη ζε κηα πεξηνρή δξαζηεξηνπνηνχληαη ηξία πνιπθαηαζηήκαηα θαη ελδηαθεξφκαζηε, θάλνληαο κηα 

δεηγκαηνιεςία επηιέγνληαο δχν εμ απηψλ, λα εθηηκήζνπκε ηε ζπλνιηθή αμία ησλ πσιήζεσλ πνπ 

πξαγκαηνπνίεζαλ ηα θαηαζηήκαηα ηεο πεξηνρήο ζηε δηάξθεηα ηνπ πεξαζκέλνπ κήλα. Έζησ φηη ηα ζηνηρεία 

ησλ πσιήζεσλ ησλ θαηαζηεκάησλ είλαη γλσζηά θαη δίλνληαη ζηνλ Πίλαθα 6.6. 

 

Πνιπθαηάζηεκα Έθηαζε (επηθάλεηα ζε 

η.κ.) ηνπ θαηαζηήκαηνο 

Πσιήζεηο ζε ρηιηάδεο 

ρξεκαηηθέο κνλάδεο 

1 120 16 

2 300 28 

3 550 64 

΢ύλνια 970 108 

Πίνακας 6.6 Δπηθάλεηα θαη ζπλνιηθέο εηζπξάμεηο από πσιήζεηο ησλ θαηαζηεκάησλ ηεο πεξηνρήο 

Σα δπλαηά δείγκαηα κηαο ηπραίαο δεηγκαηνιεςίαο κεγέζνπο 2 ρσξίο επαλαηνπνζέηεζε, θαζψο θαη νη 

εθηηκεηέο ησλ ζπλνιηθψλ πσιήζεσλ ησλ θαηαζηεκάησλ ηεο πεξηνρήο βάζεη ηνπ δείγκαηνο, ζα είλαη: 

 

Γείγκα Γεηγκαηηθό ΢ύλνιν Δθηίκεζε ΢πλόινπ 

πιεζπζκνύ 

1, 2 44 66 

1, 3 80 120 

2, 3 92 138 

 

Οη εθηηκήζεηο ηνπ ζπλφινπ ηνπ πιεζπζκνχ πνπ δίλνληαη ζηελ ηξίηε ζηήιε πξνθχπηνπλ απφ ηε γλσζηή 

έθθξαζε 𝑌 𝑇 = 𝑁𝑌   πνπ δίλεη ηνλ εθηηκεηή ηνπ ζπλφινπ ηνπ πιεζπζκνχ γηα ηελ α.η.δ. Γηα παξάδεηγκα, ην 

δείγκα (1,2) έρεη δεηγκαηηθφ ζχλνιν 44, δει.δεηγκαηηθφ κέζν 22, άξα ν εθηηκεηήο ηνπ ζπλφινπ ηνπ 

πιεζπζκνχ κε βάζε απηφ ην δείγκα είλαη  𝑌 𝑇 = 𝑁𝑌  = 3 ∗ 22 = 66. 

Έρνληαο ηα απνηειέζκαηα ησλ εθηηκεηψλ γηα φια ηα δπλαηά δείγκαηα ππνινγίδνπκε ζχκθσλα κε ηνλ νξηζκφ 

ηελ αλακελφκελε ηηκή, ηε δηαθχκαλζε θαη ην ηππηθφ ζθάικα ηεο εθηίκεζεο 𝑌 𝑇. ΢πγθεθξηκέλα: 

Ε 𝑌 𝑇 =
1

3
 66 + 120 + 138 = 108, 

Var 𝑌 𝑇 =
1

3
  66 − 108 2 +  120 − 108 2 +  138 − 108 2 = 936 θαη 

se 𝑌 𝑇 = 30.59 θαη CV 𝑌 𝑇 = 0.28. 

O εθηηκεηήο 𝑌 𝑇 είλαη ακεξφιεπηνο, ιφγσ ηεο α.η.δ., αιιά ην ηππηθφ ζθάικα ηνπ εθηηκεηή, se 𝑌 𝑇 , θαζψο θαη 

ν ζπληειεζηήο κεηαβιεηφηεηαο, CV 𝑌 𝑇 , έρνπλ πνιχ κεγάιεο ηηκέο γηα ην δείγκα, ην νπνίν απνηειείηαη 

παξφια απηά απφ ηα 2/3 ηνπ πιεζπζκνχ. 

Ο ιφγνο πνπ παξαηεξείηαη ην κεγάιν ηππηθφ ζθάικα ζηελ εθηίκεζε είλαη ε κεγάιε δηαθχκαλζε κεηαμχ ησλ 

ηηκψλ ησλ πσιήζεσλ ησλ ηξηψλ πνιπθαηαζηεκάησλ. Σν ηξίην πνιπθαηάζηεκα είλαη αξθεηά κεγαιχηεξν ζε 
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έθηαζε θαη ζε πσιήζεηο, κε απνηέιεζκα ην πξψην δείγκα (1,2) πνπ δελ ην πεξηέρεη λα δίλεη έλαλ εθηηκεηή 

αξθεηά κηθξφηεξν απφ ηελ αιεζηλή ηηκή. 

 

Γεληθφηεξα, ζε έξεπλεο φπνπ γλσξίδνπκε ή ππνπηεπφκαζηε φηη νη ηηκέο γηα ηηο κνλάδεο ηνπ πιεζπζκνχ έρνπλ 

αξθεηά κεγάιε δηαθνξά κεηαμχ ηνπο, ε επηινγή ηνπ δείγκαηνο κε ίζεο πηζαλφηεηεο, αλ θαη εχθνιε, δελ 

ζπληζηάηαη, γηαηί νδεγεί ζε εθηηκεηέο κε κεγάια ζθάικαηα. Έλα ηππηθφ παξάδεηγκα ηεο πεξίπησζεο 

πιεζπζκψλ πνπ πεξηγξάςακε είλαη φηαλ ην δεηγκαηνιεπηηθφ πιαίζην δίλεηαη ζε κνξθή νκάδσλ θαη ηα κεγέζε 

ησλ νκάδσλ είλαη αξθεηά δηαθνξεηηθά κεηαμχ ηνπο. Αλακέλνπκε ζ΄απηέο ηηο πεξηπηψζεηο κηα ζπζηάδα κε 

κεγάιν κέγεζνο λα δψζεη έλα ζχλνιν γηα ην ππφ κειέηε ραξαθηεξηζηηθφ πνιχ κεγαιχηεξν απφ κηα ζπζηάδα 

κε κηθξφ πιήζνο ζηνηρείσλ. Γηα παξάδεηγκα, έζησ φηη νη ζπζηάδεο είλαη ηα Παλεπηζηήκηα κηαο ρψξαο θαη 

θαηαγξάθνπκε ηνλ αξηζκφ κειψλ ΓΔΠ πνπ απαζρνινχλ. Οξηζκέλα Παλεπηζηήκηα ζα είλαη πην παιηά θαη κε 

πεξηζζφηεξα Σκήκαηα, άξα θαη πεξηζζφηεξν πξνζσπηθφ, ελψ άιια Παλεπηζηήκηα, επαξρηαθά ή κε πξφζθαηε 

ρξνλνινγία δεκηνπξγίαο, ζα έρνπλ ιηγφηεξα κέιε ΓΔΠ. Αλάινγα, έζησ φηη νκάδεο είλαη ηα Ννζνθνκεία κηαο 

πεξηνρήο θαη ελδηαθεξφκαζηε γηα έλα ραξαθηεξηζηηθφ ζρεηηθφ κε ηνπο αζζελείο π.ρ. ηνλ κέζν ρξφλν 

λνζειείαο ηνπο ή ην πνζνζηφ εθείλσλ πνπ έρνπλ εηζαρζεί ζηε κνλάδα εληαηηθήο ζεξαπείαο (ΜΔΘ) θηι. Δίλαη 

αλακελφκελν ηα κεγάια Ννζνθνκεία κε πνιιέο θιίλεο ή αίζνπζεο ΜΔΘ λα πξνζθέξνπλ κεγαιχηεξν 

άζξνηζκα γηα ην ραξαθηεξηζηηθφ πνπ εξεπλνχκε. Δάλ, ζε έξεπλεο παξφκνηεο κε απηέο πνπ πεξηγξάςακε, 

εθαξκφζνπκε ηνπο εθηηκεηέο 𝛸 𝑐𝑙 ,𝑢  θαη 𝛸 𝑐𝑙 ,𝑟  πνπ κειεηήζακε ζηελ παξάγξαθν 6.3.3, ζα έρνπκε αξθεηά 

κεγάια ζθάικαηα ζηηο εθηηκήζεηο. 

Όπσο είλαη θαλεξφ απφ ηα παξαδείγκαηα, ε κεγάιε δηαθχκαλζε κεηαμχ ησλ ζπλφισλ ησλ νκάδσλ 𝑡𝑖  ζηελ 

θαηά νκάδεο ζε έλα ζηάδην δεηγκαηνιεςία παξαηεξείηαη φηαλ ην ραξαθηεξηζηηθφ πνπ κειεηνχκε ζπλδέεηαη 

ζεηηθά κε ην κέγεζνο ηεο νκάδαο 𝛫𝑖  θαη ηα κεγέζε απηά δηαθέξνπλ απφ νκάδα ζε νκάδα. Σν γεγνλφο φκσο 

απηφ ζπκβαίλεη ζηελ πιεηνλφηεηα ησλ πεξηπηψζεσλ, γη΄απηφ θαη ζπληζηάηαη έλα ελαιιαθηηθφ 

δεηγκαηνιεπηηθφ ζρέδην απφ εθείλν πνπ έρεη παξνπζηαζηεί ζηελ παξάγξαθν 6.3, δει. επηινγή νκάδσλ κε ίζεο 

πηζαλφηεηεο. ΢ην ζρέδην απηφ, νη πηζαλφηεηεο επηινγήο ησλ νκάδσλ είλαη άληζεο κεηαμχ ηνπο θαη είλαη 

αλάινγεο κε ην κέγεζνο κηαο ζπζηάδαο. Όζν κεγαιχηεξε, είλαη κηα ζπζηάδα ηφζν κεγαιχηεξε ζα είλαη ε 

πηζαλφηεηα επηινγήο ηεο ζην δείγκα. Ζ επηινγή ησλ νκάδσλ ζην δείγκα κε ηνλ ηξφπν απηφ νλνκάδεηαη, 

δεηγκαηνιεςία κε πηζαλόηεηεο αλάινγεο ηνπ κεγέζνπο (probabilities proportional to size) θαη έρεη 

δηεζλψο επηθξαηήζεη λα ζπκβνιίδεηαη pps. 

Γηα ην απιφ παξάδεηγκα κε ηα πνιπθαηαζηήκαηα, αλ αληί γηα ίζεο πηζαλφηεηεο επηινγήο θάλνπκε ρξήζε ηεο 

κεηαβιεηήο πνπ δίλεη ηελ επηθάλεηα ηνπ θάζε πνιπθαηαζηήκαηνο θαη πξνζαξκφζνπκε αλάινγα ηηο 

πηζαλφηεηεο (π.ρ. γηα ην πξψην θαηάζηεκα ε πηζαλφηεηα επηινγήο ζα είλαη 120/970 δει. φζν ην πνζνζηφ πνπ 

αλαινγεί ζε έθηαζε γηα ην θαηάζηεκα απηφ ζε ζρέζε κε ην ζχλνιν), ηφηε νη λέεο πηζαλφηεηεο ζα είλαη: 

 

Πνιπθαηάζηεκα Πηζαλόηεηα επηινγήο 𝒑𝒊 

1 0.12  

2 0.31 

3 0.57 

 

΢χκθσλα κε ηηο πηζαλφηεηεο απηέο ε πηζαλφηεηα 0.12 ηνπ πνιπθαηαζηήκαηνο 1 είλαη αξθεηά κηθξφηεξε απφ 

ηελ πηζαλφηεηα 0.33 πνπ ήηαλ ε πηζαλφηεηα επηινγήο ηνπ ζχκθσλα κε ηηο ίζεο πηζαλφηεηεο. Σν ίδην ηζρχεη, 

αιιά πξνο ηελ αληίζεηε θαηεχζπλζε, γηα ην πνιπθαηάζηεκα 3 

Ζ κεζνδνινγία πνπ έρεη αλαπηπρζεί γηα ηνλ ππνινγηζκφ ηνπ εθηηκεηή θαη ησλ ηδηνηήησλ ηνπ φηαλ ην δείγκα 

επηιέγεηαη κε άληζεο πηζαλφηεηεο είλαη γεληθφηεξε ηεο κεζφδνπ δεηγκαηνιεςίαο θαηά νκάδεο. Όπσο θαη ζην 

παξάδεηγκα, αξθεί λα είλαη δηαζέζηκε κηα βνεζεηηθή κεηαβιεηή ε νπνία λα καο δίλεη πιεξνθνξία γηα ην 

κέγεζνο ηεο κνλάδαο ηνπ πιεζπζκνχ, θαη κε ηε βνήζεηά ηεο λα πξνζδηνξίζνπκε ηηο (άληζεο) πηζαλφηεηεο 

επηινγήο γηα θάζε κέινο ηνπ πιεζπζκνχ. Χζηφζν, φπσο αλαθέξζεθε, ε δεηγκαηνιεςία θαηά νκάδεο είλαη έλα 

δεηγκαηνιεπηηθφ ζρέδην γηα ην νπνίν ε κεζνδνινγία απηή βξίζθεη κεγάιε εθαξκνγή. 
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Ζ θεληξηθή ηδέα ηεο pps κεζνδνινγίαο είλαη λα γίλεη ρξήζε ηεο πιεξνθνξίαο πνπ δηαζέηνπκε γηα ην κέγεζνο 

ηεο θάζε κνλάδαο, θαη ε πιεξνθνξία απηή λα αμηνπνηεζεί, ηφζν θαηά ηελ επηινγή ηνπ δείγκαηνο, φζν θαη 

θαηά ηελ εμαγσγή ησλ εθηηκεηψλ, κε ηειηθφ ζηφρν ηνπο απνηειεζκαηηθφηεξνπο εθηηκεηέο. 

Θα δνχκε ηελ εθαξκνγή ελφο απφ ηνπο ηχπνπο εθηηκεηψλ πνπ έρνπλ πξνηαζεί απφ ηε βηβιηνγξαθία γηα 

επηινγή κε άληζεο πηζαλφηεηεο ζην κηθξφ παξάδεηγκα κε ηα πνιπθαηαζηήκαηα. Τπνινγίδνπκε αξρηθά ηηο 

πηζαλφηεηεο πνπ έρεη λα επηιεγεί ην θάζε δεπγάξη θαηαζηεκάησλ (1,2), (1,3) θαη (2,3). Τπελζπκίδνπκε φηη ε 

επηινγή ησλ πνιπθαηαζηεκάησλ γίλεηαη ρσξίο επαλαηνπνζέηεζε. Κάλνληαο ρξήζε θαλφλσλ ζπλδπαζηηθήο, 

εχθνια επαιεζεχεηαη φηη νη πηζαλφηεηεο απηέο είλαη 0.09619(= 𝑝1𝑝2/(𝑝2 + 𝑝3) + 𝑝2𝑝1/(𝑝1 + 𝑝3)), 

0.23679 (= 𝑝1𝑝3/(𝑝2 + 𝑝3)  + 𝑝3𝑝1/(𝑝1 + 𝑝2))   θαη 0.66701 (= 𝑝2𝑝3/(𝑝1 + 𝑝3)  + 𝑝3𝑝2/(𝑝1 + 𝑝2)), 

αληίζηνηρα. 

Γείγκα (i,j) Πηζαλόηεηα επηινγήο 

δείγκαηνο  𝝅𝒊𝒋 

(1,2) 0.09619  

(1,3) 0.23679 

(2,3) 0.66701 

Γηα λα βξνχκε ηελ πηζαλφηεηα ην 1ν πνιπθαηάζηεκα λα αλήθεη ζε έλα δείγκα κεγέζνπο 2 αξθεί λα 

αζξνίζνπκε ζηνλ παξαπάλσ πίλαθα ηηο πηζαλφηεηεο ησλ δεηγκάησλ πνπ πεξηέρνπλ ην πνιπθαηάζηεκα 1. Έηζη, 

ε πηζαλφηεηα απηή ζα ηζνχηαη κε 0.09619+0.23679=0.33298, ελψ γηα ην 2ν πνιπθαηάζηεκα ζα είλαη 

0.09619+0.66701=0.76320 θαη γηα ην 3ν ζα είλαη 0.23679+0.66701=0.90380. Οη πηζαλφηεηεο απηέο 

εκθαλίδνληαη ζηνλ επφκελν πίλαθα. 

 

Πνιπθαηάζηεκα 

𝒊 

Πηζαλόηεηα ζπκπεξίιεςεο 

ζην δείγκα 𝝅𝒊 

1 0.33298  

2 0.76320  

3 0.90380 

 

Τηνζεηνχκε ηνλ εθηηκεηή: 

𝑌 =  
𝑡𝑖

𝜋𝑖

𝑛

𝑖=1

 

φπνπ 𝑡𝑖  είλαη νη ζπλνιηθέο πσιήζεηο ηνπ θαηαζηήκαηνο 𝑖. Ζ βαζηθή δηαθνξά ηνπ εθηηκεηή 𝑌  ζε ζρέζε κε ηνπο 

𝛸 𝑐𝑙 ,𝑢  θαη 𝛸 𝑐𝑙 ,𝑟  πνπ κειεηήζακε είλαη φηη ε θάζε ηηκή ηνπ δείγκαηνο 𝑡𝑖  έρεη ζπληειεζηή, ή βάξνο, 1/𝜋𝑖, ην 

νπνίν εμαξηάηαη απφ ηε κνλάδα 𝑖 θαη είλαη αληηζηξφθσο αλάινγν ηεο πηζαλφηεηαο πνπ είρε ε ζπγθεθξηκέλε 

κνλάδα λα αλήθεη ζην δείγκα. Μεγάιε πηζαλφηεηα, φπσο π.ρ. γηα ην 3ν θαηάζηεκα, ζεκαίλεη κηθξφ βάξνο γηα 

ηε κέηξεζε απηή, εθφζνλ ζπκπεξηιεθζεί ζην δείγκα. 

Οη εθηηκήζεηο ησλ ζπλνιηθψλ πσιήζεσλ ησλ θαηαζηεκάησλ ηεο πεξηνρήο κπνξνχλ λα ππνινγηζηνχλ εθ λένπ 

κε ηε βνήζεηα ηνπ 𝑌  θαη γηα 𝑛 = 2 είλαη: 
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Γείγκα Δθηίκεζε ΢πλόινπ 

πιεζπζκνύ  

1,2 84.7386 

1,3 118.8631 

2,3 107.4998 

 

Κάλνληαο ρξήζε ηνπ νξηζκνχ θαη ησλ πηζαλνηήησλ 𝜋𝑖𝑗  ηνπ θάζε δείγκαηνο, ε αλακελφκελε ηηκή ηνπ λένπ 

εθηηκεηή είλαη: 

E 𝑌  = 0.09619 ∗ 84.7387 + 0.23679 ∗  118.8631 + 0.66701 ∗ 107.4998 = 108  

είλαη δειαδή επίζεο ακεξφιεπηνο, φπσο θη εθείλνο πνπ πηνζεηήζακε γηα ίζεο πηζαλφηεηεο. Ζ δηαθχκαλζε 

φκσο ηνπ εθηηκεηή 𝑌  είλαη 

Var 𝑌  = 0.09619 ∗  84.7387 − 108 2  

+0.23679 ∗  118.8631 − 108 2  

+ 0.66701 ∗ (107.4998 − 108)2 =  80.15701 

(ελψ ε αληίζηνηρε δηαθχκαλζε ήηαλ 936 γηα ηνλ εθηηκεηή κε ίζεο πηζαλφηεηεο) θαη ην ηππηθφ ζθάικα ηνπ 𝑌 , 

είλαη se 𝑌  = 8.95 αληί γηα 30.59. Πξνθαλψο, ην ηππηθφ ζθάικα ηνπ 𝑌  είλαη αξθεηά κεησκέλν, ρσξίο λα 

ράλεη ηελ ηδηφηεηα ηεο ακεξνιεςίαο. 

Ο εθηηκεηήο 𝑌  πνπ ρξεζηκνπνηήζακε γηα ην παξάδεηγκα αλήθεη ζε κηα κεγαιχηεξε θιάζε εθηηκεηψλ κε 

φλνκα Horvitz-Thompson (ΖΣ). Ο εθηηκεηήο ΖΣ είλαη ακεξφιεπηνο θαη ε δηαθχκαλζε ηνπ εμαξηάηαη απφ ηηο 

πηζαλφηεηεο 𝜋𝑖  θαη 𝜋𝑖𝑗 , νη νπνίεο νλνκάδνληαη πηζαλόηεηεο ζπκπεξίιεςεο ζην δείγκα πξώηεο θαη 

δεύηεξεο ηάμεο αληίζηνηρα (first and second order inclusion probabilities). Οη εθθξάζεηο γηα ηε 

δηαθχκαλζε θαη ην ηππηθφ ζθάικα ηνπ εθηηκεηή είλαη πεξηζζφηεξν πνιχπινθεο φηαλ ε επηινγή ηνπ δείγκαηνο 

γίλεηαη ρσξίο επαλαηνπνζέηεζε (φπσο ζην παξάδεηγκα), γηαηί γίλεηαη πην δχζθνινο ν ππνινγηζκφο ησλ 𝜋𝑖𝑗 . 

Έλα παξάδεηγκα εθηηκεηή ΖΣ πνπ έρνπκε ήδε ρξεζηκνπνηήζεη είλαη ν δεηγκαηηθφο κέζνο γηα ηελ εθηίκεζε 

ηεο πιεζπζκηαθήο κέζεο ηηκήο θαηά ηελ α.η.δ. Δθεί, αξθεί λα ζέζνπκε 𝜋𝑖 = 𝑛/𝑁 ζηνλ νξηζκφ ηνπ ΖΣ θαη 

ιακβάλεηαη ε γλσζηή έθθξαζε γηα ηνλ εθηηκεηή πνπ πηνζεηήζακε ζην Κεθάιαην 2 -. Γηα ιεπηνκεξέζηεξε 

κειέηε ηνπ εθηηκεηή Horvitz-Thompson βι. Cochran (1977), Κεθ. 9Α, Levy & Lemeshow (1999), Κεθ. 11 

θαη Thompson (2012), Κεθ. 12. 

΢ηε ζπλέρεηα ηνπ θεθαιαίνπ, ζα παξνπζηάζνπκε δχν απφ ηνπο εθηηκεηέο πνπ έρνπλ πξνηαζεί ζηε 

βηβιηνγξαθία γηα δεηγκαηνιεςία κε άληζεο πηζαλφηεηεο θαη εηδηθφηεξα pps, ζην πιαίζην ηεο δεηγκαηνιεςίαο 

θαηά νκάδεο ζε έλα ζηάδην. Οη δχν εθηηκεηέο πνπ ζα παξνπζηαζηνχλ είλαη νη Horvitz-Thompson, ν νπνίνο 

αξρηθά παξνπζηάζηεθε ην 1952, θαη o εθηηκεηήο Hansen-Hurwitz (1943). 

6.5. Γεηγκαηνιεςία θαηά νκάδεο ζε έλα ζηάδην κε άληζεο πηζαλόηεηεο 

6.5.1 Δθηηκεηήο Horvitz-Thompson 

Αθνινπζψληαο ηνλ ίδην ζπκβνιηζκφ πνπ πηνζεηήζακε ζηελ αξρή ηνπ θεθαιαίνπ (Πίλαθαο 6.3) ππνζέηνπκε 

φηη ν πιεζπζκφο απνηειείηαη απφ 𝑀 ζπζηάδεο άληζνπ κεγέζνπο 𝛫𝑖 , ( 𝑖 = 1,2, … , 𝑀) κε 𝛫1 + 𝛫2 + ⋯ +
 𝛫𝛭 = 𝛮. Τπνζέηνπκε αθφκα φηη ε δεηγκαηνιεςία γίλεηαη ζην επίπεδν ησλ ζπζηάδσλ θαη επηιέγνληαη 𝑚 απφ 

ηηο 𝑀 ζπζηάδεο. Γηα ηνλ εθηηκεηή Horvitz-Thompson, κπνξνχκε λα ππνζέζνπκε δεηγκαηνιεςία κε επαλα-
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ηνπνζέηεζε ή ρσξίο, αιιά γηα ηελ παξνπζίαζε ηνπ πξνβιήκαηνο θαη ράξηλ απιφηεηαο ζηηο εθθξάζεηο πνπ ζα 

πξνθχςνπλ, έζησ φηη ε δεηγκαηνιεςία είλαη κε επαλαηνπνζέηεζε. Απηφ ζεκαίλεη φηη έλα psu κπνξεί λα 

επηιεγεί πεξηζζφηεξεο απφ κία θνξέο θαη ην πεξηερφκελφ ηνπ σο πξνο ηηο ssu λα πξνζκεηξεζεί ηνλ ίδην αξηζκφ 

θνξψλ ζην δείγκα. 

Ο εθηηκεηήο Horvitz-Thompson (HT) ηνπ πιεζπζκηαθνχ ζπλφινπ ζηελ πεξίπησζε ηεο δεηγκαηνιεςίαο θαηά 

νκάδεο ζε έλα ζηάδην παίξλεη ηε κνξθή: 

 𝑌 𝐻𝑇 =  
𝑡𝑖

𝜋𝑖

𝑢

𝑖=1

 (6.13) 

φπνπ 𝑢 είλαη ην πιήζνο ησλ νκάδσλ πνπ είλαη δηαθξηηέο απφ ηηο 𝑚 πνπ επηιέγνληαη, 𝜋𝑖  ε πηζαλφηεηα λα 

επηιεγεί ε 𝑖 νκάδα ζην δείγκα θαη 𝑡𝑖  ην άζξνηζκα φινπ ηνπ πεξηερνκέλνπ ηεο 𝑖 νκάδαο (απνγξαθή εληφο ηεο 

νκάδαο) σο πξνο ην ραξαθηεξηζηηθφ 𝑌. 

Απφ ηε ζρέζε (6.13) πξνθχπηεη φηη ν εθηηκεηήο Horvitz-Thompson ηνπ πιεζπζκηαθνχ κέζνπ δίλεηαη ζηε 

ζπλέρεηα σο: 

𝑌  𝐻𝑇 =
1

𝛮
 

𝑡𝑖

𝜋𝑖

𝑢

𝑖=1

 

Ο εθηηκεηήο ΖΣ έρεη ηελ ηδηφηεηα ηεο ακεξνιεςίαο θαη απνδεηθλχεηαη (γηα ηελ απφδεημε, βι. Cochran (1977), 

Κεθ. 9Α, ζει. 260) φηη ην ηππηθφ ηνπ ζθάικα είλαη: 

se 𝑌 𝐻𝑇 =   
1 − 𝜋𝑖

𝜋𝑖
𝑡𝑖

2

𝑀

𝑖=1

+    
𝜋𝑖𝑗 − 𝜋𝑖𝜋𝑗

𝜋𝑖𝜋𝑗
 𝑡𝑖

𝑗≠𝑖

𝑀

𝑖=1

𝑡𝑗  

Γηα ηελ εθηίκεζε ηνπ ηππηθνχ ζθάικαηνο ηνπ εθηηκεηή ΖΣ, έρνπλ πξνηαζεί δχν εθηηκεηέο, ν πξψηνο απφ 

ηνπο Horvitz-Thompson (1952): 

 se 1 𝑌 𝐻𝑇 =   
1 − 𝜋𝑖

𝜋𝑖
2 𝑡𝑖

2

𝑢

𝑖=1

+    
𝜋𝑖𝑗 − 𝜋𝑖𝜋𝑗

𝜋𝑖𝜋𝑗 𝜋𝑖𝑗
 𝑡𝑖

𝑗≠𝑖

𝑢

𝑖=1

𝑡𝑗  (6.14) 

θαη ν δεχηεξνο απφ ηνπο Yates & Grundy (1953) θαη Sen (1953) 

 se 2 𝑌 𝐻𝑇 =     
𝜋𝑖𝜋𝑗 − 𝜋𝑖𝑗

𝜋𝑖𝑗
  

𝑡𝑖

𝜋𝑖
−

𝑡𝑗

𝜋𝑗
 

2

𝑗>𝑖

𝑢

𝑖=1

 (6.15) 

Ο ππνινγηζκφο ηεο εθηίκεζεο ηνπ ηππηθνχ ζθάικαηνο ηνπ εθηηκεηή ΖΣ απφ ηα ζηαηηζηηθά παθέηα γίλεηαη 

ζπλήζσο απφ ηνλ δεχηεξν εθηηκεηή se 2 𝑌 𝐻𝑇 , γηαηί παξνπζηάδεη ιηγφηεξα πξνβιήκαηα απφ ηνλ se 1 𝑌 𝐻𝑇 . Σα 

πξνβιήκαηα πνπ παξνπζηάδνπλ θαη νη δχν εθηηκεηέο νθείινληαη ζην γεγνλφο φηη γηα νξηζκέλα 

δεηγκαηνιεπηηθά ζρέδηα, νη φξνη 𝜋𝑖𝜋𝑗 − 𝜋𝑖𝑗  κπνξεί λα παξνπζηάδνπλ αξθεηά κεγάιε κεηαβιεηφηεηα θαη λα 

γίλνληαη θαη αξλεηηθνί, κε απνηέιεζκα ν αξηζκεηηθφο ππνινγηζκφο ηεο εθηίκεζεο ηνπ ηππηθνχ ζθάικαηνο γηα 

νξηζκέλα δείγκαηα λα δψζεη αξλεηηθή ηηκή. 

Σα πιενλεθηήκαηα ηνπ ΖΣ είλαη φηη αλήθεη ζηελ θιάζε ησλ γξακκηθψλ εθηηκεηψλ, δειαδή έρεη κία απιή 

έθθξαζε, είλαη ακεξφιεπηνο θαη επηπιένλ νξίδεηαη αξθεηά γεληθά, κε ηε βνήζεηα κφλν ησλ πηζαλνηήησλ 

ζπκπεξίιεςεο ζην δείγκα πξψηεο ηάμεο 𝜋𝑖 . Δπηπιένλ, θαιχπηεη ηηο πεξηπηψζεηο δεηγκαηνιεςίαο κε 

επαλαηνπνζέηεζε θαη ρσξίο επαλαηνπνζέηεζε. Καηά ζπλέπεηα, κπνξεί λα εθαξκνζηεί ζε νπνηνδήπνηε 

δεηγκαηνιεπηηθφ ζρέδην, φζν πνιχπινθν θη αλ είλαη, αξθεί λα είκαζηε ζε ζέζε λα ππνινγίζνπκε ηηο 
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πηζαλφηεηεο 𝜋𝑖 . ΢ηελ πεξίπησζε ηεο δεηγκαηνιεςίαο θαηά νκάδεο, νη πηζαλφηεηεο 𝜋𝑖  ππνινγίδνληαη βάζεη 

ησλ κεγεζψλ ησλ νκάδσλ 𝛫𝑖 , ελψ γηα ηε γεληθφηεξε πεξίπησζε κηαο δεηγκαηνιεςίαο κε άληζεο πηζαλφηεηεο, 

ηα 𝜋𝑖  ππνινγίδνληαη κε ηε βνήζεηα κηαο βνεζεηηθήο κεηαβιεηήο. 

΢ηα βαζηθά επίζεο πιενλεθηήκαηα ηνπ ΖΣ ζπκπεξηιακβάλεηαη ε ηδηφηεηα ηεο ακεξνιεςίαο θαη φηη ππάξρεη ν 

γεληθφο ηχπνο ππνινγηζκνχ ησλ εθηηκψκελσλ ηππηθψλ ζθαικάησλ, ν νπνίνο εμαξηάηαη επηπιένλ απφ ηηο 

πηζαλφηεηεο ζπκπεξίιεςεο δεχηεξεο ηάμεο 𝜋𝑖𝑗 . Γηα θάζε δεχγνο παξαηεξήζεσλ ηνπ πιεζπζκνχ (𝑌𝑖 , 𝑌𝑗 ), ε 

πηζαλφηεηα 𝜋𝑖𝑗  νξίδεηαη σο ε πηζαλφηεηα νη κνλάδεο 𝑌𝑖 ,  𝑌𝑗  λα αλήθνπλ ηαπηφρξνλα ζε έλα δείγκα (απφ θνηλνχ 

ζπκπεξίιεςε ζην δείγκα) ζχκθσλα κε ην δεηγκαηνιεπηηθφ ζρέδην πνπ εθαξκφδεηαη γηα ηελ έξεπλα. ΢ηελ 

πξάμε, θαη εηδηθφηεξα (i) γηα ζχλζεηα δεηγκαηνιεπηηθά ζρέδηα θαη (ii) γηα επηινγή δείγκαηνο ρσξίο 

επαλαηνπνζέηεζε, ν ππνινγηζκφο ησλ πηζαλνηήησλ 𝜋𝑖𝑗  είλαη δχζθνινο. Απηφο είλαη έλαο επηπιένλ ιφγνο πνπ 

ν ππνινγηζκφο ησλ ζθαικάησλ ηνπ εθηηκεηή ΖΣ κπνξεί λα γίλεη πξνβιεκαηηθφο. Παξφια απηά, ππάξρνπλ 

δηαζέζηκεο πξνζεγγίζεηο ηνπ ππνινγηζκνχ ησλ 𝜋𝑖𝑗  ζηε βηβιηνγξαθία, κε θπξηφηεξεο εθείλεο ησλ Brewer 

(2002), Overton (1990) θαη Stehman & Overton (1987). Οη πξνζεγγίζεηο απηέο είλαη κεηαμχ ησλ πην γλσζηψλ 

πξνζεγγίζεσλ πνπ πινπνηνχληαη απφ ηα ζηαηηζηηθά παθέηα γηα αλάιπζε δεδνκέλσλ απφ ζχλζεηεο 

δεηγκαηνιεπηηθέο έξεπλεο. 

Έλαο εθηηκεηήο πνπ αλήθεη επίζεο ζηελ θιάζε ησλ γξακκηθψλ εθηηκεηψλ, αιιά ν ππνινγηζκφο ηνπ ηππηθνχ 

ηνπ ζθάικαηνο ζηελ πξάμε είλαη ζπλήζσο πην εχθνινο, είλαη ν εθηηκεηήο Hansen-Hurwitz (1943), ν νπνίνο 

φκσο εθαξκφδεηαη κφλν γηα ηε δεηγκαηνιεςία κε επαλαηνπνζέηεζε. 

6.5.2 Δθηηκεηήο Hansen-Hurwitz  

΢χκθσλα κε ηνλ νξηζκφ ηνπ εθηηκεηή Hansen-Hurwitz (ΖΖ), ζηελ πεξίπησζε ηεο δεηγκαηνιεςίαο ζε έλα 

ζηάδην κε επαλαηνπνζέηεζε, ν εθηηκεηήο ηνπ πιεζπζκηαθνχ ζπλφινπ δίλεηαη απφ ηε ζρέζε: 

 𝑌 𝐻𝛨 =
1

𝑚
 

𝑡𝑖

𝜋𝑖
′

𝑚

𝑖=1

 (6.16) 

φπνπ 𝜋𝑖
′  είλαη ε πηζαλφηεηα ηεο 𝑖 νκάδαο λα επηιεγεί ζε θάζεκηά απφ ηηο 𝑚 αλεμάξηεηεο επηινγέο κηαο 

κνλάδαο ηνπ πιεζπζκνχ (δεηγκαηνιεςία κε επαλαηνπνζέηεζε). 

Αλ ζέζνπκε 𝑢𝑖 = 𝑡𝑖/𝜋𝑖
′ , ν εθηηκεηήο (6.16) γξάθεηαη ηζνδχλακα: 

 𝑌 𝐻𝛨 =
1

𝑚
 𝑢𝑖

𝑚

𝑖=1

= 𝑢  (6.17) 

είλαη δειαδή ν δεηγκαηηθφο κέζνο φξνο ησλ ηηκψλ 𝑢𝑖 . Απφ ηελ ηειεπηαία απηή έθθξαζε, πξνθχπηεη εχθνια ε 

ζρέζε πνπ δίλεη ηε δηαθχκαλζε, θαη θαηά ζπλέπεηα ην ηππηθφ ζθάικα, ηνπ εθηηκεηή ΖΖ, θαζψο θαη νη 

αληίζηνηρνη εθηηκεηέο ηνπο. Αλαιπηηθά: 

 se 𝑌 𝐻𝛨 =  
1

𝑚
  𝑢𝑖 − 𝑌𝑇 2𝜋𝑖

′

𝑀

𝑖=1

 (6.18) 

θαη έλαο ακεξφιεπηνο εθηηκεηήο ηνπ ζθάικαηνο se 𝑌 𝐻𝛨 , είλαη ν: 

 se  𝑌 𝐻𝛨 =  
1

𝑚
 

 𝑢𝑖 − 𝑢  2

𝑚 − 1

𝑚

𝑖=1

 (6.19) 
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Δάλ ε δεηγκαηνιεςία είλαη pps, δειαδή 𝜋𝑖
′ =

𝛫𝑖

 𝛫𝑖
𝑀
𝑖=1

 θαη  𝛫𝑖
𝑀
𝑖=1 = 𝛮, ηφηε ν εθηηκεηήο (6.16) γίλεηαη: 

𝑌 𝐻𝛨 =
𝛮

𝑚
 

𝑡𝑖

𝐾𝑖

𝑚

𝑖=1

= 𝛮
1

𝑚
 𝑈 𝑖

𝑚

𝑖=1

 

θαη ν εθηηκεηήο ΖΖ ηνπ πιεζπζκηαθνχ κέζνπ παίξλεη αληίζηνηρα ηε κνξθή: 

𝑌  𝐻𝛨 =
1

𝑚
 𝑈 𝑖

𝑚

𝑖=1

 

Παξαηήξεζε 6.3 

΢ηνλ νξηζκφ ηνπ εθηηκεηή HH (6.16) θαη ζε φζεο εθθξάζεηο εθηηκεηψλ πξνθχπηνπλ απφ απηφλ ηζνδχλακα, νη 

φξνη ηνπ αζξνίζκαηνο δελ είλαη απαξαίηεηα δηαθξηηέο ηηκέο, δηφηη ιφγσ ηεο επαλαηνπνζέηεζεο ελδέρεηαη λα 

ππάξμεη πνιιαπιφηεηα ζηνλ αξηζκφ επηινγήο κηαο νκάδαο ζην δείγκα. Ο εθηηκεηήο ΖΖ ιακβάλεη ππφςε ηελ 

θάζε ηηκή νκάδαο αιιά θαη ηελ πνιιαπιφηεηά ηεο (δει. ην πφζεο θνξέο εκθαλίδεηαη ζην δείγκα), ζε αληίζεζε 

κε ηνλ εθηηκεηή ΖΣ πνπ ιακβάλεη ππφςε ηηο δηαθξηηέο νκάδεο πνπ εκθαλίδνληαη ζην δείγκα. 

Παξαηήξεζε 6.4 

Όπσο έρνπκε δεη, ζχκθσλα κε ηε κεζνδνινγία pps ν ππνινγηζκφο ησλ πηζαλνηήησλ 𝜋𝑖  γηα ηελ επηινγή ησλ 

νκάδσλ ηνπ πιεζπζκνχ γίλεηαη βάζεη ησλ κεγεζψλ ησλ νκάδσλ 𝛫𝑖 . ΢ηελ πεξίπησζε πνπ ηα κεγέζε 𝛫𝑖  δελ 

είλαη γλσζηά γηα φιεο ηηο νκάδεο ηνπ πιεζπζκνχ, ηφηε γίλεηαη κηα εθηίκεζε απηψλ κε ηε βνήζεηα κηαο 

κεηαβιεηήο πνπ ζπλδέεηαη κε ην κέγεζνο 𝛫𝑖  ησλ νκάδσλ θαη είλαη δηαζέζηκε απφ ην δεηγκαηνιεπηηθφ 

πιαίζην. Γηα παξάδεηγκα, αλ νκάδεο είλαη ηα ζρνιεία κηαο πεξηνρήο, θαη 𝛫𝑖  ν αξηζκφο ησλ καζεηψλ ηνπ 

ζρνιείνπ 𝑖, ηφηε κπνξεί ν αξηζκφο ησλ καζεηψλ λα κελ είλαη δηαζέζηκνο γηα φια ηα ζρνιεία ηεο πεξηνρήο, 

αιιά λα είλαη δηαζέζηκν έλα άιιν ζηνηρείν πνπ είλαη ζρεηηθφ π.ρ. ην πνζφ ηεο θξαηηθήο ρξεκαηηθήο 

επηρνξήγεζεο Αλ ππνζέζνπκε φηη νη δχν απηέο κεηαβιεηέο ζπλδένληαη, ηφηε νη πηζαλφηεηεο 𝜋𝑖  κπνξνχλ λα 

ππνινγηζηνχλ, γηα ηελ αθξίβεηα λα εθηηκεζνχλ, ρξεζηκνπνηψληαο ηε κεηαβιεηή ηνπ κεγέζνπο ηεο 

επηρνξήγεζεο αλά ζρνιείν, αληί γηα ηε κεηαβιεηή ηνπ πιήζνπο ησλ καζεηψλ 𝛫𝑖 . ΢ηηο πεξηπηψζεηο απηέο, ε 

κέζνδνο δεηγκαηνιεςίαο ιέγεηαη δεηγκαηνιεςία κε πηζαλόηεηεο αλάινγεο ηνπ εθηηκώκελνπ κεγέζνπο 

(probabilities proportional to estimated size sampling) θαη ζπκβνιίδεηαη ppes. 

Παξάδεηγκα 6.5 

Σα δεδνκέλα election είλαη δηαζέζηκα ζην παθέην „survey’ ηεο R. Αθνξνχλ δεδνκέλα απφ ηηο 

πξνεδξηθέο εθινγέο ζηελ Ακεξηθή ην 2004 θαη είλαη θαηαρσξηζκέλα αλά πνιηηεία θαη επαξρία (US 2004 

presidential election data at state or county level). Σα δεδνκέλα απνηεινχληαη απφ 4600 παξαηεξήζεηο νη 

νπνίεο αληηζηνηρνχλ ζηηο επαξρίεο, θαη 8 κεηαβιεηέο γηα ηελ θάζε παξαηήξεζε. Μηα επεμήγεζε ηεο θάζε 

κεηαβιεηήο δίλεηαη κέζσ ηεο web ζειίδαο ηνπ παθέηνπ:  

http://127.0.0.1:16059/library/survey/html/election.html  

θαη παξαηίζεηαη ζηε ζπλέρεηα. 

election is a data frame with 4600 observations on the following 8 variables. 

County A factor specifying the state or country 

TotPrecincts Number of precincts in the state or county 

PrecinctsReporting Number of precincts supplying data 

Bush Votes for George W. Bush 

Kerry Votes for John Kerry 

Nader Votes for Ralph Nader 

http://127.0.0.1:16059/library/survey/html/election.html
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Votes Total votes for those three candidates 

P Sampling probability, proportional to votes 

Οη 4600 παξαηεξήζεηο ησλ δεδνκέλσλ παξνπζηάδνπλ πνιχ κεγάιε κεηαβιεηφηεηα σο πξνο ηνλ ζπλνιηθφ 

αξηζκφ ησλ θαηνίθσλ πνπ ςήθηζαλ (ζηήιε: votes). Πξάγκαηη, δεηψληαο θάπνηα απιά ζηαηηζηηθά ζηνηρεία 

γηα ηε κεηαβιεηή votes, έρνπκε: 

 

> summary(election[,'votes']) 

   Min. 1st Qu.  Median    Mean 3rd Qu.    Max. 

      4    2109    6536   25260   16640 2625000 

Γειαδή ππάξρεη επαξρία ζηελ νπνία ςήθηζαλ ζπλνιηθά 4 θάηνηθνη (αληηζηνηρεί ζην T3 ND Twp) θαη επαξρία 

πνπ ςήθηζαλ 2625000 (αληηζηνηρεί ζην Los Angeles). 

Οη ςήθνη πνπ απνθφκηζε ν θαζέλαο απφ ηνπο 3 ππνςήθηνπο γηα ηελ πξνεδξία ζηελ θάζε επαξρία ζπλδένληαη 

πνιχ έληνλα, φπσο είλαη αλακελφκελν, κε ηνλ ζπλνιηθφ αξηζκφ ςήθσλ. Σν ΢ρήκα 6.7 δίλεη ηε γξαθηθή 

παξάζηαζε (ζε ινγαξηζκηθή θιίκαθα) ησλ ςήθσλ ησλ 2 επηθξαηέζηεξσλ ππνςεθίσλ Bush θαη Kerry αλά 

επαξρία, σο πξνο ηνλ ζπλνιηθφ αξηζκφ ςήθσλ ζηελ επαξρία. Οη εληνιέο ζηελ R κε ηηο νπνίεο πξνθχπηνπλ νη 

γξαθηθέο παξαζηάζεηο είλαη 

> plot(election$votes,election$Bush, xlab="votes", ylab="Bush",log="xy") 

> plot(election$votes,election$Kerry, xlab="votes", ylab="Kerry",log="xy") 

 

Στήμα 6.7 Γξαθηθή παξάζηαζε ησλ ςήθσλ ησλ Bush θαη Kerry αλά επαξρία σο πξνο ηηο ζπλνιηθέο ςήθνπο 

ηεο επαξρίαο (ζε ινγαξηζκηθή θιίκαθα). 

Θα ρξεζηκνπνηήζνπκε ηα δεδνκέλα election κε ζθνπφ λα εθαξκφζνπκε δεηγκαηνιεςία θαηά νκάδεο, κε 

νκάδεο ηηο επαξρίεο, ζε έλα ζηάδην θαη κε πηζαλφηεηεο αλάινγεο ηνπ κεγέζνπο, φπνπ σο κέγεζνο ηεο επαξρίαο 

ζα είλαη νη ζπλνιηθνί ςήθνη πνπ θαηαγξάθεθαλ γηα ηελ επαξρία θαη δίλνληαη ζηε ζηήιε κε φλνκα Votes. Σν 

κέγεζνο ηεο δεηγκαηνιεςίαο είλαη 40 θαη ε δεηγκαηνιεςία ζα γίλεη (i) ρσξίο επαλαηνπνζέηεζε θαη (ii) κε 

επαλαηνπνζέηεζε. ΢θνπφο καο είλαη λα εθηηκήζνπκε ηνλ ζπλνιηθφ αξηζκφ ςήθσλ ησλ 3 ππνςεθίσλ γηα φιε 

ηε ρψξα θαζψο θαη ηα ηππηθά ζθάικαηα ησλ εθηηκήζεσλ. Σν κέγεζνο δείγκαηνο έρεη επηιεγεί σο 40 γηα 

ζχγθξηζε κε ηα απνηειέζκαηα ίδηνπ κεγέζνπο δείγκαηνο πνπ βξίζθνληαη ζηε ζειίδα https://cran.r-

project.org/web/packages/survey/survey.pdf. 

Γηα ηελ απάληεζε ησλ εξσηεκάησλ ηνπ παξαδείγκαηνο ρξεζηκνπνηνχκε ην παθέην TeachingSampling 

ηεο R. Δλαιιαθηηθά, ε ίδηα αλάιπζε κπνξεί λα γίλεη ζηαδηαθά κε ηε βνήζεηα δχν άιισλ παθέησλ ηεο R: (α) ην 

παθέην sampling γηα ηελ επηινγή ηνπ δείγκαηνο, θαη (β) ην παθέην survey γηα ηελ αλάιπζε ησλ δεδνκέλσλ 

ηνπ δείγκαηνο πνπ πξνθχπηνπλ.  

 

Σα δηαδνρηθά βήκαηα ζην πεξηβάιινλ ηεο R είλαη: 
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Αξρηθά, θαινχκε ην παθέην απφ ην νπνίν ζα πάξνπκε ηα δεδνκέλα ηεο εθαξκνγήο θαη, ζηε ζπλέρεηα, 

θέξλνπκε ηα δεδνκέλα ζην πεξηβάιινλ εξγαζίαο: 

> library(survey) 

> data(election) 

 

Οη πέληε πξψηεο γξακκέο ησλ δεδνκέλσλ είλαη 

> election[1:5,] 

   County TotPrecincts PrecinctsReporting   Bush Kerry Nader  votes           p 

1  Alaska          439                439 151876 86064  3890 241830 0.083246769 

2 Autauga           22                 22  15212  4774    74  20060 0.006905389 

3 Baldwin           50                 50  52910 15579   371  68860 0.023704141 

4 Barbour           24                 24   5893  4826    26  10745 0.003698824 

5    Bibb           16                 16   5471  2089    12   7572 0.002606561 

 

(i) Γηα ην πξψην εξψηεκα (δεηγκαηνιεςία ρσξίο επαλαηνπνζέηεζε), επηζπκνχκε λα εθαξκφζνπκε pps ζην 

επίπεδν ησλ νκάδσλ θαη λα επηιέμνπκε έλα δείγκα κεγέζνπο 40 ρσξίο επαλαηνπνζέηεζε. Δπηιέγνπκε ην 

δείγκα κε ρξήζε ηεο θαηάιιειεο ζπλάξηεζεο ηνπ παθέηνπ TeachingSampling, κε φλνκα S.piPS. Σα 

βαζηθά νξίζκαηα ηεο ζπλάξηεζεο είλαη ην κέγεζνο δείγκαηνο πνπ επηζπκνχκε θαη έλα δηάλπζκα πνπ πεξηέρεη 

ηηο πηζαλφηεηεο 𝜋𝑖  γηα θάζε νκάδα ηνπ πιεζπζκνχ (άξα δηάζηαζε φζε ν πιεζπζκφο) ή, ελαιιαθηηθά, κηα 

βνεζεηηθή κεηαβιεηή δηαζέζηκε γηα φινλ ηνλ πιεζπζκφ βάζεη ηεο νπνίαο ζα ππνινγίζεη ηηο 𝜋𝑖  ππνζέηνληαο 

pps. Γηα ην παξάδεηγκά καο, ε κεηαβιεηή απηή είλαη ε ζηήιε votes. 

> library(TeachingSampling) 

> sample<-S.piPS(40, election$votes) 

Σν απνηέιεζκα ηεο ζπλάξηεζεο S.piPS ζα είλαη έλαο πίλαθαο δχν ζηειψλ κε γξακκέο φζεο θαη ην κέγεζνο 

ηνπ δείγκαηνο, δει. 40 γηα ην παξάδεηγκα. ΢ηελ πξψηε ζηήιε, είλαη νη ζέζεηο ησλ επηιεγκέλσλ ζην δείγκα 

νκάδσλ θαη ζηε δεχηεξε, νη πηζαλφηεηεο επηινγήο γηα ηελ θαζεκία. 

Να ζεκεηψζνπκε φηη νη πηζαλφηεηεο 𝜋𝑖  κπνξνχλ λα ππνινγηζηνχλ θαη αλεμάξηεηα, κε ηελ εληνιή 

> p<-40*election$votes/sum(election$votes) 

θαη είλαη ε ηειεπηαία ζηήιε ζην αξρείν ησλ δεδνκέλσλ καο. 

 

Γηα ηνλ ππνινγηζκφ ησλ εθηηκεηψλ ησλ ζπλνιηθψλ ςήθσλ πνπ απνθφκηζαλ νη ππνςήθηνη βάζεη ηνπ 

δείγκαηνο, θάλνπκε ρξήζε ηεο ζπλάξηεζεο Ε.piPS ηνπ ίδηνπ παθέηνπ. Σα δχν βαζηθά νξίζκαηα ηεο 

Ε.piPS είλαη ην δείγκα (κία ή πεξηζζφηεξεο κεηαβιεηέο γηα ηηο νπνίεο επηζπκνχκε λα εθηηκήζνπκε ην 

ζχλνιν ζηνλ πιεζπζκφ) θαη νη πηζαλφηεηεο 𝜋𝑖  πνπ αληηζηνηρνχλ ζε θάζε παξαηήξεζε ηνπ δείγκαηνο. Ζ 

Ε.piPS επηζηξέθεη ηελ αξηζκεηηθή ηηκή ηνπ εθηηκεηή Ζorvitz Thompson, θαζψο θαη κηα εθηίκεζε ηνπ 

ηππηθνχ ηνπ ζθάικαηνο θαη ηνπ ζπληειεζηή κεηαβιεηφηεηαο. Γηα ηελ εθαξκνγή: 

> E.piPS(election[sample,c('Bush','Kerry', 'Nader')], Pik=sample[,2]) 

                        N         Bush        Kerry        Nader 

Estimation     5034.27811 6.261107e+07 5.318155e+07 4.064882e+05 

Standard Error 1423.55676 2.141374e+06 2.116914e+06 7.794600e+04 

CVE              28.27728 3.420120e+00 3.980543e+00 1.917547e+01 

DEFF                  Inf 2.251434e-04 8.518556e-05 5.705791e-03 

Άξα, κε βάζε ην δείγκα θαηά νκάδεο ζε έλα ζηάδην, κεγέζνπο 40 επαξρηψλ απφ ηηο 4600 ζπλνιηθά ηνπ 

πιεζπζκνχ, εθηηκνχκε φηη ν Bush ζπγθεληξψλεη ζπλνιηθά 62611070 ςήθνπο, ν Kerry 53181550 θαη ν Nader 

406488. Σα ηππηθά ζθάικαηα είλαη ζηε δεχηεξε γξακκή ησλ απνηειεζκάησλ. Ζ ηξίηε θαη ηέηαξηε γξακκή 

δίλνπλ ην εθηηκψκελν CV ηεο εθηίκεζεο θαη ηελ επίδξαζε ηνπ δεηγκαηνιεπηηθνχ ζρεδίνπ ζε ζρέζε κε ηελ 

α.η.δ. αληίζηνηρα.  
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(ii) Γεηγκαηνιεςία pps κε επαλαηνπνζέηεζε. Σν δείγκα ιακβάλεηαη κε ηελ εληνιή 

> wrsample<-S.PPS(40,election$votes) 

θάλνληαο ρξήζε ηεο θαηάιιειεο ζπλάξηεζεο S.PPS ηνπ ίδηνπ παθέηνπ γηα επηινγή ηνπ δείγκαηνο κε 

επαλαηνπνζέηεζε. Ζ ζχληαμε θαη ην απνηέιεζκα ηεο S.PPS είλαη φπσο εθείλν ηεο S.piPS ζπλάξηεζεο γηα 

επηινγή ρσξίο επαλαηνπνζέηεζε. 

Ζ αληίζηνηρε ζπλάξηεζε γηα ηελ εμαγσγή ησλ εθηηκεηψλ θαη ησλ ηδηνηήησλ ηνπο είλαη ε E.PPS, ε νπνία 

νκνίσο ζπληάζζεηαη φπσο θαη ε Ε.piPS. Γηα ηελ εθαξκνγή, ζα είλαη: 

 

>E.PPS(election[wrsample,c('Bush','Kerry','Nader')], pk=wrsample[,2]) 

                       N         Bush        Kerry        Nader 

Estimation     3453.7451 5.905086e+07 5.676093e+07 3.873155e+05 

Standard Error 1462.6057 2.697460e+06 2.677947e+06 8.773848e+04 

CVE              42.3484 4.568028e+00 4.717941e+00 2.265297e+01 

DEFF                 Inf 4.945596e-04 1.375623e-04 7.783956e-03 

 

Άξα, κε βάζε ην δεχηεξν δείγκα, εθηηκνχκε φηη ν Bush ζπγθεληξψλεη ζπλνιηθά 59050860 ςήθνπο, ν Kerry 

56760930 θαη ν Nader 387315. Σα ηππηθά ζθάικαηα ησλ εθηηκεηψλ είλαη κεγαιχηεξα απφ εθείλα ηνπ 

αληίζηνηρνπ δείγκαηνο κε επαλαηνπνζέηεζε. 

 

Σέινο, σο έλα επηπιένλ εξψηεκα ζην Παξάδεηγκα, έζησ φηη νη επαξρίεο ήηαλ ρσξηζκέλεο ζε ζηξψκαηα θαη 

επηζπκνχζακε λα επαλαιάβνπκε ηελ ίδηα εθηίκεζε ηνπ εξσηήκαηνο (i) επηιέγνληαο ηηο 40 επαξρίεο φρη απφ 

ηνλ εληαίν πιεζπζκφ, αιιά απφ ηα ζηξψκαηα πνπ απνηεινχλ ηνλ πιεζπζκφ. Μέζα ζε θάζε ζηξψκα, ε 

επηινγή ησλ επαξρηψλ ζα γίλεη θαη πάιη κε pps. Γηα ηα δεδνκέλα ηνπ παξαδείγκαηνο δελ ππάξρνπλ ζηξψκαηα. 

Θα δεκηνπξγήζνπκε κηα ζηήιε κε ζηξψκαηα, κφλν γηα ηνπο ζθνπνχο ηεο εθαξκνγήο. 

Έζησ φηη νη πξψηεο 1000 παξαηεξήζεηο είλαη ην 1ν ζηξψκα, νη επφκελεο 1000 είλαη ην 2ν θαη φιεο νη 

ππφινηπεο ην 3ν ζηξψκα. Πξνθεηκέλνπ λα θάλνπκε ρξήζε ηεο ζηξσκαηνπνίεζεο, δεκηνπξγνχκε κία λέα 

ζηήιε, ε νπνία ζα ρξεζηκεχζεη σο δείθηεο ηνπ ζηξψκαηνο. ΢πλεπψο, ζηηο 8 ζπλνιηθά ζηήιεο ησλ δεδνκέλσλ, 

πξνζζέηνπκε κία ηειεπηαία, ηελ έλαηε, ε νπνία ζα έρεη ζηνηρεία 1, 2 θαη 3 θαηά κήθνο ησλ γξακκψλ. 

Δηδηθφηεξα: 1 γηα ηηο γξακκέο 1 έσο 1000, 2 γηα ηηο γξακκέο 1001 έσο 2000 θαη 3 γηα ηηο ππφινηπεο γξακκέο 

δει. 2001 έσο 4600. Σέινο, νλνκάδνπκε ηε ζηήιε απηή strata γηαηί απηή δειψλεη ην ζηξψκα ζην νπνίν 

αλήθεη ε θάζε παξαηήξεζε. Οη εληνιέο γηα ηε δεκηνπξγία θαη νλνκαζία ηεο ζηήιεο είλαη: 

> election[1:1000,9]<-1 

> election[1001:2000,9]<-2 

> election[2001:4600,9]<-3 

> dimnames(election)[[2]][9]<-'strata' 

 

Ζ ζπλάξηεζε S.STpiPS είλαη ε αλάινγε ηεο S.piPS γηα ηελ επηινγή δείγκαηνο pps ζε ζηξσκαηνπνηεκέλν 

πιεζπζκφ. Ζ ζχληαμε είλαη εχθνιε: δίλεη θαλείο πξψηα ηε ζηήιε πνπ δειψλεη ζε πνην ζηξψκα αλήθεη ε θάζε 

παξαηήξεζε ηνπ πιεζπζκνχ, ηηο πηζαλφηεηεο ζπκπεξίιεςεο πξψηεο ηάμεο ή ηε βνεζεηηθή κεηαβιεηή κε ηε 

βνήζεηα ηεο νπνίαο ζα ππνινγηζηνχλ, θαη έλα δηάλπζκα κε ηα κεγέζε ηνπ δείγκαηνο πνπ επηζπκνχκε αλά 

ζηξψκα. Έζησ φηη γηα ην ζπλνιηθφ δείγκα κεγέζνπο 40, επηζπκνχκε 10 παξαηεξήζεηο λα επηιεγνχλ απφ ην 1ν 

ζηξψκα, 10 απφ ην 2ν θαη 20 απφ ην 3ν. Άξα, ην δηάλπζκα ησλ κεγεζψλ ηνπ δείγκαηνο αλά ζηξψκα ζα είλαη 

ην c(10,10,20). 

> st.sample<-S.STpiPS(election$strata,election$votes,c(10,10,20)) 

Ζ εθηίκεζε ηνπ αξηζκνχ ησλ ςήθσλ ησλ ππνςεθίσλ αλά ζηξψκα θαη ζπλνιηθά γηα ηνλ πιεζπζκφ γίλεηαη 

κέζσ ηεο ζπλάξηεζεο E.STpiPS, αλάινγεο ηεο E.piPS γηα ηνλ κε-ζηξσκαηνπνηεκέλν πιεζπζκφ. Ζ 
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ζχληαμε είλαη παξφκνηα, κε έλα επηπιένλ φξηζκα πνπ δίλεη ηελ πιεξνθνξία ηνπ ζηξψκαηνο απφ ην νπνίν 

πξνέξρεηαη ε θάζε παξαηήξεζε ηνπ δείγκαηνο. 

 

>E.STpiPS(election[st.sample,c('Bush','Kerry','Nader')], 

pik=st.sample[,2], election[st.sample,9]) 

, , Bush 

                          1            2            3   Population 

Estimation     1.839233e+07 6.493610e+06 3.515954e+07 6.004548e+07 

Standard Error 2.220841e+06 3.636038e+05 2.244177e+06 2.197413e+03 

CVE            1.207482e+01 5.599410e+00 6.382840e+00 7.806844e-05 

DEFF           1.726668e-02 2.915425e-03 1.236179e-02 5.574997e-13 

, , Kerry 

                          1            2            3   Population 

Estimation     2.071375e+07 4.249511e+06 3.078103e+07 5.574430e+07 

Standard Error 2.205509e+06 3.666277e+05 2.216730e+06 2.188348e+03 

CVE            1.064756e+01 8.627526e+00 7.201610e+00 8.391851e-05 

DEFF           4.422341e-03 9.326844e-03 3.320159e-03 1.598574e-13 

, , Nader 

                          1            2            3   Population 

Estimation     9.652006e+04 3.471623e+04 2.780948e+05 4.093311e+05 

Standard Error 3.055273e+04 8.507722e+03 6.944690e+04 3.294045e+02 

CVE            3.165428e+01 2.450647e+01 2.497239e+01 4.433943e-03 

DEFF           6.517611e-01 1.116180e-02 1.467612e-02 1.442602e-09 

 

Ζ ηειεπηαία ζηήιε γηα ηνλ θάζε ππνςήθην αλαθέξεηαη ζηηο εθηηκήζεηο γηα ηνλ ζπλνιηθφ πιεζπζκφ θαη, φπσο 

παξαηεξνχκε, ηα ηππηθά ζθάικαηα απηά είλαη αξθεηά κηθξφηεξα απφ ηα αληίζηνηρα ησλ εξσηεκάησλ (i) θαη 

(ii) ιφγσ ηεο ζηξσκαηνπνηεκέλεο δεηγκαηνιεςίαο. 

6.6. Γεηγκαηνιεςία θαηά νκάδεο, ζε δύν ζηάδηα κε ίζεο πηζαλόηεηεο 

΢χκθσλα κε ηε κέζνδν δεηγκαηνιεςίαο θαηά νκάδεο ζε δχν ζηάδηα, πξαγκαηνπνηείηαη κία δεηγκαηνιεςία ζε 

θαζέλα απφ ηα δχν επίπεδα ηεο δεηγκαηνιεπηηθήο κνλάδαο. ΢πγθεθξηκέλα, επηιέγεηαη αξρηθά έλα δείγκα απφ 

ην ζχλνιν ησλ νκάδσλ ηνπ πιεζπζκνχ θαη ζηε ζπλέρεηα επηιέγεηαη έλα δείγκα ζηνηρείσλ (ssu) απφ ηηο ήδε 

επηιεγκέλεο νκάδεο. Οη ιφγνη πνπ νδεγνχλ ζε δεηγκαηνιεςία θαηά νκάδεο ζε δχν ζηάδηα αληί γηα έλα είλαη: 

(i) Σν κεγάιν κέγεζνο νξηζκέλσλ νκάδσλ. Αλ ε δεηγκαηνιεςία είλαη ζε έλα ζηάδην, ηφηε ε επηινγή 

κηαο νκάδαο κε κεγάιν κέγεζνο πξνθαιεί κεγάιε αχμεζε ζην κέγεζνο ηνπ δείγκαηνο ζε επίπεδν 

ζηνηρείσλ. Δάλ ιφγσ θφζηνπο ηεο έξεπλαο ή ρξφλνπ δηεμαγσγήο, ππάξρεη κία αλψηαηε επηηξεπηή 

ηηκή σο πξνο ην κέγεζνο ηνπ ηειηθνχ δείγκαηνο, ππάξρεη ν θίλδπλνο ε επηινγή κηαο κεγάιεο νκάδαο 

λα ζπκπιεξψζεη ην κέγεζνο απηφ θαη λα απνηξέςεη ηελ πεξαηηέξσ επηινγή άιισλ νκάδσλ. 

(ii) Ζ κεγάιε νκνηνγέλεηα ησλ ζηνηρείσλ πνπ απαξηίδνπλ ηελ νκάδα. ΢ε απηέο ηηο πεξηπηψζεηο, ε 

απνγξαθή απμάλεη ην θφζηνο θαη ην κέγεζνο ηεο έξεπλαο, ρσξίο λα πξνζθέξεη απνηειεζκαηηθνχο 

εθηηκεηέο. 

(iii) Ζ επηζπκία κεγαιχηεξεο θάιπςεο ηνπ πιεζπζκνχ θαη 

(iv) Σν θφζηνο: Μεξηθέο θνξέο θνζηίδεη εμίζνπ αθξηβά ε δεηγκαηνιεςία ζε επίπεδν ssu κε ηε 

δεηγκαηνιεςία ζε επίπεδν psu. ΢ηηο πεξηπηψζεηο απηέο, είλαη πξνηηκφηεξν ην κέγεζνο δείγκαηνο (θαη 

άξα θαη ην θφζηνο ηεο έξεπλαο) λα θαηαλεκεζεί ζε πεξηζζφηεξα psu ηνπ πιεζπζκνχ, κε ζθνπφ ηελ 

αχμεζε ηεο απνηειεζκαηηθφηεηαο ησλ εθηηκεηψλ. 
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Γηα ηε κειέηε ησλ εθηηκεηψλ θαη ησλ ηδηνηήησλ ηνπο, ζεσξνχκε, φπσο θαη ζηε δεηγκαηνιεςία ζε έλα ζηάδην, 

δχν ππνπεξηπηψζεηο σο πξνο ην κέγεζνο ησλ νκάδσλ. 

6.6.1 Οκάδεο ίζνπ κεγέζνπο 

Γηα ηε δεηγκαηνιεςία θαηά νκάδεο ζε δχν ζηάδηα, κε 𝛭 νκάδεο ίζνπ κεγέζνπο 𝐾 ζηνηρείσλ, ζεσξνχκε φηη ε 

δηαδηθαζία δεηγκαηνιεςίαο απνηειείηαη απφ ηα βήκαηα: 

(i) Δπηινγή κε α.η.δ. 𝑚 απφ ηηο 𝛭 νκάδεο ηνπ πιεζπζκνχ. 

(ii) Δπηινγή κε α.η.δ. 𝑘 απφ ηα 𝐾 ζηνηρεία ηεο 𝑖 (𝑖 = 1,2, … , 𝑚) επηιεγκέλεο νκάδαο. 

Έζησ 𝑓1 = 𝑚/𝑀 θαη 𝑓2 = 𝑘/𝐾, ην πειίθν δείγκαηνο γηα ην πξψην θαη ην δεχηεξν ζηάδην δεηγκαηνιεςίαο, 

αληίζηνηρα. 

Αο εμεηάζνπκε ζηε ζπλέρεηα ηελ εθηίκεζε ηεο πιεζπζκηαθήο κέζεο ηηκήο, φηαλ ην δείγκα έρεη επηιεγεί 

ζχκθσλα κε ην δεηγκαηνιεπηηθφ ζρέδην φπσο έρεη πεξηγξαθεί παξαπάλσ. Σν κέγεζνο ηνπ δείγκαηνο πνπ ζα 

ζπιιεγεί ηειηθά, ζε επίπεδν ssu, είλαη 𝑛 = 𝑚𝑘. Γηαηεξψληαο ηνλ ζπκβνιηζκφ ηνπ Πίλαθα 6.3, έλαο εθηηκεηήο 

γηα ηελ άγλσζηε κέζε ηηκή 𝑌  δίλεηαη αλάινγα κε ηελ έθθξαζε (6.1) γηα ηελ πεξίπησζε ηνπ ελφο ζηαδίνπ κε 

ίζα κεγέζε. Θα είλαη: 

 𝛸 𝑐𝑙 ,2 = 𝑌  =
1

𝑚𝑘
  𝑋𝑖𝑗

𝑘

𝑗 =1

𝑚

𝑖=1

 (6.20) 

ή ηζνδχλακα: 

𝛸 𝑐𝑙 ,2 = 𝑌  =
1

𝑚
 𝑋 𝑖

𝑚

𝑖=1

 

Δχθνια επηβεβαηψλεηαη, κε ρξήζε ηεο ππφζεζεο ηεο α.η.δ., φηη ν εθηηκεηήο απηφο, φπσο θαη ζηελ πεξίπησζε 

ηνπ (6.1), είλαη ακεξφιεπηνο. Ζ δηαθχκαλζε ηνπ εθηηκεηή 𝛸 𝑐𝑙 ,2 πξνθχπηεη απφ ηε δηαθχκαλζε ηνπ εθηηκεηή 

(6.1) πνπ δίλεηαη απφ ηε ζρέζε (6.2), κε έλαλ επηπιένλ φξν, ν νπνίνο εμεγεί ηελ επηπιένλ κεηαβιεηφηεηα πνπ 

ππεηζέξρεηαη ζηελ έξεπλα ιφγσ ηεο εθηίκεζεο αληί γηα απνγξαθή ησλ κέζσλ ηηκψλ ησλ νκάδσλ 𝑈 𝑖  (𝑖 =
1,2, … , 𝑀). Αλαιπηηθφηεξα, ε δηαθχκαλζε δίλεηαη απφ ηνλ ηχπν: 

 Var 𝛸 𝑐𝑙 ,2 =
1

𝑚
 1 − 𝑓1  

 𝑈 𝑖 − 𝑌  2

𝑀 − 1

𝑀

𝑖=1

+
1

𝑚𝑘
 1 − 𝑓2   

 𝑌𝑖𝑗 − 𝑈 𝑖 
2

𝑀(𝐾 − 1)

𝐾

𝑗 =1

𝑀

𝑖=1

 (6.21) 

 

Αλ ζπκβνιίζνπκε (ζε αλαινγία κε ηελ 𝑆𝑤𝑠𝑦  
2  ζηε ζπζηεκαηηθή) κε: 

𝑆𝑤
2 =   

 𝑌𝑖𝑗 − 𝑈 𝑖 
2

𝑀 𝐾 − 1 

𝐾

𝑗 =1

𝑀

𝑖=1

 

ηε κέζε δηαθχκαλζε ζην εζσηεξηθφ ησλ νκάδσλ (average within-cluster variance) θαη κε: 

𝑆𝑏
2 =  

 𝑈 𝑖 − 𝑌  2

𝑀 − 1

𝑀

𝑖=1

 

ηε δηαθχκαλζε κεηαμχ ησλ κέζσλ ησλ νκάδσλ γηα ηνλ πιεζπζκφ (between clusters variance) ηφηε ε 

δηαθχκαλζε ηνπ 𝛸 𝑐𝑙 ,2 γξάθεηαη ηζνδχλακα: 
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Var 𝛸 𝑐𝑙 ,2 =
1

𝑚
 1 − 𝑓1 𝑆𝑏

2 +
1

𝑚𝑘
 1 − 𝑓2 𝑆𝑤

2  

Δπίζεο: 

Var 𝛸 𝑐𝑙 ,2 = 𝑉𝑎𝑟 𝛸 𝑐𝑙  +
1

𝑚𝑘
 1 − 𝑓2 𝑆𝑤

2  

φπνπ Var 𝛸 𝑐𝑙  είλαη ε δηαθχκαλζε ηνπ εθηηκεηή φηαλ έρεη πξαγκαηνπνηεζεί δεηγκαηνιεςία ζε έλα ζηάδην. 

Γηαπηζηψλνπκε ζπλεπψο, φηη ε δηαθχκαλζε ηνπ 𝛸 𝑐𝑙 ,2 εμαξηάηαη απφ ηελ „κεηαμχ ησλ νκάδσλ‟ κεηαβιεηφηεηα 

(= Var 𝛸 𝑐𝑙 ) ε νπνία νθείιεηαη ζηε δεηγκαηνιεςία ζην πξψην ζηάδην, θαη απφ ηε κεηαβιεηφηεηα „ζην 

εζσηεξηθφ ησλ νκάδσλ‟ ε νπνία νθείιεηαη ζηε δεηγκαηνιεςία έλαληη ηεο απνγξαθήο, θαηά ην δεχηεξν 

ζηάδην. 

΢ηελ πξάμε, γηα ηηο πεξηζζφηεξεο έξεπλεο ζε δχν ζηάδηα, ν δεχηεξνο πξνζζεηένο ζηε δηαθχκαλζε ηνπ 𝛸 𝑐𝑙 ,2 

είλαη αξθεηά κηθξφηεξνο ζε ζρέζε κε ηνλ πξψην, ζε βαζκφ πνπ κπνξεί λα παξαιεηθζεί. Σν θαηλφκελν απηφ 

νθείιεηαη ζην γεγνλφο φηη ζηελ πξάμε ζπλαληάηαη ζπλήζσο κεγαιχηεξε δηαθνξά ζηνπο κέζνπο κεηαμχ ησλ 

νκάδσλ, παξά ζηηο παξαηεξήζεηο πνπ αλήθνπλ ζηελ ίδηα νκάδα. 

Μηα ζρέζε πνπ ζπλδέεη ηηο κεηαβιεηφηεηεο 𝑆𝑏
2 θαη 𝑆𝑤

2  πξνθχπηεη απφ ηνλ ηχπν ΑΝΑΓΗΑ γηα ηνλ πιεζπζκφ ν 

νπνίνο είλαη ρσξηζκέλνο ζε νκάδεο: 

𝛮 − 1

𝛮
𝑆2 =

𝑀 − 1

𝑀
𝑆𝑏

2 +
𝐾 − 1

𝐾
𝑆𝑤

2  

Δθηηκψληαο ηηο κεηαβιεηφηεηεο 𝑆𝑏
2 θαη 𝑆𝑤

2  κε ηηο αληίζηνηρεο δεηγκαηηθέο: 

𝑠𝑏
2 =  

 𝑋 𝑖 − 𝑌   
2

𝑚 − 1

𝑚

𝑖=1

 

θαη: 

𝑠𝑤
2 =   

 𝑋𝑖𝑗 − 𝑋 𝑖 
2

𝑚 𝑘 − 1 

𝑘

𝑗 =1

𝑚

𝑖=1

 

ε εθηηκψκελε δηαθχκαλζε ηνπ 𝛸 𝑐𝑙 ,2 απνδεηθλχεηαη φηη δίλεηαη απφ ηε ζρέζε: 

 Va r 𝛸 𝑐𝑙 ,2 =
1

𝑚
 1 − 𝑓1 𝑠𝑏

2 +
1

𝑀𝑘
 1 − 𝑓2 𝑠𝑤

2  (6.22) 

Σν ηππηθφ ζθάικα θαη ην εθηηκψκελν ηππηθφ ζθάικα ηνπ εθηηκεηή 𝛸 𝑐𝑙 ,2 πξνθχπηνπλ θαηά ηα γλσζηά σο ε 

ηεηξαγσληθή ξίδα ησλ ζρέζεσλ (6.21) θαη (6.22) αληίζηνηρα. 

6.6.2 Οκάδεο άληζνπ κεγέζνπο 

Κάησ απφ ηελ ππφζεζε ηνπ άληζνπ κεγέζνπο ησλ ζπζηάδσλ, ε δεηγκαηνιεςία ζε δχν ζηάδηα απνηειείηαη απφ 

ηα εμήο βήκαηα: 

(i) Δπηινγή κε α.η.δ. 𝑚 απφ ηηο 𝛭 νκάδεο ηνπ πιεζπζκνχ. 

(ii) Δπηινγή κε α.η.δ. 𝑘𝑖  απφ ηα 𝐾𝑖  ζηνηρεία ηεο 𝑖 (𝑖 = 1,2, … , 𝑚) επηιεγκέλεο νκάδαο 

 

Έζησ 𝑓1 = 𝑚/𝑀 θαη 𝑓2𝑖 = 𝑘𝑖/𝐾𝑖  (𝑖 = 1,2, … , 𝑚) ην πειίθν δείγκαηνο γηα ην πξψην θαη ην δεχηεξν ζηάδην 

δεηγκαηνιεςίαο αληίζηνηρα. 



 

 
151 

Ο εθηηκεηήο πνπ πηνζεηείηαη σο ν εθηηκεηήο ηνπ κέζνπ ηνπ πιεζπζκνχ είλαη ν: 

 𝛸′ 𝑐𝑙 ,2 = 𝑌  =
𝛭

𝛮𝑚
 𝐾𝑖

1

𝑘𝑖
 𝑋𝑖𝑗

𝑘𝑖

𝑗 =1

𝑚

𝑖=1

=
𝛭

𝛮𝑚
 𝐾𝑖

𝑚

𝑖=1

𝑋  𝑖  (6.23) 

φπνπ 𝛮 = 𝐾1 + 𝐾2 + ⋯ + 𝐾𝛭 . 

Ο εθηηκεηήο απνδεηθλχεηαη φηη είλαη ακεξφιεπηνο, θαη έλαο ακεξφιεπηνο εθηηκεηήο ηεο δηαθχκαλζήο ηνπ 

δίλεηαη απφ ηε ζρέζε: 

 Var 𝛸′ 𝑐𝑙 ,2 =
1

𝑚𝛫 2
 1 − 𝑓1  

 𝐾𝑖𝑋 
 
𝑖 − 𝑌 𝑇/𝑀 

2

𝑚 − 1

𝑚

𝑖=1

+
𝑓1

𝑚2𝛫 2
  1 − 𝑓2𝑖 𝐾𝑖

2𝑠𝑖
2/𝑘𝑖

𝑚

𝑖=1

 (6.24) 

Αλάινγα κε ηελ πεξίπησζε ηεο δεηγκαηνιεςίαο ζε έλα ζηάδην, νξίδεηαη θαη ν εθηηκεηήο ιφγνπ γηα ηελ 

πιεζπζκηαθή κέζε ηηκή, πνπ δελ έρεη ηελ ηδηφηεηα ηεο ακεξνιεςίαο. 

Παξάδεηγκα 6.6 

Σα δεδνκέλα είλαη απφ ην βηβιίν Levy & Lemeshow (1999, ζει. 309). Έζησ φηη ζε κηα πεξηνρή κε δέθα 

Ννζνθνκεία ζπλνιηθά, επηιέγνληαη 3 εμ απηψλ κε ίζεο πηζαλφηεηεο, θαη απφ ην θάζε Ννζνθνκείν ηνπ 

δείγκαηνο, επηιέγεηαη ζηε ζπλέρεηα έλα ππνζχλνιν αζζελψλ ηνπ, κε ζθνπφ λα γίλεη ε θαηαγξαθή θαη ε 

εθηίκεζε ζηε ζπλέρεηα ηνπ ζπλνιηθνχ αξηζκνχ αζζελψλ πνπ δελ θαηάθεξαλ λα βγνπλ απφ ην Ννζνθνκείν ελ 

δσή. Σα δεδνκέλα είλαη ζηε ζειίδα http://www.ats.ucla.edu/stat/examples/sop/ θαη απνηεινχληαη απφ 708 

γξακκέο πνπ αληηζηνηρνχλ ζε αζζελείο θαη 9 ζηήιεο. Δλδεηθηηθά, ηα δεδνκέλα έρνπλ ηε κνξθή: 

> pt210 

    HOSPNO  ID LIFETHRT DXDEAD       W1       W2        W  M X_TOTAL_ 

1        1   1        1      1 3.333332 9.995338 33.31778 10     4288 

2        1   2        1      1 3.333332 9.995338 33.31778 10     4288 

3        1   3        1      1 3.333332 9.995338 33.31778 10     4288 

4        1   4        1      1 3.333332 9.995338 33.31778 10     4288 

.        .   .        .      . .        .        .        .      . 

443      4 443        1      0 3.333332  9.968750 33.22916 10    638 

444      4 444        1      0 3.333332  9.968750 33.22916 10    638 

445      4 445        1      0 3.333332  9.968750 33.22916 10    638 

446      4 446        1      0 3.333332  9.968750 33.22916 10    638 

.        .   .        .      . .         .        .        .     . 

503     10 503        1      0 3.333332 10.018600 33.39532 10    2154 

504     10 504        1      0 3.333332 10.018600 33.39532 10    2154 

505     10 505        1      0 3.333332 10.018600 33.39532 10    2154 

506     10 506        1      0 3.333332 10.018600 33.39532 10    2154 

Ζ κεηαβιεηή HOSPNO είλαη ν α/α ηνπ Ννζνθνκείνπ πνπ έρεη επηιεγεί ζην δείγκα (1, 4 θαη 10 γηα ηα δεδνκέλα 

γηαηί επηιέρζεθαλ νη ηξεηο νκάδεο κε α/α 1, 4, 10), ε κεηαβιεηή LIFETHRT είλαη ε δίηηκε κεηαβιεηή πνπ 

δειψλεη εάλ ν αζζελήο θαηά ηελ εηζαγσγή ηνπ ζην Ννζνθνκείν ήηαλ ζε θξίζηκε θαηάζηαζε πγείαο ψζηε λα 

θηλδπλεχεη ε δσή ηνπ (1 = λαη, 0 = φρη), DXDEAD ε δίηηκε κεηαβιεηή πνπ δειψλεη εάλ ν αζζελήο επηβηψλεη 

κεηά ηελ εηζαγσγή ηνπ ζην Ννζνθνκείν (1 = φρη, 0 = λαη), M είλαη ν αξηζκφο ησλ Ννζνθνκείσλ ζπλνιηθά, θαη 

X_TOTAL_ ε κεηαβιεηή πνπ δίλεη ην ζχλνιν ησλ αζζελψλ γηα ηα Ννζνθνκεία ηνπ δείγκαηνο. 

Έζησ φηη έρνπκε θέξεη ηα δεδνκέλα ζην πεξηβάιινλ ηεο R θαη φηη είλαη απνζεθεπκέλα κε ην φλνκα pt210. 

Ζ αλάιπζε ησλ δεδνκέλσλ θαη ν ππνινγηζκφο ησλ εθηηκεηψλ ζα γίλεη κε ην παθέην TeachingSampling. 

http://www.ats.ucla.edu/stat/examples/sop/
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H θαηάιιειε ζπλάξηεζε γηα ηε δεηγκαηνιεςία θαηά νκάδεο ζε δχν ζηάδηα είλαη ε E.2SI, ε νπνία έρεη κηα 

ζεηξά απφ νξίζκαηα: 

NI: αξηζκφο νκάδσλ ζηνλ πιεζπζκφ 

nΙ: αξηζκφο νκάδσλ ζην δείγκα 

Ni: αξηζκφο ζηνηρείσλ (ssu) ζε θάζε νκάδα ηνπ δείγκαηνο 

ni: αξηζκφο ζηνηρείσλ (ssu) πνπ επηιέγνληαη (απφ ηηο Ni) 

y: κεηαβιεηή γηα ηελ νπνία ελδηαθεξφκαζηε λα εθηηκήζνπκε ην ζχλνιν 

PSU: κεηαβιεηή πνπ δειψλεη ζε πνηα νκάδα αλήθεη ε θάζε παξαηήξεζε (πξέπεη λα είλαη κεηαβιεηή 

factor). 

Γηα ηα δεδνκέλα, ζα είλαη 

> dim(pt210[pt210$HOSPNO==1,]) 

[1] 429  9 

> dim(pt210[pt210$HOSPNO==4,]) 

[1] 64 9 

> dim(pt210[pt210$HOSPNO==10,]) 

[1] 215  9 

δει. 429 είλαη νη αζζελείο ηνπ δείγκαηνο πνπ επηιέρζεθαλ απφ ην Ννζνθνκείν κε α/α 1 κε ζπλνιηθφ αξηζκφ 

αζζελψλ 4288 (ηειεπηαία ζηήιε), 64 απφ ην Ννζνθνκείν 4 θαη 215 απφ ην Ννζνθνκείν 10. Σα ππφινηπα 

ζηνηρεία είλαη φια άκεζα δηαζέζηκα, νπφηε: 

> E.2SI(10, 3, c(4288,638,2154), c(429,64,215), pt210[,c(3,4)], 

as.factor(pt210[,1])) 

                         N    LIFETHRT      DXDEAD 

Estimation     23600.00000 2932.320491 499.3791798 

Standard Error  8857.60765  773.082694 116.0722562 

CVE               37.53224   26.364195  23.2433111 

DEFF                   Inf    7.185678   0.8502028 

 

Άξα, βάζεη ηνπ δείγκαηνο, εθηηκάηαη φηη ν ζπλνιηθφο αξηζκφο ησλ αζζελψλ νη νπνίνη δελ επηβηψλνπλ είλαη 

499.3791798 θαη ν ζπλνιηθφο αξηζκφο εθείλσλ πνπ ήηαλ ζε θξίζηκε θαηάζηαζε θαηά ηελ εηζαγσγή ηνπο είλαη 

2932.320491. Σα ηππηθά ζθάικαηα ησλ εθηηκεηψλ είλαη 116.0722562 θαη 773.082694 αληίζηνηρα. 

Γηα ηελ εθηίκεζε ηνπ πνζνζηνχ ησλ αζζελψλ πνπ δελ επηβηψλνπλ κεηαμχ εθείλσλ πνπ θαηά ηελ εηζαγσγή 

ηνπο ήηαλ ζε θξίζηκε θαηάζηαζε: 

> p<-499.3791798/2932.320491 

> p 

[1] 0.1703017 

Άξα, ην πνζνζηφ απηφ εθηηκάηαη ζε 17%. 
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Κεθάιαην 7 - ΔΚΣΗΜΖΣΔ΢ ΛΟΓΟΤ ΚΑΗ ΠΑΛΗΝΓΡΟΜΖ΢Ζ΢ 

΢ύλνςε 

Οη εθηηκεηέο ιόγνπ θαη παιηλδξόκεζεο (ratio and regression estimators) κηαο πιεζπζκηαθήο παξακέηξνπ (𝑌 , 

𝑌 𝑇, 𝑃) έρνπλ σο θύξην γλώξηζκα όηη βαζίδνληαη ζε κηα βνεζεηηθή κεηαβιεηή. Ζ ηδέα θαη ζηηο δύν πεξηπηώζεηο 

εθηίκεζεο είλαη λα γίλεη ρξήζε δηαζέζηκσλ δεδνκέλσλ κίαο ή πεξηζζόηεξσλ κεηαβιεηώλ πνπ ζρεηίδνληαη κε ηελ 

θύξηα κεηαβιεηή ηεο έξεπλαο, κε ζθνπό λα βειηησζεί ε εθηίκεζε ησλ παξακέηξσλ ηνπ πιεζπζκνύ γηα ηελ θύξηα 

κεηαβιεηή. Ο εθηηκεηήο ιόγνπ νξίδεηαη κε ηε βνήζεηα ηνπ ιόγνπ ησλ κέζσλ ηηκώλ ή ησλ ζπλόισλ δύν 

ραξαθηεξηζηηθώλ, ελώ ν εθηηκεηήο παιηλδξόκεζεο βαζίδεηαη ζηελ πξνζαξκνγή ελόο γξακκηθνύ κνληέινπ 

παιηλδξόκεζεο κε αλεμάξηεηε κεηαβιεηή ηελ θύξηα κεηαβιεηή ηεο έξεπλαο θαη εμαξηεκέλε/εο ηηο βνεζεηηθέο. Ο 

εθηηκεηήο ιόγνπ δίλεη πην αθξηβή απνηειέζκαηα όηαλ ν ζπληειεζηήο ζπζρέηηζεο κεηαμύ ηεο θύξηαο θαη ηεο 

βνεζεηηθήο κεηαβιεηήο είλαη κεγάινο. Ο εθηηκεηήο παιηλδξόκεζεο είλαη πάληα πην απνηειεζκαηηθόο από ηνλ 

εθηηκεηή πνπ ππνινγίδεηαη ρσξίο ρξήζε βνεζεηηθήο κεηαβιεηήο ε δε απνηειεζκαηηθόηεηά ηνπ είλαη ηόζν 

κεγαιύηεξε, όζν κεγαιύηεξνο είλαη ν ζπληειεζηήο ζπζρέηηζεο κεηαμύ ησλ κεηαβιεηώλ. 

7.1. Δηζαγσγή 

΢ην θεθάιαην απηφ, παξνπζηάδνληαη δχν ηξφπνη εθηίκεζεο νη νπνίνη θάλνπλ ρξήζε κηαο βνεζεηηθήο 

κεηαβιεηήο θαη ζθνπεύνπλ ζηε βειηίσζε ηεο αθξίβεηαο ησλ εθηηκεηώλ πνπ επηηπγράλνληαη θαηά ηε 

δεηγκαηνιεπηηθή έξεπλα. Δίλαη ν εθηηκεηήο ιφγνπ ή πειίθνπ θαη ν εθηηκεηήο παιηλδξφκεζεο. 

΢ην Κεθάιαην 4 -(παξάγξ. 4.1 θαη 4.2), είδακε ηε ρξήζε κηαο βνεζεηηθήο κεηαβιεηήο θαηά ην ζηάδην ηνπ 

ζρεδηαζκνχ ηεο έξεπλαο θαη, εηδηθφηεξα, ζηνλ θαζνξηζκφ ηνπ αξηζκνχ θαη ησλ νξίσλ ησλ ζηξσκάησλ ζε κηα 

ζηξσκαηνπνηεκέλε δεηγκαηνιεςία. Δπίζεο, ζην Κεθάιαην 5 - (παξάγξ. 5.6), είδακε πψο κπνξεί λα 

ρξεζηκνπνηεζεί κηα βνεζεηηθή κεηαβιεηή θαηά ηελ εθαξκνγή ηεο ζπζηεκαηηθήο δεηγκαηνιεςίαο, ψζηε λα 

δηαηαρζνχλ νη κνλάδεο ηνπ πιεζπζκνχ θαη λα επηηεπρζεί κηα αχμνπζα ή θζίλνπζα δηάηαμε κε ζθνπφ ηε 

βειηίσζε ηεο αθξίβεηαο ησλ εθηηκεηψλ ηεο ζπζηεκαηηθήο. ΢ηηο πεξηπηψζεηο πνπ πεξηγξάςακε, ε ρξήζε ηεο 

βνεζεηηθήο κεηαβιεηήο γίλεηαη κφλν θαηά ηε δηάξθεηα ηνπ ζρεδηαζκνχ ηεο έξεπλαο θαη βνεζά ζηνλ επαθξηβή 

θαζνξηζκφ ηνπ δεηγκαηνιεπηηθνχ ζρεδίνπ. Ζ θεληξηθή ηδέα ηνπ εθηηκεηή ιφγνπ θαη ηνπ εθηηκεηή 

παιηλδξφκεζεο είλαη λα γίλεη ρξήζε κηαο βνεζεηηθήο κεηαβιεηήο πνπ ζρεηίδεηαη κε ηελ θχξηα κεηαβιεηή ηεο 

έξεπλαο ζηελ ίδηα ηελ έθθξαζε ηνπ εθηηκεηή θαη φρη κφλν ζηνλ ζρεδηαζκφ ηεο έξεπλαο. Ζ θαζεκηά εθηίκεζε 

αμηνπνηεί κε δηαθνξεηηθφ ηξφπν ηε βνεζεηηθή κεηαβιεηή, αιιά θαη ζηηο δχν πεξηπηψζεηο ν νξηζκφο ηνπ 

εθηηκεηή εκπιέθεη δχν ραξαθηεξηζηηθά. Σν θπξίσο ραξαθηεξηζηηθφ ή ηελ θχξηα εξψηεζε ή κεηαβιεηή ηεο 

έξεπλαο θαη ηε βνεζεηηθή. 

Ο νξηζκφο ησλ εθηηκεηψλ είλαη αξθεηά γεληθφο θαη κπνξεί λα εθαξκνζηεί ζε ζπλδπαζκφ κε θάζε κέζνδν 

δεηγκαηνιεςίαο πνπ έρνπκε κειεηήζεη. Χο πξνο ηε δηεμαγσγή ηεο έξεπλαο, απηφ πνπ αιιάδεη θαη πνπ είλαη 

απαξαίηεην ζπζηαηηθφ ηνπ εθηηκεηή ιφγνπ θαη ηνπ εθηηκεηή παιηλδξφκεζεο είλαη φηη γηα θάζε κέινο ηνπ 

δείγκαηνο θαηακεηξψληαη ηαπηφρξνλα νη απαληήζεηο ζε δύν ραξαθηεξηζηηθά, ην θχξην θαη ην βνεζεηηθφ. Σν 

φθεινο ζηελ απνηειεζκαηηθφηεηα πνπ επηηπγράλνπλ νη δχν κέζνδνη εθηίκεζεο βαζίδεηαη θαηά θχξην ιφγν 

ζηε ζρέζε κεηαμχ ησλ 2 κεηαβιεηψλ. Σα δεχγε ησλ παξαηεξήζεσλ ηνπ δείγκαηνο γηα ηηο δχν κεηαβιεηέο κάο 

δίλνπλ ηελ πιεξνθνξία γηα ηε ζρέζε απηή κεηαμχ ησλ δχν κεηαβιεηψλ. 

Γηα ηελ εθαξκνγή ηνπ εθηηκεηή ιφγνπ θαη ηνπ εθηηκεηή παιηλδξφκεζεο, εθηφο απφ ηηο κεηξήζεηο ηνπ 

δείγκαηνο γηα ηα 2 ραξαθηεξηζηηθά, απαηηείηαη απφ ηνλ εξεπλεηή πξνεγνύκελε γλώζε (π.ρ. απφ απνγξαθή) 

γηα ηελ πιεζπζκηαθή κέζε ηηκή ή ην ζχλνιν ηνπ βνεζεηηθνχ ραξαθηεξηζηηθνχ. Πξαθηηθά, απηφ δελ απνηειεί 

κεηνλέθηεκα ησλ κεζφδσλ, γηαηί ν εξεπλεηήο έρεη ζπλήζσο πξφζβαζε ζε ζηνηρεία απφ απνγξαθέο, θαη 

κάιηζηα γηα πεξηζζφηεξεο απφ κία βνεζεηηθέο κεηαβιεηέο πνπ ζρεηίδνληαη κε ην θπξίσο ραξαθηεξηζηηθφ ηεο 

έξεπλαο. Σα δχν θξηηήξηα επηινγήο ηεο βνεζεηηθήο κεηαβιεηήο είλαη α) λα ζρεηίδεηαη φζν ην δπλαηφ 

πεξηζζφηεξν κε ηελ θχξηα κεηαβιεηή θαη β) λα ππάξρνπλ πξφζθαηα αμηφπηζηα ζπγθεληξσηηθά ζηνηρεία ηεο 

γηα ηνλ πιεζπζκφ. 

Σν θεθάιαην ρσξίδεηαη ζε δχν βαζηθά κέξε, ηα νπνία πεξηιακβάλνπλ ηε κειέηε ηνπ εθηηκεηή ιόγνπ θαη ηε 

κειέηε ηνπ εθηηκεηή παιηλδξόκεζεο. Γηα ηελ θάζε εθηίκεζε, δίλεηαη ν νξηζκφο θαη νη ηδηφηεηεο ηνπ 

εθηηκεηή, ε ζχγθξηζή ηνπ κε ηνλ εθηηκεηή πνπ ππνινγίδεηαη απφ έλα απιφ ηπραίν δείγκα ρσξίο ηε ρξήζε 



 

 
155 

βνεζεηηθήο κεηαβιεηήο, ε εθαξκνγή ηνπ εθηηκεηή ζηε ζηξσκαηνπνηεκέλε δεηγκαηνιεςία, θαζψο θαη ε 

επέθηαζή ηνπ ζηελ πεξίπησζε πεξηζζφηεξσλ ηνπ ελφο βνεζεηηθψλ ραξαθηεξηζηηθψλ. Σέινο, νη δχν εθηηκεηέο 

ζπγθξίλνληαη κεηαμχ ηνπο. 

7.2. Δθηίκεζε ιόγνπ δύν ραξαθηεξηζηηθώλ 

Ο εθηηκεηήο ιφγνπ γηα ηελ πιεζπζκηαθή παξάκεηξν ελφο ραξαθηεξηζηηθνχ, π.ρ. κέζε ηηκή ή ζχλνιν, νξίδεηαη 

κε ηε βνήζεηα ηνπ εθηηκεηή ηνπ ιφγνπ δχν ραξαθηεξηζηηθψλ. Πξηλ δψζνπκε ηνλ ηξφπν βειηίσζεο ηεο 

εθηίκεζεο κηαο παξακέηξνπ ελφο ραξαθηεξηζηηθνχ κε ηε βνήζεηα ελφο δεχηεξνπ, ζα κειεηήζνπκε ην 

πξφβιεκα ηεο εθηίκεζεο ηνπ ιφγνπ δχν ραξαθηεξηζηηθψλ έζησ 𝑌1 θαη 𝑌2 ηα νπνία ηζνδχλακα ή ηαπηφρξνλα 

ελδηαθέξνπλ ηνλ εξεπλεηή. Δηδηθφηεξα, έζησ φηη ην εξψηεκα πνπ ελδηαθέξεη είλαη λα εθηηκήζνπκε ηελ 

αλαινγία ή ηνλ ιφγν πνπ παξνπζηάδνπλ νη δχν κεηαβιεηέο 𝑌1 θαη 𝑌2 γηα ην ζχλνιν ησλ κειψλ ηνπ 

πιεζπζκνχ. 

Γηα παξάδεηγκα, αλ 𝑌1 είλαη ην κεληαίν ζπλνιηθφ εηζφδεκα ησλ λνηθνθπξηψλ κηαο ρψξαο θαη 𝑌2 είλαη ην πνζφ 

πνπ δηαζέηνπλ ηα λνηθνθπξηά γηα ηελ θάιπςε ησλ βαζηθψλ εηδψλ δηαηξνθήο ηνπο, έλα εξψηεκα πνπ ζα 

ελδηέθεξε ηνλ εξεπλεηή είλαη λα εθηηκήζεη ηνλ ιφγν ησλ δχν απηψλ κεηαβιεηψλ. Με ηνλ ηξφπν απηφ, ζα 

κπνξέζεη λα βγάιεη ζπκπεξάζκαηα γηα ην ηη κέξνο ηνπ εηζνδήκαηνο ελφο λνηθνθπξηνχ απαηηείηαη, 

πξνθεηκέλνπ λα θαιπθζνχλ νη βαζηθέο αλάγθεο δηαηξνθήο ηνπ. Καηά ζπλέπεηα, κπνξνχλ επίζεο λα εμαρζνχλ 

ζπκπεξάζκαηα θαη γηα ην βηνηηθφ επίπεδν ή γηα ηελ αγνξαζηηθή ηθαλφηεηα πνπ έρνπλ νη θάηνηθνη ηεο ρψξαο 

θηι. Έλα άιιν παξάδεηγκα, φπνπ ν ιφγνο δχν ραξαθηεξηζηηθψλ κπνξεί λα απνηειεί ην πξσηαξρηθφ εξψηεκα 

ηεο έξεπλαο, είλαη ε ζπλνιηθή έθηαζε ησλ θαιιηεξγήζηκσλ θηεκάησλ κηαο ρψξαο θαη ε έθηαζε εθείλσλ πνπ 

θαιιηεξγνχλ έλα ζπγθεθξηκέλν είδνο ζηηεξνχ (π.ρ. βξψκε). Δπίζεο, ζε έλα ηρζπνηξνθείν ζα είρε πηζαλά 

ελδηαθέξνλ λα εθηηκεζεί ν αξηζκφο ησλ ςαξηψλ πνπ έρνπλ βάξνο κεγαιχηεξν π.ρ. απφ 0.5 Kg σο πξνο ηνλ 

ζπλνιηθφ αξηζκφ ησλ ςαξηψλ ηνπ ηρζπνηξνθείνπ. Απηφο ν ιφγνο, κε ηε ζεηξά ηνπ, ζα δψζεη πιεξνθνξία γηα 

ηε δηαηξνθή ησλ ςαξηψλ θαη γηα ηελ εηνηκφηεηα θάιπςεο ησλ πξνκεζεπηψλ. 

Έλαο άιινο ιφγνο πνπ αξθεηά ζπρλά ελδηαθέξεη λα εθηηκήζνπκε ην πειίθν δχν ραξαθηεξηζηηθψλ θαη φρη 

θαηά απφιπην κέγεζνο ην θαζέλα απφ απηά, είλαη φηαλ ηα απνηειέζκαηα ηεο έξεπλαο πξννξίδνληαη λα 

ζπγθξηζνχλ ζε επφκελν επίπεδν κε αληίζηνηρα απνηειέζκαηα δηαθνξεηηθνχ πιεζπζκνχ. Γηα παξάδεηγκα, 

κπνξεί λα πξέπεη ν ιφγνο ηνπ κεληαίνπ εηζνδήκαηνο ησλ λνηθνθπξηψλ πξνο ηα έμνδά ηνπο γηα ηελ θάιπςε 

ησλ βαζηθψλ εηδψλ δηαηξνθήο λα εθηηκεζεί ρσξηζηά γηα θάζε ρψξα ηεο Δπξσπατθήο Έλσζεο θαη ζηε 

ζπλέρεηα λα γίλνπλ ζπγθξίζεηο κεηαμχ ησλ ρσξψλ. 

7.2.1 ΢πκβνιηζκόο θαη Οξηζκόο εθηηκεηή ιόγνπ δύν ραξαθηεξηζηηθώλ 

Έζησ φηη 𝑌1 θαη 𝑌2 είλαη δχν ραξαθηεξηζηηθά ηνπ πιεζπζκνχ, ησλ νπνίσλ ελδηαθεξφκαζηε λα εθηηκήζνπκε 

ηνλ ιφγν. Αλ  𝑌11 , 𝑌12 , … , 𝑌1𝛮  είλαη νη ηηκέο ηνπ ραξαθηεξηζηηθνχ 𝑌1 γηα ηα 𝛮 κέιε ηνπ πιεζπζκνχ θαη, 

αλάινγα,  𝑌21 , 𝑌22 , … , 𝑌2𝛮  είλαη νη ηηκέο ηνπ ραξαθηεξηζηηθνχ 𝑌2 γηα ηα κέιε ηνπ ίδηνπ πιεζπζκνχ, ηφηε ν 

ιφγνο 𝑅 ησλ δχν ραξαθηεξηζηηθψλ νξίδεηαη σο: 

 𝑅 =
𝑌 1

𝑌 2

 (7.1) 

Πξνθαλψο, αλ 𝑌1𝑇 θαη 𝑌2𝑇  είλαη ηα ζχλνια ησλ δχν ραξαθηεξηζηηθψλ, ηφηε ηζνδχλακα ζα ηζρχεη: 

𝑅 =
𝑌1𝑇

𝑌2𝑇
 

γηαηί ηφζν νη ππνινγηζκνί ησλ κέζσλ, φζν θαη ησλ ζπλφισλ ησλ δχν ραξαθηεξηζηηθψλ, γίλνληαη γηα ην ίδην 

ζχλνιν ησλ κειψλ ηνπ πιεζπζκνχ. 

΢πλεπψο, 𝑅 είλαη ε αιεζηλή ηηκή ηεο παξακέηξνπ ηνπ ιφγνπ ησλ δχν ραξαθηεξηζηηθψλ γηα ηνλ πιεζπζκφ ή ν 

πιεζπζκηαθόο ιόγνο φπσο ζα ιέκε ζηε ζπλέρεηα. Σν πξφβιεκα ηεο εθηίκεζεο είλαη λα βξνχκε έλαλ 
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εθηηκεηή ηνπ 𝑅, έζησ 𝑅 , επηιέγνληαο έλα δείγκα κεγέζνπο 𝑛 απφ ηνλ πιεζπζκφ. Τπνζέηνπκε αξρηθά φηη ε 

επηινγή ηνπ δείγκαηνο γίλεηαη ζχκθσλα κε ηελ απιή ηπραία δεηγκαηνιεςία. 

Ο πξνθαλέζηεξνο εθηηκεηήο 𝑅  ηνπ πιεζπζκηαθνχ ιφγνπ 𝑅 είλαη απηφο πνπ ππνινγίδεηαη ζε αλαινγία κε ηνλ 

νξηζκφ (7.1) ηνπ 𝑅, αιιά βαζίδεηαη ζηηο δεηγκαηηθέο, αληί γηα ηηο πιεζπζκηαθέο, πνζφηεηεο ησλ 

ραξαθηεξηζηηθψλ 𝑌1 θαη 𝑌2. Πην ζπγθεθξηκέλα: 

 𝑅 =
𝑌  1

𝑌  2

=
𝑌 1𝑇

𝑌 2𝑇

 (7.2) 

φπνπ 𝑌  1 είλαη ν εθηηκεηήο ηνπ 𝑌 1 βάζεη ηνπ α.η.δ. κεγέζνπο 𝑛, δειαδή ν δεηγκαηηθφο κέζνο ησλ κεηξήζεσλ γηα 

ην πξψην εξψηεκα ηεο έξεπλαο θαη, νκνίσο, 𝑌  2 ν δεηγκαηηθφο κέζνο ησλ κεηξήζεσλ γηα ην δεχηεξν εξψηεκα. 

Αλ, ζχκθσλα κε ηνλ ζπκβνιηζκφ ηνπ Κεθάιαην 1 -,  𝛸11 , 𝛸12 , … , 𝛸1𝑛   θαη  𝛸21 , 𝛸22 , … , 𝛸2𝑛   είλαη νη 

απαληήζεηο ησλ 𝑛 κειψλ ηνπ δείγκαηνο γηα ηηο εξσηήζεηο 𝑌1 θαη 𝑌2 αληίζηνηρα, ηφηε ηζρχεη ηζνδχλακα: 

𝑅 =
𝛸 1

𝛸 2

=
𝛸1𝛵

𝛸2𝛵
 

φπνπ: 

𝛸 1 =
1

𝑛
 𝛸1𝑖

𝑛
𝑖=1 ,   𝛸 2 =

1

𝑛
 𝛸2𝑖

𝑛
𝑖=1 ,    𝛸1𝛵 =  𝛸1𝑖

𝑛
𝑖=1    θαη   𝛸2𝛵 =  𝛸2𝑖

𝑛
𝑖=1 . 

Πξνθαλψο, 𝑋 1 = 𝑌  1 ,   𝑋 2 = 𝑌  2 , 𝑋1𝑇 = 𝑌 1 ,   𝑋2𝑇 = 𝑌 2. 

Γηα λα ηνλίζνπκε φηη θαη νη δχν κεηξήζεηο ιακβάλνληαη ζηα ίδηα 𝑛 κέιε ηνπ δείγκαηνο, γξάθνπκε ην δείγκα 

σο δεχγε παξαηεξήζεσλ: 

  𝛸11 , 𝛸21 ,  𝛸12 , 𝛸22 , … ,  𝛸1𝑛 , 𝛸2𝑛  . 

Έλαο εθηηκεηήο ηνπ ιφγνπ ησλ δχν ραξαθηεξηζηηθψλ, δηαθνξεηηθφο απφ ηνλ 𝑅 , είλαη εθείλνο πνπ νξίδεηαη σο 

ν δεηγκαηηθφο κέζνο ησλ ιφγσλ ησλ ηηκψλ ησλ δχν ραξαθηεξηζηηθψλ γηα ηα κέιε ηνπ δείγκαηνο. Αλ 

ζπκβνιίζνπκε 𝑅 ′  ηνλ εθηηκεηή απηφλ, ζα είλαη αλαιπηηθφηεξα: 

 𝑅 ′ =
1

𝑛
 

𝛸1𝑖

𝛸2𝑖

𝑛

𝑖=1

 (7.3) 

Ο εθηηκεηήο 𝑅 ′  είλαη κεξνιεπηηθφο θαη δελ ρξεζηκνπνηείηαη ζπρλά ζηελ πξάμε, παξά ηελ εχρξεζηε κνξθή 

ηνπ, γηαηί ην κέζν ηππηθφ ζθάικα ηνπ είλαη κεγαιχηεξν απφ ην αληίζηνηρν άιισλ εθηηκεηψλ θαη εηδηθά απφ 

ηνπ εθηηκεηή 𝑅 . Γηα πιήξε κειέηε ηνπ εθηηκεηή 𝑅 ′ , βι. Barnett, 2002, Κεθ. 3, παξάγξ. 3.1. 

7.2.2 Ηδηόηεηεο ηνπ εθηηκεηή ιόγνπ δύν ραξαθηεξηζηηθώλ 

Θα κειεηήζνπκε ηηο ηδηφηεηεο ηνπ εθηηκεηή 𝑅  φπσο απηφο νξίδεηαη κέζσ ηεο (7.2), θαη θάησ απφ ηελ ππφζεζε 

φηη πξαγκαηνπνηήζεθε α.η.δ., ηα απνηειέζκαηα ηεο νπνίαο είλαη ηα δεχγε ησλ παξαηεξήζεσλ 

  𝛸11 , 𝛸21 ,  𝛸12 , 𝛸22 , … ,  𝛸1𝑛 , 𝛸2𝑛  .  

Πξόηαζε 7.1 

Ο εθηηκεηήο 𝑅  δελ είλαη ακεξφιεπηνο εθηηκεηήο ηνπ 𝑅. Αλαιπηηθφηεξα, ηζρχεη φηη ην πνζφ κεξνιεςίαο ηνπ 𝑅  

δίλεηαη απφ ηε ζρέζε Bias 𝑅  =
1

𝑌 2
Cov 𝑅, 𝑌  2 . 
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Απόδεημε 

Τπνινγίδνπκε ην πνζφ κεξνιεςίαο γηα ηνλ εθηηκεηή 𝑅 . ΢χκθσλα κε ηνλ νξηζκφ: 

Bias 𝑅   = E 𝑅  − 𝑅 = E 𝑅  −
𝑌 1

𝑌 2

= E 𝑅  −
𝑌 1

𝑌 2

=
1

𝑌 2
 E 𝑌 2𝑅 − 𝑋 1 + E 𝑋 1 − 𝑌 1   

=
1

𝑌 2

E 𝑌 2𝑅 − 𝑋 1 =
1

𝑌 2

E 𝑅 𝑌 2 − 𝑅 𝑋 2 =
1

𝑌 2

E 𝑅  𝑌 2 − E(𝑋 2)   

=
1

𝑌 2

Cov 𝑅, 𝑋 2 =
1

𝑌 2

Cov 𝑅, 𝑌  2  

Γηα ηε κεηάβαζε απφ ηε ζρέζε 
1

𝑌 2
E 𝑅  𝑌 2 − 𝑋 2   ζηε ζρέζε −

1

𝑌 2
E (𝑅 − 𝑅 ) 𝑌 2 − 𝑋 2  , παξαηεξήζηε φηη 

E 𝑅 𝑌 2 − 𝑋 2   ηζνχηαη κε κεδέλ (0), επεηδή 𝛦 𝑋 2 = 𝑌 2 . 

Άξα, ην πνζφ κεξνιεςίαο ηνπ εθηηκεηή 𝑅   δελ είλαη κεδέλ θαη θαηά ζπλέπεηα ν εθηηκεηήο δελ είλαη 

ακεξφιεπηνο. Δηδηθφηεξα, ην πνζφ κεξνιεςίαο ηνπ 𝑅   είλαη αλάινγν ηεο ζπλδηαθχκαλζεο κεηαμχ ηνπ 

εθηηκεηή ηνπ ιφγνπ ησλ δχν ραξαθηεξηζηηθψλ θαη ηνπ εθηηκεηή ηνπ πιεζπζκηαθνχ κέζνπ γηα ηε βνεζεηηθή 

κεηαβιεηή. ■ 

Ζ ζπλδηαθχκαλζε Cov 𝑅, 𝑌  2  γίλεηαη κηθξή, φηαλ ε γξακκή παιηλδξφκεζεο κεηαμχ ησλ κεηαβιεηψλ 𝑌1 θαη 

𝑌2 δηέξρεηαη απφ ηελ αξρή ησλ αμφλσλ. 

Πόξηζκα 7.1 

Γηα ηνλ εθηηκεηή 𝑅   απνδεηθλχεηαη φηη  
 Bias  𝑅   

 Var  𝑅  
≤ CV 𝑌  2  

Απόδεημε (Hartley and Ross, 1954) 

Απφ ηελ Πξφηαζε 7.1 θαη ηνλ νξηζκφ ηνπ CV ζα έρνπκε: 

 Bias 𝑅   

 Var 𝑅  

=
 

1

𝑌 2
𝜌 𝑅, 𝑌  2   Var 𝑅  Var 𝑌  2 

 Var 𝑅  

≤
 Var 𝑌  2 

 𝑌 2 
= CV 𝑌  2  

■ 

΢χκθσλα κε ην Πφξηζκα 7.1, ην πνζφ κεξνιεςίαο ηνπ 𝑅  σο πξνο ην ηππηθφ ηνπ ζθάικα είλαη κηθξφηεξν απφ 

ηνλ ζπληειεζηή κεηαβιεηφηεηαο ηνπ εθηηκεηή ηεο βνεζεηηθήο κεηαβιεηήο. H ζπλδηαθχκαλζε CV 𝑌  2  είλαη 

άγλσζηε, αιιά είλαη εθηθηφ λα δψζνπκε έλα άλσ θξάγκα γηα ηελ πνζφηεηα απηή, θάλνληαο ρξήζε γλσζηψλ 

απνηειεζκάησλ απφ ηελ srs. Πην αλαιπηηθά, γηα ηελ απιή ηπραία δεηγκαηνιεςία, γλσξίδνπκε φηη: 

se 𝑌  2 =
 1 − 𝑓 𝑆2

2

 𝑛
 

φπνπ 𝑆2
2 ε πιεζπζκηαθή δηαθχκαλζε ησλ ηηκψλ ηεο 𝑌2 κεηαβιεηήο θαη 𝑛 ην κέγεζνο ηνπ δείγκαηνο. Δπεηδή 

1 − 𝑓 ≤ 1, έπεηαη φηη: 

se 𝑌  2 ≤
 𝑆2

2

 𝑛
 

απ‟ φπνπ ιακβάλεηαη φηη: 
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CV 𝑌  2 ≤
 𝑆2

2

 𝑛 𝑌 2 
 

Άξα, ζπλνιηθά, ην πνζφ κεξνιεςίαο ηνπ 𝑅  σο πξνο ην ηππηθφ ηνπ ζθάικα γίλεηαη κηθξφηεξν αξηζκεηηθά, φζν 

ην κέγεζνο ηνπ δείγκαηνο απμάλεη. Μία εθηίκεζε ηνπ άλσ θξάγκαηνο ηεο ζπλδηαθχκαλζεο 

CV 𝑌  2  ππνινγίδεηαη αληηθαζηζηψληαο, ζηε ζέζε ησλ πνζνηήησλ 𝑆2
2 θαη 𝑌 2 ζην δεμί κέινο ηεο αληζφηεηαο, 

ηνπο εθηηκεηέο ηνπο, φπσο απηνί ππνινγίδνληαη κε ηε βνήζεηα ηνπ δείγκαηνο. 

 

Ζ Πξφηαζε 7.1 δίλεη ην αθξηβέο απνηέιεζκα γηα ην πνζφ κεξνιεςίαο ηνπ εθηηκεηή 𝑅  . Παξφια απηά, ην 

απνηέιεζκα απηφ δελ είλαη εχρξεζην γηα ππνινγηζκνχο ζηελ πξάμε ακέζσο κεηά ηε ζπιινγή ελφο δείγκαηνο, 

γηαηί δελ είλαη γλσζηή ε ζπλδηαθχκαλζε Cov 𝑅, 𝑌  2 . Γηα ην ιφγν απηφ, έρνπλ πξνηαζεί ζηε βηβιηνγξαθία κηα 

ζεηξά απφ αζπκπησηηθά ή πξνζεγγηζηηθά απνηειέζκαηα γηα ηνλ ππνινγηζκφ ηνπ πνζνχ κεξνιεςίαο. Σν ίδην 

ηζρχεη θαη γηα ηε δηαζπνξά ηνπ εθηηκεηή 𝑅 . Θα δνχκε ηα θπξηφηεξα απφ ηα απνηειέζκαηα απηά. 

Γηα ηηο απνδείμεηο, ζα ρξεηαζηεί λα νξίζνπκε δχν έλλνηεο, νη νπνίεο είλαη γσζηέο απφ ηελ θιαζηθή ζεσξία 

ζηαηηζηηθήο θαη πνπ πηνζεηνχληαη θαη ζηε ζεσξία δεηγκαηνιεςίαο γηα πεπεξαζκέλνπο πιεζπζκνχο. Ο πξψηνο 

νξηζκφο αθνξά ηε ζπκκεηαβιεηφηεηα ή ζπλδηαθχκαλζε δχν κεηαβιεηψλ. Ζ ζπλδηαθχκαλζε (covariance), 

ζηελ πεξίπησζε ηνπ πεπεξαζκέλνπ πιεζπζκνχ, νξίδεηαη κε αλάινγν ηξφπν φπσο θαη ζηελ πεξίπησζε ηεο 

κεηαβιεηφηεηαο 𝑆2 κίαο κεηαβιεηήο. Αλαιπηηθά, αλ 𝛸 θαη 𝑌 δχν κεηαβιεηέο θαη 𝛸𝑖 , 𝑌𝑖νη κεηξήζεηο ησλ 

κεηαβιεηψλ γηα έλα πεπεξαζκέλν πιεζπζκφ κεγέζνπο Ν, ηφηε νξίδεηαη σο πιεζπζκηαθή ζπκκεηαβιεηφηεηα ε 

πνζφηεηα: 

Cov 𝑋, 𝑌 = 𝑆𝛸𝑌 =
1

𝛮 − 1
  𝑋𝑖 − 𝑋   𝑌𝑖 − 𝑌  

𝑁

𝑖=1

 

Οξίδνπκε επίζεο ηνλ ζπληειεζηή ζπζρέηηζεο (correlation coefficient) 𝜌 γηα πεπεξαζκέλνπο πιεζπζκνχο ζε 

αλαινγία κε ηνλ γλσζηφ νξηζκφ, δει. 

𝜌 𝛸, 𝑌 =
Cov(𝑋, 𝑌)

 Var 𝑋 Var(𝑌)
=

𝑆𝑋𝑌

 𝑆𝑋
2𝑆𝑌

2
=

  𝑋𝑖 − 𝑋   𝑌𝑖 − 𝑌  𝑁
𝑖=1

 𝛮 − 1 𝑆𝑋𝑆𝑌
 

 

Πξόηαζε 7.2 

Σν πνζφ κεξνιεςίαο ηνπ 𝑅  δίλεηαη πξνζεγγηζηηθά απφ ηε ζρέζε: 

 Bias 𝑅  ≅
1 − 𝑓

𝑛𝑌 2
2

 𝑅𝑆2
2 − 𝜌𝑆1𝑆2  (7.4) 

φπνπ 𝑆1
2 θαη 𝑆2

2 είλαη νη πιεζπζκηαθέο δηαθπκάλζεηο ησλ κεηαβιεηψλ 𝑌1 θαη 𝑌2 αληίζηνηρα, 𝑓 = 𝑛/𝑁 ην 

πειίθν ηνπ δείγκαηνο θαη 𝜌 o ζπληειεζηήο ζπζρέηηζεο ησλ δχν κεηαβιεηψλ 𝑌1 θαη 𝑌2. 

Απόδεημε 

Ζ απφδεημε δίλεηαη ζην ηέινο ηνπ θεθαιαίνπ. 

Σν πξνζεγγηζηηθφ απνηέιεζκα ηεο Πξφηαζεο 7.2 δίλεη κε ηε ζεηξά ηνπ ην παξαθάησ αζπκπησηηθφ 

απνηέιεζκα γηα ηνλ εθηηκεηή. 
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Πόξηζκα 7.2 

Ο εθηηκεηήο 𝑅   είλαη αζπκπησηηθά ακεξφιεπηνο εθηηκεηήο ηνπ 𝑅. 

Απόδεημε 

Ζ απφδεημε είλαη άκεζε απφ ηε ζρέζε (7.4) εθφζνλ ιάβνπκε ην φξην ζην δεχηεξν κέξνο ηεο αληζφηεηαο γηα 𝑛 

λα ηείλεη ζην άπεηξν ■ 

 

΢πλεπψο, γηα κεγάια κεγέζε δείγκαηνο, κπνξνχκε λα ζεσξνχκε φηη ν εθηηκεηήο ηνπ ιφγνπ δχν 

ραξαθηεξηζηηθψλ φπσο νξίδεηαη απφ ηελ (7.2) είλαη ακεξφιεπηνο. 

 

Σν ίδην απνηέιεζκα κε απηφ ηεο Πξφηαζεο 7.2 κπνξεί λα πξνθχςεη εάλ γξάςνπκε: 

𝑅 − 𝑅 =
𝑋 1 − 𝑋 2𝑅

𝑋 2

 

θαη αληηθαηαζηήζνπκε ζηνλ παξνλνκαζηή ηνλ πιεζπζκηαθφ κέζν 𝑌 2 αληί ηνπ εθηηκεηή ηνπ 𝑋 2. Γηα κεγάια 

κεγέζε δείγκαηνο ε εθηίκεζε απηή είλαη ζπλεπήο γηα ηνλ πιεζπζκηαθφ κέζν θάησ απφ έλα α.η. δείγκα. Άξα: 

 
𝑋 1 − 𝑋 2𝑅

𝑋 2

≈
𝑋 1 − 𝑋 2𝑅

𝑌 2

 (7.5) 

θαη, ιακβάλνληαο ζηε ζπλέρεηα αλακελφκελεο ηηκέο θαη ζηα δχν κέιε ηεο ηζφηεηαο, πξνθχπηεη φηη: 

Ε 𝑅 − 𝑅 ≈
1

𝑌 2

Ε 𝑋 1 − 𝑋 2𝑅 =
1

𝑌 2

 𝑌 1 − 𝑌 2𝑅 = 0 

΢πλεπψο, Ε 𝑅  ≈ 𝑅 δει. ν εθηηκεηήο 𝑅  είλαη αζπκπησηηθά ακεξφιεπηνο. Σν αληίζηνηρν αζπκπησηηθφ 

απνηέιεζκα γηα ηε δηαθχκαλζε ηνπ εθηηκεηή 𝑅   δίλεηαη απφ ηελ αθφινπζε Πξφηαζε. 

Πξόηαζε 7.3 

Ζ δηαθχκαλζε ηνπ εθηηκεηή ηνπ 𝑅  δίλεηαη αζπκπησηηθά απφ ηε ζρέζε: 

 Var 𝑅  =
1 − 𝑓

𝑛𝑌 2
2  

 𝑌1𝑖 − 𝑅𝑌2𝑖 
2

𝑁 − 1

𝑁

𝑖=1

 (7.6) 

Απόδεημε 

Ζ απφδεημε κπνξεί λα γίλεη είηε κε ρξήζε αλαπηχγκαηνο ζε ζεηξά Taylor ηεο θαηάιιειεο ζπλάξηεζεο, 

δνπιεχνληαο αλάινγα φπσο θαη ζηελ απφδεημε ηεο Πξφηαζεο 7.2, είηε θάλνληαο ηε ζεψξεζε φηη ε (7.5) 

ηζρχεη. Με ηνλ δεχηεξν ηξφπν, ζα έρνπκε: 

Var 𝑅  = E 𝑅 − 𝑅 
2

= E  
𝑋 1 − 𝑋 2𝑅

𝑌 2
 

2

=
1

𝑌 2
2 E 𝑋 1 − 𝑋 2𝑅 2 

Αλ ζέζνπκε 𝛧𝑖 = 𝑌1𝑖 − 𝑌2𝑖𝑅 γηα 𝑖 = 1,2, … , 𝛮, ηφηε νη κνλάδεο 𝛧𝑖  αληηπξνζσπεχνπλ έλαλ πιεζπζκφ κε 

πιεζπζκηαθή κέζε ηηκή κεδέλ (γηαηί 𝑍 = 𝑌 1 − 𝑌 2𝑅 = 0) θαη ε πνζφηεηα 𝑋 1 − 𝑋 2𝑅 είλαη ν δεηγκαηηθφο κέζνο 

ελφο α.η. δείγκαηνο πνπ πξνέξρεηαη απφ ηνλ πιεζπζκφ ησλ 𝛧𝑖  κεηξήζεσλ. Χο ακεξφιεπηνο εθηηκεηήο ηεο 

πιεζπζκηαθήο κέζεο ηηκήο, ν εθηηκεηήο 𝑋 1 − 𝑋 2𝑅 ζα έρεη αλακελφκελε ηηκή κεδέλ θαη ζπλεπψο: 
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E 𝑋 1 − 𝑋 2𝑅 2 = Var 𝑋 1 − 𝑋 2𝑅  

Ζ ηειεπηαία δηαθχκαλζε, κέζσ ηεο α.η.δ., είλαη Var 𝑋 1 − 𝑋 2𝑅 =
1−𝑓

𝑛
𝑆𝑍

2, φπνπ 𝑆𝑍
2 ε πιεζπζκηαθή δηαζπνξά 

ησλ κεηξήζεσλ 𝛧𝑖 , 𝑖 = 1,2, … , 𝛮, δει. 

𝑆𝑍
2 =

1

𝛮 − 1
  𝑍𝑖 − 𝑍  2 =

𝑁

𝑖=1

1

𝛮 − 1
 𝑍𝑖

2

𝑁

𝑖=1

=  
 𝑌1𝑖 − 𝑅𝑌2𝑖 

2

𝑁 − 1

𝑁

𝑖=1

 

ην νπνίν νινθιεξψλεη ηελ απφδεημε ■ 

 

Σν αλσηέξσ απνηέιεζκα κπνξεί λα γξαθεί ηζνδχλακα κε κηα ζεηξά απφ ρξήζηκεο κνξθέο, νη νπνίεο δίλνληαη 

κέζα απφ ηα Πνξίζκαηα πνπ αθνινπζνχλ. 

Πόξηζκα 7.3 

Ζ δηαθχκαλζε ηνπ εθηηκεηή ηνπ ιφγνπ δχν ραξαθηεξηζηηθψλ, 𝑌1 θαη 𝑌2, γξάθεηαη ηζνδχλακα:  

 Var 𝑅  =
1 − 𝑓

𝑛𝑌 2
2

 𝑆1
2 − 2𝑅𝑆12 + 𝑅2𝑆2

2  (7.7) 

φπνπ 𝑆1
2 θαη 𝑆2

2 νη δηαθπκάλζεηο ησλ κεηαβιεηψλ 𝑌1 θαη 𝑌2 αληίζηνηρα θαη 𝑆12 ε ζπλδηαθχκαλζε ησλ 

κεηαβιεηψλ. 

Απόδεημε 

Ζ απφδεημε είλαη άκεζε, αλ γξάςνπκε: 

 
 𝑌1𝑖 − 𝑅𝑌2𝑖 

2

𝑁 − 1

𝑁

𝑖=1

=  
 𝑌1𝑖 − 𝑌 1 − 𝑅𝑌2𝑖 + 𝑅𝑌 2 2

𝑁 − 1

𝑁

𝑖=1

 

αλαπηχμνπκε ηελ ηαπηφηεηα ζηνπο φξνπο ηνπ αζξνίζκαηνο θαη ιάβνπκε ππφςε ηνπο νξηζκνχο ησλ 𝑆1
2, 𝑆2

2 θαη 

𝑆12 ■ 

Με ηε βνήζεηα ηνπ νξηζκνχ ηνπ ζπληειεζηή ζπζρέηηζεο 𝜌 γηα πεπεξαζκέλνπο πιεζπζκνχο: 

𝜌 𝛸, 𝑌 =
Cov(𝑋, 𝑌)

 Var 𝑋 Var(𝑌)
=

𝑆𝑋𝑌

 𝑆𝑋
2𝑆𝑌

2
=

  𝑋𝑖 − 𝑋   𝑌𝑖 − 𝑌  𝑁
𝑖=1

 𝛮 − 1 𝑆𝑋𝑆𝑌
 

πξνθχπηεη ε παξαθάησ ηζνδχλακε κνξθή γξαθήο ηεο δηαθχκαλζεο ηνπ εθηηκεηή ηνπ ιφγνπ δχν 

ραξαθηεξηζηηθψλ. 

Πόξηζκα 7.4 

Ζ δηαθχκαλζε ηνπ εθηηκεηή ηνπ ιφγνπ δχν ραξαθηεξηζηηθψλ 𝑌1 θαη 𝑌2, γξάθεηαη ηζνδχλακα:  

Var 𝑅  =
1 − 𝑓

𝑛𝑌 2
2

 𝑆1
2 − 2𝑅𝜌𝑆1𝑆2 + 𝑅2𝑆2

2  

φπνπ 𝑆1
2 θαη 𝑆2

2 νη δηαθπκάλζεηο ησλ κεηαβιεηψλ 𝑌1 θαη 𝑌2 αληίζηνηρα, θαη 𝜌 ν ζπληειεζηήο ζπζρέηηζεο ησλ 

δχν κεηαβιεηψλ. 
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Πόξηζκα 7.5 

Αθνινπζψληαο ηα Πνξίζκαηα 7.3 θαη 7.4 πνπ δίλνπλ ηηο εθθξάζεηο ηεο πξνζεγγηζηηθήο δηαθχκαλζεο γηα ηνλ 

εθηηκεηή ηνπ ιφγνπ δχν ραξαθηεξηζηηθψλ, ε πξνζεγγηζηηθή εθηηκψκελε δηαζπνξά ηνπ ιφγνπ ησλ 

ραξαθηεξηζηηθψλ 𝑌1 θαη 𝑌2 δίλεηαη πξνζεγγηζηηθά απφ ηε ζρέζε: 

 Va r 𝑅  =
1 − 𝑓

𝑛𝑌  2
2

 𝑠1
2 − 2𝑅 𝑆 12 + 𝑅 2𝑠2

2  (7.8) 

ή: 

 Va r 𝑅  =
1 − 𝑓

𝑛𝑌  2
2

 𝑠1
2 − 2𝑅 𝜌 𝑠1𝑠2 + 𝑅 2𝑠2

2  (7.9) 

φπνπ 𝑠1
2 θαη 𝑠2

2 είλαη νη δεηγκαηηθέο δηαθπκάλζεηο ησλ κεηαβιεηψλ 𝑌1 θαη 𝑌2 αληίζηνηρα, 𝑅  ν εθηηκεηήο ηνπ 

ιφγνπ ησλ δχν ραξαθηεξηζηηθψλ θαη 𝑆 12 ν εθηηκεηήο ηεο ζπλδηαθχκαλζεο ησλ κεηαβιεηψλ απφ ηηο κεηξήζεηο 

ηνπ δείγκαηνο. 

΢πγθεθξηκέλα: 

𝑆 12 = 𝑠12 =
1

𝑛 − 1
  𝑋1𝑖 − 𝑋 1  𝑋2𝑖 − 𝑋 2 

𝑛

𝑖=1

 

γηα ην δείγκα   𝛸11 , 𝛸21 ,  𝛸12 , 𝛸22 , … ,  𝛸1𝑛 , 𝛸2𝑛  . 

Παξάδεηγκα 7.1 (Απφ ην βηβιίν ηεο S.L. Lohr, (2010): Sampling: Design and Analysis) 

Σα δεδνκέλα ηνπ Πίλαθα 7.1 απνηεινχλ ζηνηρεία κεηξήζεσλ ζην πιαίζην ηεο έξεπλαο Peart (1994), ζην λεζί 

Santa Cruz, ηεο πνιηηείαο Καιηθφξληα, ζηηο ΖΠΑ. Ο ζθνπφο ηεο έξεπλαο ήηαλ ε κειέηε ηεο επίδξαζεο ηεο 

δξαζηεξηφηεηαο ησλ άγξησλ ρνίξσλ θαη ηεο μεξαζίαο ζηε βιάζηεζε ηνπ λεζηνχ. Ζ κειέηε ζηεξίρηεθε ζε 

δείγκαηα 10 δέληξσλ βειαληδηάο (ηα νπνία επηιέρηεθαλ ηπραία), ηελ θαηαγξαθή ησλ λέσλ δελδξπιιίσλ πνπ 

ππήξραλ θάησ απφ ην θάζε δέληξν ηελ άλνημε ηνπ 1992 θαη ηελ θαηαγξαθή φζσλ εμ απηψλ είραλ επηβηψζεη 

δχν ρξφληα κεηά, ηελ άλνημε ηνπ 1994. ΢ηα δελδξχιιηα ηεο πξψηεο επίζθεςεο πξνζηέζεθε θαηάιιειε 

ζήκαλζε ψζηε λα αλαγλσξηζηνχλ εχθνια θαηά ηε δεχηεξε επίζθεςε.  

 

α/α δζντρου Αριθμόσ νζων 
δενδρυλλίων 

(Μάρτιοσ 1992) 

Αριθμόσ δενδρυλλίων 
που επιβίωςαν 

(Φεβρουάριοσ 1994) 

1 1 0 

2 0 0 

3 8 1 

4 2 2 

5 76 10 

6 60 15 

7 25 3 

8 2 2 

9 1 1 
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α/α δζντρου Αριθμόσ νζων 
δενδρυλλίων 

(Μάρτιοσ 1992) 

Αριθμόσ δενδρυλλίων 
που επιβίωςαν 

(Φεβρουάριοσ 1994) 

10 31 27 

΢φνολα  206 61 

Πίνακας 7.1 Γεδνκέλα από ηελ εξγαζία Peart (1994). 

Σν δεηνχκελν είλαη λα εθηηκεζεί ην πνζνζηφ ησλ δελδξπιιίσλ πνπ επηβηψλνπλ απφ ηελ μεξαζία θαη ηε 

δξαζηεξηφηεηα ησλ άγξησλ ρνίξσλ ζην, λεζί θαη λα δνζεί ην ηππηθφ ζθάικα ηεο εθηίκεζεο. Να 

θαηαζθεπαζηεί επίζεο έλα 95% δηάζηεκα εκπηζηνζχλεο γηα ην ίδην πνζνζηφ.  

Σα δεδνκέλα απνηεινχλ εθαξκνγή ηνπ πξνβιήκαηνο εθηίκεζεο ιφγνπ δχν ραξαθηεξηζηηθψλ, γηαηί νη 

παξαηεξήζεηο αθνξνχλ κεηξήζεηο δχν ραξαθηεξηζηηθψλ πάλσ ζηηο ίδηεο πιεζπζκηαθέο κνλάδεο. Οη 

πιεζπζκηαθέο κνλάδεο γηα ην παξάδεηγκα είλαη ηα δέθα δέληξα, ην δείγκα είλαη α.η. θαη ην κέγεζνο ηνπ 

δείγκαηνο δέθα.  

Βάζε ησλ ζεσξεηηθψλ απνηειεζκάησλ γηα ηνλ εθηηκεηή ηνπ ιφγνπ, ππνινγίδνπκε ηελ ηηκή ηνπ εθηηκεηή θαη 

ην εθηηκψκελν ηππηθφ ηνπ ζθάικα, κε ηε βνήζεηα ησλ (7.2) θαη (7.8) αληίζηνηρα. Οη εληνιέο γηα ηελ εηζαγσγή 

ησλ δεδνκέλσλ ζηελ R θαη ηνπο ππνινγηζκνχο είλαη  

> x1<-c(0,0,1,2,10,15,3,2,1,27) 

> x1 

 [1]  0  0  1  2 10 15  3  2  1 27 

> x2<-c(1,0,8,2,76,60,25,2,1,31) 

> x2 

 [1]  1  0  8  2 76 60 25  2  1 31 

 

> sum(x1);sum(x2) 

 [1] 61 

 [1] 206 

> estR<-mean(x1)/mean(x2) 

> estR 

[1] 0.2961165 

> s12<-sum((x1-mean(x1))*(x2-mean(x2)))/9 

> s12 

[1] 148.0444 

> varR<-(1/10/mean(x2)^2)*(var(x1)-2*estR*s12+estR^2*var(x2)) 

> seR<-sqrt(varR) 

> seR 

[1] 0.1152622 

 

Άξα, βάζεη ηνπ δείγκαηνο, εθηηκνχκε φηη έλα 29.61% ησλ λέσλ δελδξπιιίσλ πνπ αλαπηχζζνληαη θάησ απφ ηα 

δέληξα ηνπ λεζηνχ θαηαθέξλνπλ λα επηβηψζνπλ θαη ην ηππηθφ ζθάικα ηεο εθηίκεζεο είλαη 0.115.  

Ηζνδχλακα, ην απνηέιεζκα ηνπ ηππηθνχ ζθάικαηνο πξνθχπηεη ππνινγίδνληαο ηνλ εθηηκεηή ηεο έθθξαζεο 

(7.6): 

> varR<-(1/10/mean(x2)^2)*sum((x1-estR*x2)^2)/9 

> seR<-sqrt(varR) 

> seR 

[1] 0.1152622 
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Γηα ην δηάζηεκα εκπηζηνζχλεο, ην δείγκα είλαη κεγέζνπο 10, άξα ζα γίλεη ρξήζε ησλ t-εθαηνζηηαίσλ ζεκείσλ. 

Θα είλαη ζπλεπψο 

> c(estR-qt(.975,9)*seR, estR+qt(.975,9)*seR) 

[1] 0.03537532 0.55685769 

Άξα, κε βαζκφ εκπηζηνζχλεο 5%, ην πνζνζηφ ησλ λέσλ δελδξπιιίσλ πνπ ζα επηβηψζνπλ απφ ηηο 

δξαζηεξηφηεηεο ησλ ρνίξσλ θαη ηελ μεξαζία ηνπ λεζηνχ εθηηκάηαη φηη παίξλεη ηηκέο ζην δηάζηεκα (0.0353, 

0.5568).  

 

Γχν παξαηεξήζεηο πάλσ ζηελ αλάιπζε ηνπ παξαδείγκαηνο είλαη: 

(i) ην ηππηθφ ζθάικα ηεο εθηίκεζεο, θαη θαηά ζπλέπεηα θαη ην κήθνο ηνπ δηαζηήκαηνο 

εκπηζηνζχλεο, είλαη αξθεηά κεγάιν, γηαηί ην κέγεζνο ηνπ δείγκαηνο είλαη κηθξφ θαη  

(ii) ην πξφβιεκα δελ απνηειεί εθηίκεζε πνζνζηνχ φπσο απηφ έρεη παξνπζηαζηεί ζην Κεθάιαην 

Κεθάιαην 2 -, παξάγξαθν 2.3.5, θαη ε εθηίκεζε ηνπ ηππηθνχ ζθάικαηνο δελ κπνξεί λα 

ππνινγηζηεί απφ ηνλ ηχπν se 𝑝 =  
1−𝑓

𝑛

𝑁𝑃(1−𝑃)

𝑁−1
 ηνπ πνξίζκαηνο 2.4. Ζ αλάιπζε απηή ζα 

ήηαλ θαηάιιειε εάλ ην α.η.δ. ήηαλ κεγέζνπο 206 (206 αλεμάξηεηεο επηινγέο δελδξπιιίσλ) 

θαη 61 ήηαλ νη „επηηπρίεο‟ πνπ θαηαγξάθεθαλ κέζα ζηηο 206 „πξνζπάζεηεο‟. Αληίζεηα, ζηα 

δεδνκέλα ηνπ Παξαδείγκαηνο, ην κέγεζνο δείγκαηνο είλαη 10. 

7.3. Δθηηκεηήο ιόγνπ γηα ηελ πιεζπζκηαθή κέζε ηηκή ελόο ραξαθηεξηζηηθνύ 

Έλαο εθηηκεηήο ηεο πιεζπζκηαθήο κέζεο ηηκήο 𝑌 1 πξνθχπηεη κέζσ ηνπ εθηηκεηή ηνπ ιφγνπ 𝑅. Πην 

ζπγθεθξηκέλα, έζησ 𝑌1 ε κεηαβιεηή ηνπ πξνβιήκαηνο γηα ηελ νπνία ελδηαθεξφκαζηε λα εθηηκήζνπκε ηελ 

πιεζπζκηαθή κέζε ηηκή 𝑌 1 ιακβάλνληαο έλα α.η.δ. κεγέζνπο 𝑛 απφ ηνλ πιεζπζκφ. O εθηηκεηήο, βάζεη ηεο 

ζεσξίαο πνπ αλαπηχρζεθε γηα ηελ α.η.δ., είλαη ν κέζνο ησλ κεηξήζεσλ γηα ηε κεηαβιεηή 𝑌1 ζην δείγκα. Δάλ 

γηα ηηο ίδηεο παξαηεξήζεηο ησλ κνλάδσλ ηνπ δείγκαηνο είλαη δηαζέζηκεο θαη νη κεηξήζεηο ηνπο ζε κηα δεχηεξε 

κεηαβιεηή, έζησ 𝑌2, ε νπνία ζρεηίδεηαη κε ηελ 𝑌1, ηφηε ζα κπνξνχζε λα πξνθχςεη έλαο εθηηκεηήο ηεο 𝑌 1, 

θάλνληαο ρξήζε ηεο πιεξνθνξίαο φηη νη κεηαβιεηέο 𝑌1 θαη 𝑌2 ζρεηίδνληαη θαη ησλ κεηξήζεσλ ηνπ δείγκαηνο 

πνπ είλαη δηαζέζηκεο γηα ηελ 𝑌2. 

Ζ ηδέα πάλσ ζηελ νπνία βαζίδεηαη ε εθηίκεζε κε ηε βνήζεηα ηεο 𝑌2 κεηαβιεηήο είλαη φηη αλακέλεηαη ν ιφγνο 

κεηαμχ ησλ δεηγκαηηθψλ κέζσλ ησλ κεηαβιεηψλ 𝑌1 θαη 𝑌2 πνπ έρνπλ θαηακεηξεζεί γηα έλα δείγκα λα είλαη 

„θνληά‟ ζηνλ ιφγν ησλ αιεζηλψλ κέζσλ ηηκψλ. Γειαδή: 

𝑌 1

𝑌 2

≈
𝑌  1

𝑌  2

 

άξα: 

𝑌 1 ≈
𝑌  1

𝑌  2

𝑌 2 

Βάζεη ηεο ηειεπηαίαο ζρέζεο δίλεηαη ν νξηζκφο ηνπ εθηηκεηή ιφγνπ, ή ινγνεθηηκεηή, ηεο πιεζπζκηαθήο 

κέζεο ηηκήο 𝑌 1. 

Οξηζκόο 

Ο εθηηκεηήο ιφγνπ ηεο πιεζπζκηαθήο κέζεο ηηκήο 𝑌 1 ελφο ραξαθηεξηζηηθνχ 𝑌1 ζπκβνιίδεηαη 𝑌 1,𝑅 θαη νξίδεηαη 

σο: 
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𝑌  1,𝑅 =
𝑌  1

𝑌  2

𝑌 2 

φπνπ 𝑌  1 θαη 𝑌  2 είλαη νη δεηγκαηηθνί κέζνη ησλ κεηαβιεηψλ 𝑌1 θαη 𝑌2 βάζεη ελφο α.η.δ. κεγέζνπο 𝑛 θαη 𝑌 2 είλαη 

ε πιεζπζκηαθή κέζε ηηκή γηα ην ραξαθηεξηζηηθφ 𝑌2.  

 

Λακβάλνληαο ππφςε ην ζπκβνιηζκφ θαη ηε ζεσξία γηα ηελ εθηίκεζε ηνπ ιφγνπ δχν ραξαθηεξηζηηθψλ, φπσο 

αλαπηχρζεθε ζηελ Παξάγξαθν 7.2, πξνθχπηεη αξρηθά φηη: 

 𝑌  1,𝑅 = 𝑅 𝑌 2 (7.10) 

΢πλεπψο, γηα ηελ εθηίκεζε ηεο κέζεο ηηκήο ελφο ραξαθηεξηζηηθνχ κε ηε βνήζεηα ελφο βνεζεηηθνχ 

ραξαθηεξηζηηθνχ, αξθεί λα εθηηκεζεί ν ιφγνο ησλ δχν ραξαθηεξηζηηθψλ θαη ν εθηηκεηήο λα πνιιαπιαζηαζηεί 

κε ηνλ πιεζπζκηαθφ κέζν ηεο δεχηεξεο κεηαβιεηήο, ε νπνία γηα ην δεηνχκελν πξφβιεκα παίδεη ην ξφιν ηεο 

βνεζεηηθήο κεηαβιεηήο. 

Παξαηήξεζε 7.1 

Απφ ηνλ αλσηέξσ νξηζκφ ηνπ εθηηκεηή ιφγνπ, πξνθχπηεη φηη ε εθαξκνγή ηνπ γηα ηελ εθηίκεζε ηεο κέζεο 

ηηκήο ελφο ραξαθηεξηζηηθνχ είλαη εθηθηή, εθφζνλ (i) ππάξρνπλ δηαζέζηκα ζηνηρεία απφ ηελ έξεπλα πάλσ ζηηο 

ίδηεο δεηγκαηνιεπηηθέο κνλάδεο, γηα κηα δεχηεξε κεηαβιεηή, επηπιένλ ηεο θχξηαο, θαη (ii) γηα ηε βνεζεηηθή 

κεηαβιεηή, γλσξίδνπκε ηελ αιεζηλή κέζε ηηκή ζηνλ πιεζπζκφ. 

Παξαηήξεζε 7.2 

Δάλ ελδηαθεξφκαζηε γηα ην ζχλνιν θαη φρη ηε κέζε ηηκή ελφο ραξαθηεξηζηηθνχ 𝑌1, ν εθηηκεηήο ιφγνπ 

πξνθχπηεη απφ ηελ (7.10) θαη είλαη: 

 𝑌 1𝑇,𝑅 = 𝑅 𝑌2𝑇 (7.11) 

φπνπ 𝑌2𝑇  είλαη ην ζχλνιν ησλ ηηκψλ ηνπ πιεζπζκνχ γηα ηε κεηαβιεηή 𝑌2. 

 

Μαζεκαηηθά, νη ηδηφηεηεο ηνπ εθηηκεηή 𝑌  1,𝑅 πξνθχπηνπλ άκεζα απφ ηηο ηδηφηεηεο ηνπ εθηηκεηή 𝑅 , αθνχ ε 

ζρέζε πνπ ζπλδέεη ηνπο δχν εθηηκεηέο είλαη γξακκηθή. Ζ αλαιπηηθή κειέηε θαη ζχγθξηζε ησλ ηδηνηήησλ ηνπ 

𝑌  1,𝑅 κε απηέο ηνπ απινχ δεηγκαηηθνχ κέζνπ 𝑌  1 ζα καο δψζεη ηα πιενλεθηήκαηα, εάλ ππάξρνπλ, θαη ηηο 

πξνυπνζέζεηο θάησ απφ ηηο νπνίεο ε εθηίκεζε 𝑌  1,𝑅 είλαη πην αθξηβήο ζε ζρέζε κε ηελ 𝑌  1. Πξαθηηθά, ε 

εθηίκεζε ηνπ κέζνπ ελφο ραξαθηεξηζηηθνχ κε ηε βνήζεηα ελφο βνεζεηηθνχ είλαη κηα εθηίκεζε πνπ δελ 

επηβαξχλεη ην θφζηνο ηεο έξεπλαο, γηαηί ην δείγκα είλαη έλα θαη, ζπλήζσο, ε θαηακέηξεζε ηεο δεχηεξεο 

κεηαβιεηήο γίλεηαη παξάιιεια κε ηελ θαηακέηξεζε ηεο πξψηεο (ηεο θχξηαο) κεηαβιεηήο. Δπίζεο, ηα 

πιεζπζκηαθά ζηνηρεία πνπ είλαη απαξαίηεηα γηα ηε βνεζεηηθή κεηαβιεηή, φπσο αλαθέξζεθε θαη ζηελ 

εηζαγσγή, είλαη πιεξνθνξίεο πνπ αξθεηά ζπρλά είλαη δηαζέζηκεο ή είλαη εχθνιν λα βξεζνχλ γηα ηνλ 

πιεζπζκφ. Γηα παξάδεηγκα, εάλ ε θχξηα κεηαβιεηή είλαη ε έθηαζε θαιιηεξγήζηκεο γεο κηαο ρψξαο πνπ 

θαιιηεξγείηαη απφ έλα ζπγθεθξηκέλν είδνο ζηηεξνχ, ε βνεζεηηθή κεηαβιεηή πνπ κεηξά ηε ζπλνιηθή έθηαζε 

γηα θάζε θαιιηεξγήζηκν θνκκάηη γεο είλαη κηα κεηαβιεηή γηα ηελ νπνία είλαη εχθνιν λα γλσξίδνπκε ή λα 

αλαδεηήζνπκε ηα ζηνηρεία απφ ηηο επίζεκεο έξεπλεο ηεο ρψξαο. 

Γηα ηε δηαθχκαλζε ηνπ εθηηκεηή ιφγνπ ηεο κέζεο ηηκήο ελφο ραξαθηεξηζηηθνχ πνπ δίλεηαη απφ ηε ζρέζε 

(7.10), πξνθχπηεη άκεζα ιφγσ ηεο (7.7) φηη δίλεηαη απφ ηε ζρέζε: 

Var 𝑌  1,𝑅 =
1 − 𝑓

𝑛
 𝑆1

2 − 2𝑅𝑆12 + 𝑅2𝑆2
2  
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ή: 

 Var 𝑌  1,𝑅 =
1 − 𝑓

𝑛
 𝑆1

2 − 2𝑅𝜌𝑆1𝑆2 + 𝑅2𝑆2
2  (7.12) 

θαη ε εθηηκψκελε δηαθχκαλζε ηνπ 𝑌  1,𝑅, κέζσ ησλ (7.8) θαη (7.9), ζα είλαη: 

 Va r 𝑌  1,𝑅 =
1 − 𝑓

𝑛
 𝑠1

2 − 2𝑅 𝑆 12 + 𝑅 2𝑠2
2  (7.13) 

θαη: 

 Va r 𝑌  1,𝑅 =
1 − 𝑓

𝑛
 𝑠1

2 − 2𝑅 𝜌 𝑠1𝑠2 + 𝑅 2𝑠2
2  (7.14) 

αληίζηνηρα. 

 

Σν ζθεπηηθφ πίζσ απφ ηε ρξήζε κηαο βνεζεηηθήο κεηαβιεηήο ζηελ εθηίκεζε ηνπ κέζνπ ελφο 

ραξαθηεξηζηηθνχ ήηαλ ε βειηίσζε ζηελ αθξίβεηα ηνπ εθηηκεηή πνπ ιακβάλεηαη απφ ηελ α.η.δ. ρσξίο ρξήζε 

βνεζεηηθήο κεηαβιεηήο. Σν απνηέιεζκα πνπ αθνινπζεί καο δίλεη κηα ηθαλή θαη αλαγθαία ζπλζήθε, έηζη ψζηε 

ε εθηίκεζε ιφγνπ ηεο κέζεο ηηκήο (ή ζπλφινπ) ελφο ραξαθηεξηζηηθνχ λα είλαη πην αθξηβήο ζε ζρέζε κε ηνλ 

απιφ δεηγκαηηθφ κέζν φξν. 

Πξόηαζε 7.4 

Ηθαλή θαη αλαγθαία ζπλζήθε, ψζηε ν εθηηκεηήο ιφγνπ 𝑌  1,𝑅 γηα ηε κέζε ηηκή ηεο κεηαβιεηήο 𝑌1 λα είλαη πην 

απνηειεζκαηηθφο απφ ηνλ εθηηκεηή 𝑌  1 , είλαη: 

 𝜌(𝑌1, 𝑌2) >
𝑅𝑆2

2𝑆1
 (7.15) 

Απόδεημε 

Γηα ηε ζχγθξηζε ηεο απνηειεζκαηηθφηεηαο ησλ δχν εθηηκεηψλ, αξθεί λα ζπγθξίλνπκε ηηο δηαθπκάλζεηο ηνπο. 

Γηα ηνλ εθηηκεηή 𝑌  1, ε δηαθχκαλζε, κέζσ ηεο α.η.δ., είλαη: 

Var 𝑌  1 =
1 − 𝑓

𝑛
𝑆1

2 

ελψ γηα ηνλ εθηηκεηή 𝑌  1,𝑅, ε πξνζεγγηζηηθή δηαθχκαλζε δίλεηαη απφ ηελ (7.12). Αθαηξψληαο ηηο δχν 

δηαθπκάλζεηο, ζα είλαη: 

Var 𝑌  1 − Var 𝑌  1,𝑅 =
1−𝑓

𝑛
𝑆1

2 −
1−𝑓

𝑛
 𝑆1

2 − 2𝜌𝑅𝑆1𝑆2 + 𝑅2𝑆2
2  =

1−𝑓

𝑛
 2𝜌𝑅𝑆1𝑆2 − 𝑅2𝑆2

2  

φπνπ 𝜌 = 𝜌(𝑌1, 𝑌2). Καηά ζπλέπεηα, ζα ηζρχεη Var 𝑌  1,𝑅 < 𝑉𝑎𝑟 𝑌  1 , αλ θαη κφλν αλ: 

2𝜌𝑅𝑆1𝑆2 − 𝑅2𝑆2
2 > 0 ή  𝜌 >

𝑅𝑆2

2𝑆1
 

πνπ νινθιεξψλεη ηελ απφδεημε ■ 

Άξα, ν εθηηκεηήο ιφγνπ 𝑌  1,𝑅 ζα είλαη πην απνηειεζκαηηθφο απφ ηνλ 𝑌  1 (θαη ζπλεπψο ζα ελδείθλπηαη ε ρξήζε 

ηεο βνεζεηηθήο κεηαβιεηήο), φηαλ ε ζπζρέηηζε ησλ δχν κεηαβιεηψλ είλαη κεγάιε θαη μεπεξλά έλα φξην πνπ 
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ηζνχηαη κε ην θιάζκα 𝑅𝑆2/2𝑆1. Όζν κεγαιχηεξε ζπλεπψο είλαη ε ζπζρέηηζε, ηφζν πην πηζαλφ είλαη λα 

ηθαλνπνηείηαη ε ζπλζήθε, θαη ν 𝑌  1,𝑅 λα είλαη αθξηβέζηεξνο.  

Αλ ζπκβνιίζνπκε κε CV 𝑌1 = 𝑆1/𝑌 1 θαη CV 𝑌2 = 𝑆2/𝑌 2 ηνπο ζπληειεζηέο κεηαβιεηφηεηαο ησλ 𝑌1 θαη 𝑌2 

αληίζηνηρα, θαη ιάβνπκε ππφςε φηη 𝑌 1 = 𝑅𝑌 2, ηφηε κπνξνχκε λα γξάςνπκε ηζνδχλακα ηελ ηθαλή θαη 

αλαγθαία ζπλζήθε ηεο Πξφηαζεο 7.4 σο: 

𝜌 >
CV(𝑌2)

2CV(𝑌1)
 

Παξαηήξεζε 7.3 

Λφγσ ηεο ζπλζήθεο (7.15), ην θξηηήξην επηινγήο κηαο βνεζεηηθήο κεηαβιεηήο είλαη ε κέγηζηε δπλαηή 

γξακκηθή ζπζρέηηζε κε ηελ θχξηα κεηαβιεηή. Γηα ηνλ ιφγν απηφ, αξθεηά ζπρλά ζηελ πξάμε ζεσξνχκε σο 

βνεζεηηθή κεηαβιεηή ηελ ίδηα ηελ ππφ κειέηε κεηαβιεηή κεηξνχκελε ζε πξνεγνχκελε πεξίνδν ή έξεπλα. Ζ 

επηινγή απηή είλαη άξηζηε εθφζνλ είλαη εθηθηή, γηαηί εμαζθαιίδεηαη ε κεγάιε ζπζρέηηζε κεηαμχ ησλ δχν 

κεηαβιεηψλ. Ο κφλνο πεξηνξηζκφο είλαη φηη ε ηξέρνπζα δεηγκαηνιεπηηθή έξεπλα ζα πξέπεη λα δηεμαρζεί ζην 

ίδην δείγκα ηνπ πιεζπζκνχ πνπ έρεη δηεμαρζεί θαη ε παιηφηεξε έξεπλα. 

Παξαηήξεζε 7.4  

Ζ εθηίκεζε ιφγνπ ελφο ραξαθηεξηζηηθνχ, έρεη νκνηφηεηεο κε ηελ εθηίκεζε πνπ πξνθχπηεη απφ κηα 

δεηγκαηνιεςία κε άληζεο πηζαλφηεηεο. ΢ηε δεηγκαηνιεςία κε άληζεο πηζαλφηεηεο, ν εθηηκεηήο νξίδεηαη σο: 

𝑌  1𝛨𝛵 =  𝑤𝑖

𝑛

𝑖=1

𝑋1𝑖  

φπνπ 𝑤𝑖 = 1/𝜋𝑖 θαη 𝜋𝑖  είλαη ε πηζαλφηεηα επηινγήο ηεο 𝑖 κνλάδαο ζην δείγκα. ΢ηελ απιή ηπραία 

δεηγκαηνιεςία, θαη ζπγθεθξηκέλα γηα ηνλ απιφ δεηγκαηηθφ κέζν, φια ηα βάξε είλαη ίζα κεηαμχ ηνπο (𝑤𝑖 =
𝑛/𝑁). ΢ηνλ εθηηκεηή ιφγνπ, ν εθηηκεηήο γξάθεηαη: 

𝑌  1,𝑅 =
1

𝑌  2

𝑌 2

1

𝑛
 𝑋1𝑖

𝑛

𝑖=1

=  𝑤𝑖
′

𝑛

𝑖=1

𝑋1𝑖  

φπνπ 𝑤𝑖
′ = 𝑌 2/𝑛𝑌  2. Μπνξεί ζπλεπψο ν εθηηκεηήο ιφγνπ λα ζεσξεζεί σο εθηηκεηήο, θαηά ηνλ ππνινγηζκφ ηνπ 

νπνίνπ δηαθνξνπνηνχληαη ηα βάξε ή ε ζπκκεηνρή ησλ κεηξήζεσλ ηνπ δείγκαηνο. Ζ ίδηα ηδηφηεηα 

ραξαθηεξίδεη θαη ηνλ εθηηκεηή ζηελ πεξίπησζε ηεο δεηγκαηνιεςίαο κε άληζεο πηζαλφηεηεο.  

Ζ δηαθνξά κεηαμχ ησλ δχν πεξηπηψζεσλ είλαη φηη ελψ ηα βάξε 𝑤𝑖  είλαη πξνθαζνξηζκέλα θαη ππνινγίδνληαη 

βάζεη ηνπ δεηγκαηνιεπηηθνχ ζρεδίνπ, ηα βάξε 𝑤𝑖
′  ζηνλ εθηηκεηή ιφγνπ είλαη θάζε θνξά εμαξηψκελα απφ ηηο 

ηηκέο ηνπ δείγκαηνο, γηαηί ν δεηγκαηηθφο κέζνο ηεο βνεζεηηθήο κεηαβιεηήο 𝑌  2 ζα αιιάδεη θάζε θνξά, 

αλάινγα κε ην δείγκα. 

Παξάδεηγκα 7.2 

Σα δεδνκέλα ηνπ Παξαδείγκαηνο είλαη απφ ην βηβιίν Sampling of Populations, Levy & Lemeshow (1999) 

ζει. 171. Σα δεδνκέλα απνηεινχλ έλα α.η. δείγκα απφ ηα αξρεία ελφο θηεληάηξνπ κηθξψλ δψσλ. Γηα ηελ θάζε 

παξαηήξεζε, έγηλε θαηαγξαθή ηνπ αξηζκνχ ησλ επηζθέςεσλ πνπ έθαλαλ ζην ηαηξείν ηνπ θηεληάηξνπ νη 

ηδηνθηήηεο ησλ δψσλ γηα ηε δηάξθεηα ελφο έηνπο θαζψο θαη ην ζπλνιηθφ θφζηνο ησλ επηζθέςεσλ. ΢θνπφο ηεο 

δεηγκαηνιεςίαο είλαη λα εθηηκεζεί ην κέζν πνζφ πνπ θνζηίδεη ζηνλ ηδηνθηήηε ελφο ζθχινπ ή γάηαο ε εηήζηα 

ηαηξηθή θξνληίδα ηνπ δψνπ. Σα δεδνκέλα ηνπ δείγκαηνο κεγέζνπο 50 δίλνληαη ζηνλ Πίλαθα 7.2. 
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α/α 

δώνπ 

Σύπνο 

δώνπ 

Αξηζκ. 

Δπηζθέςεσλ 

(𝒀𝟐) 

΢πλνιηθό 

θόζηνο 

(𝒀𝟏) ζε $ 

α/α 

δώνπ 

Σύπνο 

δώνπ 

Αξηζκ. 

Δπηζθέςεσλ 

(𝒀𝟐) 

΢πλνιηθό 

θόζηνο  

(𝒀𝟏) ζε $ 

1 ζθπιί 4 45.14 26 ζθπιί 4 48.3 

2 ζθπιί 5 50.13 27 ζθπιί 5 54.64 

3 γάηα 2 27.15 28 γάηα 3 21.45 

4 ζθπιί 3 45.8 29 γάηα 3 10.71 

5 γάηα 1 23.4 30 ζθπιί 4 60.57 

6 γάηα 2 8.24 31 ζθπιί 6 53.37 

7 ζθπιί 6 61.22 32 ζθπιί 5 40.52 

8 γάηα 2 29.9 33 ζθπιί 4 50.26 

9 ζθπιί 5 56.57 34 γάηα 2 15.23 

10 ζθπιί 4 42.39 35 ζθπιί 4 42.02 

11 γάηα 2 27.24 36 ζθπιί 5 32.78 

12 γάηα 3 22.17 37 γάηα 2 30.21 

13 ζθπιί 6 39.67 38 γάηα 1 27.54 

14 ζθπιί 4 40.52 39 ζθπιί 6 52.03 

15 ζθπιί 4 39.48 40 ζθπιί 5 54.47 

16 γάηα 1 7.14 41 ζθπιί 5 46.88 

17 ζθπιί 4 61.82 42 γάηα 2 23.77 

18 γάηα 2 39.88 43 ζθπιί 3 52.48 

19 γάηα 2 16.89 44 ζθπιί 2 60.49 

20 ζθπιί 3 55.31 45 ζθπιί 2 53.70 

21 ζθπιί 2 63.19 46 ζθπιί 2 46.39 

22 ζθπιί 2 45.11 47 ζθπιί 2 53.24 

23 ζθπιί 3 66.20 48 γάηα 1 14.18 

24 γάηα 3 17.16 49 ζθπιί 3 41.52 

25 γάηα 3 28.55 50 ζθπιί 2 39.26 

Πίνακας 7.2 Γεδνκέλα δείγκαηνο 50 πειαηώλ θηελίαηξνπ, γηα αξηζκό επηζθέςεσλ θαη εηήζην θόζηνο. 

Ο θηελίαηξνο γλσξίδεη φηη ζπλνιηθά είρε 4100 επηζθέςεηο ζην ηαηξείν ηνπ ηε ρξνληά πνπ πέξαζε, εθ ησλ 

νπνίσλ 2515 αληηζηνηρνχλ ζε επηζθέςεηο πειαηψλ πνπ είλαη ηδηνθηήηεο ζθχισλ, θαη 1585 ζε πειάηεο κε 

γάηεο. Δπίζεο, γλσξίδεη φηη ζπλνιηθά „βιέπεη‟ 850 ζθπιηά θαη 450 γάηεο. Να ππνινγηζηεί ν εθηηκεηήο ηνπ 

κέζνπ εηήζηνπ θφζηνπο γηα ηαηξηθή θξνληίδα ησλ δψσλ (α) απφ ην α.η. δείγκα ρσξίο ρξήζε ηεο κεηαβιεηήο 𝑌2 

θαη (β) απφ ην α.η.δ. ησλ κεηαβιεηψλ 𝑌1 θαη 𝑌2. 
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Δηζάγνπκε ηα δεδνκέλα ζηελ R, θαη έζησ φηη visits θαη cost είλαη ηα νλφκαηα ησλ ζηειψλ κε ηνλ αξηζκφ 

ησλ επηζθέςεσλ θαη ην θφζηνο ησλ επηζθέςεσλ αληίζηνηρα. Γηα ηνλ ππνινγηζκφ ηεο κέζεο ηηκήο ζηελ (α) 

πεξίπησζε, είλαη: 

> sum(cost)/50 

[1] 39.7256 

δει., θαηά κέζνλ φξν, ν θάζε ηδηνθηήηεο ελφο ζθχινπ ή γάηαο μνδεχεη 39.73 δνιιάξηα ην ρξφλν γηα ηελ 

ηαηξηθή ηνπ θξνληίδα. 

Γηα ην ηππηθφ ζθάικα ηεο εθηίκεζεο, ιακβάλνληαο ππφςε φηη ν ζπλνιηθφο αξηζκφο ησλ δψσλ είλαη 1300 θαη 

θάλνληαο ρξήζε ησλ ηδηνηήησλ ηεο α.η.δ., ζα είλαη: 

> sqrt((1-50/1300)*(1/50)*var(cost)) 

[1] 2.221718 

 

Άξα, κε βάζε ηε κεηαβιεηή 𝑌1 θαη κφλν, εθηηκάηαη φηη ην κέζν εηήζην θφζηνο ηαηξηθήο θξνληίδαο ησλ δψσλ 

είλαη 39.73$, κε ηππηθφ ζθάικα εθηίκεζεο 2.22$. 

 

Γηα ηελ πεξίπησζε (β), εθηφο απφ ηε κεηαβιεηή πνπ δίλεη ην θφζηνο, ιακβάλνπκε ππφςε θαη ηε κεηαβιεηή 

ηνπ αξηζκνχ επηζθέςεσλ. Ζ λέα εθηίκεζε ηεο δεηνχκελεο κέζεο ηηκήο, θάλνληαο εθαξκνγή ηνπ εθηηκεηή 

ιφγνπ, ζα είλαη: 

> PopMeanVisits<-4100/1300 

> PopMeanVisits 

[1] 3.153846 

> estR<-(sum(cost)/sum(visits))*PopMeanVisits 

> estR 

[1] 38.90945 

 

Άξα, ε ηηκή ηνπ εθηηκεηή είλαη 38.91$ (αξθεηά θνληά κε ηελ εθηίκεζε ζην (α)), θαη κηα εθηίκεζε ηνπ ηππηθνχ 

ζθάικαηνο απφ ηελ (7.8) είλαη: 

> s12=(1/49)*sum((cost-mean(cost))*(visits-mean(visits))) 

> R<-(sum(cost)/sum(visits)) 

> R 

[1] 12.33714 

> sqrt((1-50/1300)*(1/50)*(var(cost)-2*R*s12+R^2*var(visits))) 

[1] 2.375109 

 

Άξα, γηα ηα δεδνκέλα ηνπ παξαδείγκαηνο, ε εθηίκεζε ηεο δεηνχκελεο κέζεο ηηκήο έρεη κεγαιχηεξε αθξίβεηα 

εάλ ε εθηίκεζε γίλεη ρσξίο ρξήζε ηεο βνεζεηηθήο κεηαβιεηήο. Απηφ ζπκβαίλεη, γηαηί ελψ νη δχν κεηαβιεηέο 

ζπλδένληαη, δελ ζπλδένληαη ηφζν ηζρπξά ψζηε λα ηθαλνπνηείηαη ε ζπλζήθε (7.15). Πξάγκαηη, εθηηκψληαο ηηο 

πνζφηεηεο πνπ εκθαλίδνληαη ζηελ (7.15) απφ ηηο ηηκέο ηνπ δείγκαηνο πξνθχπηεη: 

> rho<-s12/sqrt(var(cost)*var(visits)) 

> rho 

[1] 0.4929873  

Άξα, κηα εθηίκεζε ηνπ ζπληειεζηή ζπζρέηηζεο ησλ δχν κεηαβιεηψλ, κε βάζε ηα δεδνκέλα ηνπ δείγκαηνο, 

είλαη 0.493. Σν δεμί κέξνο ηεο αληζφηεηαο (7.15) είλαη: 

> R*sqrt(var(visits))/(2*sqrt(var(cost))) 

[1] 0.5570925 

> rho>R*sqrt(var(visits))/(2*sqrt(var(cost))) 
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[1] FALSE 

 

΢πλεπψο, ε ζπλζήθε (7.15) γηα ηα δεδνκέλα ηεο άζθεζεο δελ ηθαλνπνηείηαη, γηαηί ν ζπληειεζηήο ζπζρέηηζεο 

δελ μεπεξλά ηελ ηηκή 0.557. Άξα, ε ρξήζε ηεο βνεζεηηθήο κεηαβιεηήο ζην ζπγθεθξηκέλν πξφβιεκα δελ 

βειηηψλεη ηελ εθηίκεζε σο πξνο ηελ αθξίβεηα. 

 

Γηαπηζηψλνληαο φηη ν εθηηκεηήο ιφγνπ δελ βειηηψλεη πάληα ηελ εθηίκεζε, θαη φηη θξηηήξην γηα ην ζεηηθφ ή φρη 

απνηέιεζκα είλαη ν βαζκφο ζπζρέηηζεο ησλ δχν κεηαβιεηψλ, είλαη άκεζν ην εξψηεκα ηη ζα ζπλέβαηλε εάλ ε 

ζπζρέηηζε δελ ήηαλ αξθεηά ηζρπξή ψζηε λα ηθαλνπνηεί ηε ζπλζήθε ζε φιν ην εχξνο ηνπ πιεζπζκνχ, αιιά 

ήηαλ ηζρπξή ζε ππνζχλνιά ηνπ. Θα κπνξνχζε, γηα παξάδεηγκα, λα βειηησζεί ε εθηίκεζε, εάλ εθαξκφδακε ηνλ 

εθηηκεηή ιφγνπ ζε έλα ζηξσκαηνπνηεκέλν πιεζπζκφ, αληί γηα ην εληαίν ζχλνιν; Σν εξψηεκα απηφ έρεη 

λφεκα, επεηδή πξάγκαηη νη ππφ κειέηε κεηαβιεηέο κπνξεί λα έρνπλ πην ηζρπξή ζπζρέηηζε ζε νξηζκέλα 

ζηξψκαηα ηνπ πιεζπζκνχ θαη ιηγφηεξν ηζρπξή ζε άιια. Λφγσ επίζεο ηεο κεγάιεο ρξήζεο ηεο 

ζηξσκαηνπνηεκέλεο δεηγκαηνιεςίαο, είλαη αλαγθαίν λα δνζνχλ νη θαηεπζχλζεηο, γηα ηνλ ηξφπν κε ηνλ νπνίν 

κπνξνχλ λα ζπλδπαζηνχλ νη δχν κεζνδνινγίεο, ηεο εθηίκεζεο ιφγνπ θαη ηεο ζηξσκαηνπνηεκέλεο.  

Ζ επφκελε παξάγξαθνο εμεηάδεη ηελ εθαξκνγή ηνπ εθηηκεηή ιφγνπ γηα ηελ εθηίκεζε ηεο κέζεο ηηκήο ή ην 

ζχλνιν ελφο ραξαθηεξηζηηθνχ, ζηελ πεξίπησζε ελφο πιεζπζκνχ ρσξηζκέλνπ ζε ζηξψκαηα. Ζ ρξήζε ηνπ 

εθηηκεηή ιφγνπ, ζε ζπλδπαζκφ κε ηε ζηξσκαηνπνηεκέλε θαη ηελ εθ ησλ πζηέξσλ ζηξσκαηνπνηεκέλε, είλαη 

πάξα πνιχ ζπρλή.  

7.4. Δθηηκεηήο ιόγνπ θαη ζηξσκαηνπνηεκέλε δεηγκαηνιεςία 

Ζ εθαξκνγή ηνπ εθηηκεηή ιφγνπ ζε έλα ζηξσκαηνπνηεκέλν δεηγκαηνιεπηηθφ ζρέδην κπνξεί λα γίλεη κε δχν 

δηαθνξεηηθνχο ηξφπνπο. ΢ην πξψην, ππνινγίδνπκε πξψηα ηνλ εθηηκεηή ιφγνπ αλά ζηξψκα θαη ζηε ζπλέρεηα 

ηνλ ηειηθφ εθηηκεηή κε βάζε ηε ζηξσκαηνπνηεκέλε. ΢ηνλ δεχηεξν, εθαξκφδνπκε πξψηα ηε 

ζηξσκαηνπνηεκέλε γηα ηελ εθηίκεζε ησλ δχν κέζσλ ηηκψλ ησλ κεηαβιεηψλ θαη ζηε ζπλέρεηα ηνλ νξηζκφ ηνπ 

εθηηκεηή ιφγνπ. 

 

Α. ΢πλδπαζκέλνο ή από θνηλνύ εθηηκεηήο ιόγνπ (combined ratio estimate). 

΢χκθσλα κε ηε κεζνδνινγία εθηίκεζεο ηνπ ζπλδπαζκέλνπ εθηηκεηή ιφγνπ, εθαξκφδεηαη αξρηθά ε εθηίκεζε 

θάησ απφ ην ζηξσκαηνπνηεκέλν ζρέδην γηα ηελ εθηίκεζε ησλ κέζσλ ηηκψλ ηνπ θχξηνπ θαη ηνπ βνεζεηηθνχ 

ραξαθηεξηζηηθνχ, θαη ζηε ζπλέρεηα εθαξκφδεηαη ν νξηζκφο ηνπ εθηηκεηή ιφγνπ. Αλ κε 𝑌  1,𝑅𝑐  ζπκβνιίζνπκε 

ηνλ εθηηκεηή απηφλ, ε ζρέζε απφ ηελ νπνία νξίδεηαη αλαιπηηθά είλαη ε: 

𝑌  1,𝑅𝑐 =
𝑌  1,𝑠𝑡

𝑌  2,𝑠𝑡

𝑌 2 

φπνπ 𝑌  1,𝑠𝑡  θαη 𝑌  2,𝑠𝑡  είλαη νη εθηηκεηέο ησλ 𝑌 1, 𝑌 2 πνπ πξνθχπηνπλ απφ ηε ζηξσκαηνπνηεκέλε δεηγκαηνιεςία 

ιακβάλνληαο ππφςε ηα πιεζπζκηαθά βάξε ησλ ζηξσκάησλ, π.ρ. 

𝑌  1,𝑠𝑡 =  𝑊ℎ

ℎ

𝑌  1,ℎ  

θαη 𝑌  1,ℎ =  1/𝑛ℎ  𝑋1𝑗𝑗  o δεηγκαηηθφο κέζνο γηα θάζε ζηξψκα ℎ, ελψ 𝑊ℎ = 𝛮ℎ /𝛮 είλαη ην πιεζπζκηαθφ 

βάξνο ηνπ ζηξψκαηνο ℎ. 

Απφ ηνλ νξηζκφ ηνπ εθηηκεηή, παξαηεξνχκε φηη πξνθεηκέλνπ λα ππνινγίζνπκε ηνλ 𝑌  1,𝑅𝑐  ρξεηάδεηαη λα 

γλσξίδνπκε ηνλ πιεζπζκηαθνχ κέζν ηεο βνεζεηηθήο κεηαβιεηήο γηα ηνλ εληαίν πιεζπζκφ, θαη φρη αλά 

ζηξψκαηα. Δθαξκφδνληαο ηα απνηειέζκαηα πνπ ηζρχνπλ γηα ηελ εθηίκεζε θαη ηε δηαθχκαλζε ηνπ εθηηκεηή 

ζηελ πεξίπησζε ελφο ζηξσκαηνπνηεκέλνπ δεηγκαηνιεπηηθνχ ζρεδίνπ (βι. παξ. 3.2) θαη ηνλ νξηζκφ ηνπ 
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εθηηκεηή ιφγνπ, ππνινγίδεηαη ε δηαθχκαλζε ηνπ εθηηκεηή 𝑌  1,𝑅𝑐 . Ζ Πξφηαζε πνπ αθνινπζεί δίλεη ην ζρεηηθφ 

απνηέιεζκα. 

Πξόηαζε 7.5 

Ζ δηαθχκαλζε ηνπ απφ θνηλνχ εθηηκεηή ιφγνπ 𝑌  1,𝑅𝑐  δίλεηαη πξνζεγγηζηηθά απφ ηε ζρέζε: 

Var 𝑌  1,𝑅𝑐 ≅  
1 − 𝑓ℎ

𝑛ℎ
𝑊ℎ

2 𝑆1ℎ
2 − 2𝑅𝑆12,ℎ + 𝑅2𝑆2ℎ

2  

𝐿

ℎ=1

 

Όπνπ, θαηά ηνλ ζπλήζε ζπκβνιηζκφ, ν δείθηεο ℎ αλαθέξεηαη ζηελ πνζφηεηα ππνινγηζκέλε γηα θάζε ζηξψκα 

ℎ ηνπ πιεζπζκνχ (ℎ = 1,2, … , 𝐿). 

Απόδεημε 

Ζ απφδεημε ηεο Πξφηαζεο αθνινπζεί ηνλ ηξφπν απφδεημεο ηεο Πξφηαζεο 7.3. γηα ηνλ πξνζεγγηζηηθφ 

ππνινγηζκφ ηεο δηαθχκαλζεο ηνπ ιφγνπ 𝑅 ζηελ απιή ηπραία. ΢πγθεθξηκέλα, 

Var 𝑌  1,𝑅𝑐 = Var 
𝑌  1,𝑠𝑡

𝑌  2,𝑠𝑡

𝑌 2 = 𝑌 2
2𝐸 𝑅 𝑠𝑡 − 𝑅 

2
 

φπνπ 𝑅 𝑠𝑡  είλαη ν ιφγνο ησλ δχν ραξαθηεξηζηηθψλ φπσο απηφο εθηηκάηαη εάλ εθαξκφζνπκε ρσξηζηά ζηνλ 

αξηζκεηή θαη ζηνλ παξνλνκαζηή ηελ εθηίκεζε ηεο ζηξσκαηνπνηεκέλεο γηα ηα ραξαθηεξηζηηθά 𝑌1 θαη 𝑌2 

αληίζηνηρα. ΢ηε ζπλέρεηα, δνπιεχνληαο αλάινγα κε ηελ απφδεημε ηεο Πξφηαζεο 7.3, αλαπηχζζνπκε ηνπο 

ιφγνπο 𝑅 𝑠𝑡  θαη 𝑅 θαη, κεηά απφ πξάμεηο ζηα θιάζκαηα, θάλνπκε ηελ πξνζέγγηζε αληηθαζηζηψληαο ηνλ 

πιεζπζκηαθφ κέζν αληί γηα ηνλ δεηγκαηηθφ ζηνλ παξνλνκαζηή. Αλαιπηηθά, είλαη: 

𝑌 2
2E 𝑅 𝑠𝑡 − 𝑅 

2
= 𝑌 2

2E  
𝑋 1,𝑠𝑡 − 𝑋 2,𝑠𝑡𝑅

𝑋 2,𝑠𝑡
 

2

≅ 𝑌 2
2E  

𝑋 1,𝑠𝑡 − 𝑋 2,𝑠𝑡𝑅

𝑌 2,𝑠𝑡
 

2

= E 𝑌  1,𝑠𝑡 − 𝑌  2,𝑠𝑡𝑅 
2
 

Άξα, γηα ηε δεηνχκελε δηαζπνξά, ην πξνζεγγηζηηθφ ελδηάκεζν απνηέιεζκα είλαη: 

Var 𝑌  1,𝑅𝑐 ≅ E 𝑌  1,𝑠𝑡 − 𝑌  2,𝑠𝑡𝑅 
2
 

΢ηε ζπλέρεηα, φπσο θαη ζηελ πεξίπησζε ηνπ εληαίνπ πιεζπζκνχ ζηελ Πξφηαζε 7.3, νξίδνπκε ηηο 

παξαηεξήζεηο ησλ δηαθνξψλ 𝛧ℎ𝑖 = 𝑌1ℎ𝑖 − 𝑌2ℎ𝑖𝑅 γηα 𝑖 = 1,2, … , 𝑁ℎ  θαη ℎ = 1,2, … , 𝐿. Γηα ηνλ πιεζπζκφ ησλ 

κνλάδσλ 𝛧ℎ𝑖 , ε κέζε ηηκή είλαη κεδέλ (γηαηί 𝑍 = 𝑌 1 − 𝑌 2𝑅 = 0) θαη ε πνζφηεηα 𝛧  
𝑠𝑡 = 𝑌  1,𝑠𝑡 − 𝑌  2,𝑠𝑡𝑅 είλαη ν 

δεηγκαηηθφο ζηαζκηζκέλνο κέζνο, ηνλ νπνίν πηνζεηνχκε σο εθηηκεηή ηεο κέζεο ηηκήο ηνπ πιεζπζκνχ ζηε 

ζηξσκαηνπνηεκέλε. Λφγσ ηεο ακεξνιεςίαο ηνπ εθηηκεηή, ζα είλαη Ε 𝛧  
𝑠𝑡 = 0 θαη θαηά ζπλέπεηα: 

E 𝑌  1,𝑠𝑡 − 𝑌  2,𝑠𝑡𝑅 
2

= Var 𝑌  1,𝑠𝑡 − 𝑌  2,𝑠𝑡𝑅 = Var 𝛧  
𝑠𝑡  

Σέινο, ε δηαζπνξά ηνπ εθηηκεηή 𝛧  
𝑠𝑡  ππνινγίδεηαη κέζσ ηεο ζηξσκαηνπνηεκέλνπ ζρεδίνπ θαη είλαη: 

Var 𝑌  1,𝑅𝑐 ≅ Var 𝛧  
𝑠𝑡 =  𝑊ℎ

2
1 − 𝑓ℎ

𝑛ℎ

𝐿

ℎ=1

𝑆𝑍ℎ
2  

φπνπ 𝑆𝑍ℎ
2  είλαη ε πιεζπζκηαθή δηαζπνξά ησλ κεηξήζεσλ 𝑍 γηα ην θάζε ζηξψκα ℎ. Κάλνληαο ρξήζε ηνπ 

νξηζκνχ ηεο δηαζπνξάο θαη αλαπηχζζνληαο ηα 𝑍 σο πξνο ηηο αξρηθέο κεηαβιεηέο 𝑌1 θαη 𝑌2, ζα είλαη: 
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𝑆𝑍ℎ
2 =

1

𝛮ℎ − 1
  𝑍ℎ𝑖 − 𝑍 

ℎ 2 =

𝑁ℎ

𝑖=1

1

𝛮ℎ − 1
  𝑌1ℎ𝑖 − 𝑌2ℎ𝑖𝑅 − 𝑌 1ℎ + 𝑅𝑌 2ℎ 2

𝑁ℎ

𝑖=1

 

=
1

𝛮ℎ − 1
  (𝑌1ℎ𝑖 − 𝑌 1ℎ) + 𝑅(𝑌2ℎ𝑖 − 𝑅𝑌 2ℎ ) 2

𝑁ℎ

𝑖=1

 

απ‟ φπνπ, εθαξκφδνληαο ηελ ηαπηφηεηα γηα ην ηεηξάγσλν δησλχκνπ ζε θάζε φξν ηνπ αζξνίζκαηνο, πξνθχπηεη 

ην δεηνχκελν ■ 

 

Δίλαη ζεκαληηθφ λα παξαηεξήζνπκε φηη ζηελ έθθξαζε ηεο δηαθχκαλζεο ηνπ απφ θνηλνχ εθηηκεηή 𝑌  1,𝑅𝑐 , ν 

ιφγνο 𝑅 ησλ δχν ραξαθηεξηζηηθψλ δελ εκθαλίδεηαη κε δείθηε ℎ, δειαδή δελ νξίδεηαη αλεμάξηεηα αλά 

ζηξψκα, αιιά εληαία γηα φιν ηνλ πιεζπζκφ. ΢πλνιηθά, ηα δχν βαζηθά ραξαθηεξηζηηθά ηνπ ζπλδπαζκέλνπ 

εθηηκεηή ιφγνπ 𝑌  1,𝑅𝑐  είλαη: 

(i) θάλεη ρξήζε ηνπ ζπλνιηθνχ πιεζπζκηαθνχ κέζνπ γηα ηε βνεζεηηθή κεηαβιεηή 𝑌 2 θαη  

(ii) νη ηδηφηεηέο ηνπ εμαξηψληαη απφ ηνλ ζπλνιηθφ, δει. γηα νιφθιεξν ηνλ πιεζπζκφ, ιφγν ησλ 

δχν ραξαθηεξηζηηθψλ 𝑅. 

 

B. Αλεμάξηεηνο εθηηκεηήο ιόγνπ (separate ratio estimate). 

Γηα ηνλ ππνινγηζκφ ηνπ αλεμάξηεηνπ εθηηκεηή ιφγνπ ηνπ κέζνπ ελφο ραξαθηεξηζηηθνχ ζε έλα 

ζηξσκαηνπνηεκέλν δείγκα, αξρηθά ππνινγίδεηαη ν εθηηκεηήο ιφγνπ ηεο δεηνχκελεο πνζφηεηαο ζε θάζε 

ζηξψκα ρσξηζηά, θαη ζηε ζπλέρεηα γίλεηαη ζπλδπαζκφο φισλ ησλ 𝐿 εθηηκήζεσλ πνπ πξνθχπηνπλ, θάλνληαο 

ρξήζε ηνπ ζηαζκηζκέλνπ εθηηκεηή πνπ ηζρχεη γηα ηελ πεξίπησζε ηεο ζηξσκαηνπνηεκέλεο. Αλ ζπκβνιίζνπκε 

κε 𝑌  1,𝑅𝑠  ηνλ εθηηκεηή, ζα είλαη: 

𝑌  1,𝑅𝑠 =  𝑊ℎ

𝑌  1ℎ

𝑌  2ℎ

𝐿

ℎ=1

𝑌 2ℎ =  𝑊ℎ𝑅 ℎ

𝐿

ℎ=1

𝑌 2ℎ  

φπνπ 𝑌  1,𝑅ℎ  είλαη ν εθηηκεηήο ιφγνπ (7.10) ηεο κέζεο ηηκήο γηα ην 𝑌1 ραξαθηεξηζηηθφ ζην ζηξψκα ℎ, θαη 𝑊ℎ  ην 

βάξνο ηνπ ίδηνπ ζηξψκαηνο. Αλαπηχζζνληαο ηνλ εθηηκεηή 𝑌  1,𝑅ℎ  ζχκθσλα κε ηνλ νξηζκφ ηνπ, πξνθχπηεη κηα 

ηζνδχλακε έθθξαζε γηα ηνλ αλεμάξηεην εθηηκεηή ιφγνπ 𝑌  1,𝑅𝑠 . Θα είλαη: 

𝑌  1,𝑅𝑠 =  𝑊ℎ

𝑌  1ℎ

𝑌  2ℎ

𝐿

ℎ=1

𝑌 2ℎ =  𝑊ℎ𝑅 ℎ

𝐿

ℎ=1

𝑌 2ℎ  

φπνπ 𝑅 ℎ  είλαη ν εθηηκεηήο ιφγνπ ηεο κέζεο ηηκήο ηνπ 𝑌1 ραξαθηεξηζηηθνχ γηα ην ζηξψκα ℎ θαη 𝑌 2ℎ  ε 

πιεζπζκηαθή κέζε ηηκή ηεο βνεζεηηθήο κεηαβιεηήο ηνπ ίδηνπ ζηξψκαηνο. 

Απφ ηνλ νξηζκφ ηνπ εθηηκεηή 𝑌  1,𝑅𝑠 , ζπκπεξαίλνπκε φηη γηα ηνλ ηειηθφ ππνινγηζκφ ηνπ εθηηκεηή, ιακβάλεηαη 

ππφςε (i) ε πιεζπζκηαθή κέζε ηηκή 𝑌 2ℎ  ηνπ βνεζεηηθνχ ραξαθηεξηζηηθνχ γηα θάζε ζηξψκα ρσξηζηά θαη (ii) ε 

εθηίκεζε ηνπ ιφγνπ ησλ δχν ραξαθηεξηζηηθψλ 𝑅 ℎ , επίζεο γηα ην θάζε ζηξψκα ρσξηζηά. Σα δχν απηά ζεκεία 

δηαθνξνπνηνχλ ηνλ αλεμάξηεην εθηηκεηή ιφγνπ απφ ηνλ ζπλδπαζκέλν. Σν πξψην ζεκείν απνηειεί έλαλ 

πξαθηηθφ πεξηνξηζκφ. ΢ε νξηζκέλεο έξεπλεο, ελδέρεηαη ε πιεξνθνξία ηεο κέζεο ηηκήο ηνπ βνεζεηηθνχ 

ραξαθηεξηζηηθνχ λα είλαη δηαζέζηκε γηα φινλ ηνλ πιεζπζκφ, αιιά φρη θαη γηα θάζε ζηξψκα ρσξηζηά. Σν 

δεχηεξν είλαη έλα ζεκείν θαηά ην νπνίν πιενλεθηεί ν αλεμάξηεηνο εθηηκεηήο ιφγνπ ζε ζρέζε κε ηνλ απφ 

θνηλνχ, γηαηί κπνξεί λα ζπκπεξηιάβεη πεξηπηψζεηο πιεζπζκψλ πνπ πξαγκαηηθά ν ιφγνο ησλ δχν 

ραξαθηεξηζηηθψλ δηαθέξεη απφ ζηξψκα ζε ζηξψκα. Γηα ηνπο πιεζπζκνχο απηνχο, ν αλεμάξηεηνο εθηηκεηήο 



 

 
172 

𝑌  1,𝑅𝑠  ζα είλαη πην αθξηβήο. Σν απνηέιεζκα ζα γίλεη πεξηζζφηεξν αληηιεπηφ κεηά ηελ Πξφηαζε πνπ αθνινπζεί, 

ε νπνία δίλεη ηε δηαθχκαλζε ηνπ εθηηκεηή 𝑌  1,𝑅𝑠 . 

Πξόηαζε 7.6 

Ζ δηαθχκαλζε ηνπ αλεμάξηεηνπ εθηηκεηή ιφγνπ 𝑌  1,𝑅𝑠  δίλεηαη πξνζεγγηζηηθά απφ ηε ζρέζε: 

Var 𝑌  1,𝑅𝑠 ≅  
1 − 𝑓ℎ

𝑛ℎ
𝑊ℎ

2 𝑆1ℎ
2 − 2𝑅ℎ𝑆12,ℎ + 𝑅ℎ

2𝑆2ℎ
2  

𝐿

ℎ=1

 

Απόδεημε 

Απφ ηνλ νξηζκφ ηνπ 𝑌  1,𝑅𝑠  θαη ιφγσ ηεο αλεμάξηεηεο δεηγκαηνιεςίαο αλά ζηξψκα ζχκθσλα κε ην 

ζηξσκαηνπνηεκέλν ζρέδην, ζα έρνπκε: 

Var 𝑌  1,𝑅𝑠 = Var  𝑊ℎ𝑅 ℎ𝑌 2ℎ

𝐿

ℎ=1

 =  𝑊ℎ
2𝑌 ℎ

2

𝐿

ℎ=1

Var 𝑅 ℎ  

΢ηε ζπλέρεηα, εθαξκφδνληαο ηελ έθθξαζε (7.7) γηα ηελ πξνζεγγηζηηθή ηηκή ηεο δηαθχκαλζεο Var 𝑅 ℎ  ζε 

θάζε ζηξψκα ℎ, πξνθχπηεη άκεζα ην δεηνχκελν: 

Var 𝑌  1,𝑅𝑠 =  𝑊ℎ
2

𝐿

ℎ=1

1 − 𝑓ℎ

𝑛ℎ
 𝑆1ℎ

2 − 2𝑅ℎ𝑆12,ℎ + 𝑅ℎ
2𝑆2ℎ

2    

■ 

΢πγθξίλνληαο ηνπο εθηηκεηέο 𝑌  1,𝑅𝑐  θαη 𝑌  1,𝑅𝑠  σο πξνο ηελ ακεξνιεςία, ν εθηηκεηήο 𝑌  1,𝑅𝑠  έρεη κεγαιχηεξν 

θίλδπλν λα έρεη κεγάιν πνζφ κεξνιεςίαο. Απηφ πξνθχπηεη επεηδή ην άλσ φξην γηα ην πνζφ κεξνιεςίαο ηνπ 

εθηηκεηή ηνπ ιφγνπ πνπ δψζακε ζην Πφξηζκα 7.1 ηζρχεη γηα ηνλ θάζε επηκέξνπο εθηηκεηή 𝑅 ℎ  αλά ζηξψκα. 

Γειαδή: 

 Bias 𝑅 ℎ  

 Var 𝑅 ℎ 

≤ CV 𝑌  2ℎ  

∀ ℎ (ℎ = 1,2, … , 𝐿) θαη ν ζπλνιηθφο εθηηκεηήο 𝑌  1,𝑅𝑠  ζα έρεη σο άλσ φξην κεξνιεςίαο 𝐿 θνξέο (ρνληξηθά) ην 

πνζφ κεξνιεςίαο ηνπ ελφο εθηηκεηή αλά ζηξψκα. 

Χο πξνο ηελ αθξίβεηα, ν αλεμάξηεηνο εθηηκεηήο ιφγνπ 𝑌  1,𝑅𝑠  είλαη θαιχηεξνο απφ ηνλ απφ θνηλνχ εθηηκεηή 

𝑌  1,𝑅𝑐 , εάλ νη ιφγνη 𝑅ℎ  δηαθέξνπλ αλά ζηξψκα. Πξάγκαηη: 

Var 𝑌  1,𝑅𝑐 − Var 𝑌  1,𝑅𝑠 =  𝑊ℎ
2

𝐿

ℎ=1

1 − 𝑓ℎ

𝑛ℎ
 𝑆2ℎ

2 (𝑅2 − 𝑅ℎ
2) − 2𝑆12,ℎ(𝑅 − 𝑅ℎ )  

άξα γηα 𝑅 = 𝑅ℎ , νη δηαθπκάλζεηο είλαη ίζεο, ελψ, ζηε γεληθή πεξίπησζε πνπ 𝑅 ≠ 𝑅ℎ , θαη γηα κεγάια κεγέζε 

δείγκαηνο ζε θάζε ζηξψκα, ε πνζφηεηα ζηελ παξέλζεζε ησλ φξσλ ηνπ αζξνίζκαηνο είλαη ζεηηθή (γηα 

κεγαιχηεξε αλάπηπμε, βι. Cochran (1977), παξάγξ. 6.12). 
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Παξάδεηγκα 7.3 

Γηα ηα δεδνκέλα ηνπ Παξαδείγκαηνο 7.2, έζησ φηη ζεσξνχκε ηελ εθ ησλ πζηέξσλ ζηξσκαηνπνίεζε γηα ην 

δείγκα κε θξηηήξην δηαρσξηζκνχ ζηξσκάησλ ηνλ ηχπν ηνπ θαηνηθίδηνπ δψνπ (ζθχινο / γάηα). Θα εμεηάζνπκε 

πψο ζπγθξίλεηαη (α) ν εθηηκεηήο ηνπ κέζνπ εηήζηνπ θφζηνπο γηα ηελ ηαηξηθή θξνληίδα ησλ δψσλ ρσξίο ηε 

ρξήζε βνεζεηηθήο κεηαβιεηήο κε (β) ηνλ εθηηκεηή ιφγνπ κε ηε βνήζεηα ηεο κεηαβιεηήο πνπ κεηξά ηνλ 

αξηζκφ ησλ επηζθέςεσλ ζηνλ θηελίαηξν. 

(α) Γηα ηελ πξψηε εθηίκεζε, ν εθηηκεηήο ζα είλαη ν ζηαζκηζκέλνο κέζνο ζχκθσλα κε ηε ζηξσκαηνπνηεκέλε. 

Σα βάξε γηα ηνλ πιεζπζκφ ππνινγίδνληαη απφ ηελ πιεξνθνξία φηη ν θηελίαηξνο „βιέπεη‟ ζπλνιηθά 850 

ζθπιηά θαη 450 γάηεο. Άξα, ηα βάξε είλαη 

> weights<-c(850, 450)/sum(c(850, 450)) 

> weights 

[1] 0.6538462 0.3461538 

 

΢ηε ζπλέρεηα, γηα ηνλ ππνινγηζκφ ηνπ εθηηκεηή ηνπ κέζνπ θφζηνπο αλά ζηξψκα, πξψηα εηζάγνπκε έλα λέν 

δηάλπζκα κε ζηνηρεία 1 θαη 2, πνπ δειψλεη ην ζηξψκα ζην νπνίν αλήθεη ε θάζε παξαηήξεζε ηνπ δείγκαηνο. Ο 

αξηζκφο 1 αληηζηνηρεί ζην ζηξψκα κε ηχπν δψνπ «ζθχινο» θαη ν αξηζκφο 2 ζην ζηξψκα «γάηα». 

>strata<-c(1,1,2,1,2,2,1,2,1,1,2,2,1,1,1,2,1,2,2,1,1,1,1,2,2,1,1,2, 

2,1,1,1,1,2,1,1,2,2,1,1,1,2,1,1,1,1,1,2,1,1) 

> data<-cbind(strata, visits, cost) 

> data 

      strata visits  cost 

 [1,]      1      4 45.14 

 [2,]      1      5 50.13 

 [3,]      2      2 27.15 

................................. 

[48,]      2      1 14.18 

[49,]      1      3 41.52 

[50,]      1      2 39.26 

 

Τπνινγίδνπκε ηνπο κέζνπο αλά ζηξψκα θαη ηνλ ηειηθφ εθηηκεηή κε βάζε ηε ζηξσκαηνπνίεζε: 

> strata1<-data[data[,'strata']==1,] 

> strata2<-data[data[,'strata']==2,] 

> means<-c(mean(strata1[,'cost']), mean(strata2[,'cost']))  

> means 

[1] 49.85844 21.71167 

> sum(weights*means) 

[1] 40.11532  

 

Άξα, ν εθηηκεηήο γηα ην κέζν εηήζην θφζηνο ηαηξηθήο θξνληίδαο είλαη 40.11$ αληί γηα 39.73$ πνπ είρακε βξεη 

κέζσ ηεο α.η.δ. Οη δχν κέζεο ηηκέο ηνπ θφζηνπο αλά ζηξψκα είλαη 49.86$ θαη 21.71$ γηα ηα ζηξψκαηα 1 θαη 2 

αληίζηνηρα. Παξαηεξνχκε φηη ην θφζηνο ηαηξηθήο θξνληίδαο ησλ θαηνηθίδησλ ζθχισλ είλαη πην κεγάιν απφ ην 

αληίζηνηρν γηα ηηο γάηεο. 

Γηα ηνλ ππνινγηζκφ ηνπ ηππηθνχ ζθάικαηνο, ρξεζηκνπνηνχκε ηνλ ηχπν (4.2), πνπ δίλεη ην ζρεηηθφ 

απνηέιεζκα γηα ηελ εθ ησλ πζηέξσλ ζηξσκαηνπνηεκέλε. 

> var_st<-(1-50/4300)*(1/50)*sum(weights*c(var(strata1[,'cost']), 

var(strata2[,'cost'])))+(1/50^2)*sum((1-

weights)*c(var(strata1[,'cost']), var(strata2[,'cost']))) 
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> var_st 

[1] 1.449514  

> se_st<-sqrt(var_st) 

> se_st 

[1] 1.203958 

 

Άξα, θάλνληαο ρξήζε, έζησ θαη εθ ησλ πζηέξσλ, ησλ ζηξσκάησλ ηεο δεηγκαηνιεςίαο, ην ηππηθφ ζθάικα ηεο 

εθηίκεζεο βειηηψζεθε αξθεηά. Ζ εθηίκεζή ηνπ κέζσ ηνπ δείγκαηνο είλαη 1.20$, ελψ ην αληίζηνηρν ηππηθφ 

ζθάικα θάησ απφ ηελ α.η.δ. είρε βξεζεί 2.22$, δει. ζρεδφλ δηπιάζην. Δπίζεο, αμίδεη λα ζεκεησζεί φηη ε ηηκή 

ηεο δηαθχκαλζεο 1.45$ πνπ βξέζεθε απφ ηελ (4.2) ζα ηξνπνπνηεζεί ειάρηζηα, ζα γίλεη ζπγθεθξηκέλα 1.42$, 

εάλ δελ ζπκπεξηιάβνπκε ηνλ δεχηεξν φξν ζηε ζρέζε (4.2) πνπ απνηειεί ηελ «πνηλή» γηα ηελ εθ ησλ πζηέξσλ, 

θαη φρη ηελ θαλνληθή, ζηξσκαηνπνίεζε. 

(β) Τπνινγίδνπκε ηνλ ίδην εθηηκεηή, θάλνληαο ρξήζε ηεο βνεζεηηθήο κεηαβιεηήο ηνπ αξηζκνχ ησλ 

επηζθέςεσλ ζηνλ γηαηξφ, θαη, ηαπηφρξνλα, ηνπ ρσξηζκνχ ησλ ζηξσκάησλ. Γηα λα επηιέμνπκε κεηαμχ ησλ δχν 

ηχπσλ εθηηκεηή ιφγνπ, ηνπ απφ θνηλνχ θαη ηνπ αλεμάξηεηνπ, εθηηκνχκε ην ιφγν ησλ δχν κεηαβιεηψλ γηα ηα 

δχν ζηξψκαηα ρσξηζηά. 

> R1<-(sum(strata1[,'cost'])/sum(strata1[,'visits'])) 

> R1 

[1] 12.86669 

>  R2<-(sum(strata2[,'cost'])/sum(strata2[,'visits'])) 

> R2 

[1] 10.56243 

 

Οη δχν ιφγνη δηαθέξνπλ αλά ζηξψκα θαη γηα ην ιφγν απηφ ζα πηνζεηήζνπκε ηνλ αλεμάξηεην εθηηκεηή ιφγνπ 

ηνπ κέζνπ θφζηνπο. Οη εληνιέο γηα ηνλ ππνινγηζκφ ηνπ είλαη 

> PopMeanVisits1<-2515/850 

> PopMeanVisits2<-1585/450 

> sum(weights*c(R1,R2)*c(PopMeanVisits1,PopMeanVisits2)) 

[1] 37.77015 

 

άξα ν εθηηκεηήο ιφγνπ ηνπ κέζνπ θφζηνπο γηα ην ζηξσκαηνπνηεκέλν δείγκα είλαη 37.77$ θαη ε δηαθχκαλζή 

ηνπ: 

 

> n1<-dim(data[data[,'strata']==1,])[[1]] 

> n2<-dim(data[data[,'strata']==2,])[[1]] 

> f<-c(n1/850, n2/450) 

>a1<-var(strata1[,'cost'])-2*R1*(1/(n1-1))*sum((strata1[,'cost']-

mean(strata1[,'cost']))*(strata1[,'visits']-

mean(strata1[,'visits']))) 

>a2<-var(strata2[,'cost'])-2*R1*(1/(n1-1))*sum((strata2[,'cost']-

mean(strata2[,'cost']))*(strata2[,'visits']-

mean(strata2[,'visits']))) 

> sum(weights^2*((1-f)/c(n1,n2))*c(a1,a2)) 

[1] 1.734232 
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΢χκθσλα κε ην παξαπάλσ απνηέιεζκα, ν εθηηκεηήο ιφγνπ ζηε ζηξσκαηνπνηεκέλε είλαη πην αθξηβήο απφ ηνλ 

εθηηκεηή ιφγνπ ρσξίο ζηξσκαηνπνίεζε, αιιά παξακέλεη ιηγφηεξν αθξηβήο απφ ηνλ ζηξσκαηνπνηεκέλν 

εθηηκεηή ρσξίο ηε ρξήζε βνεζεηηθήο κεηαβιεηήο. 

7.5. Δθηηκεηήο παιηλδξόκεζεο 

Γηα ηνλ εθηηκεηή παιηλδξφκεζεο, ε θεληξηθή ηδέα παξακέλεη ε ίδηα φπσο θαη ζηνλ εθηηκεηή ιφγνπ. Γίλεηαη, 

δειαδή, ρξήζε κηαο βνεζεηηθήο κεηαβιεηήο, ε νπνία ζπλδέεηαη κε ηελ θχξηα κεηαβιεηή ηεο έξεπλαο, 

επηδηψθνληαο ε επηπιένλ πιεξνθνξία λα πξνζθέξεη βειηίσζε ζηελ αθξίβεηα ηνπ εθηηκεηή πνπ ζα πξνθχςεη. 

Ο εθηηκεηήο παιηλδξφκεζεο εθαξκφδεηαη φηαλ ππάξρεη γξακκηθή ζρέζε κεηαμχ ησλ κεηαβιεηψλ (θχξηαο θαη 

βνεζεηηθήο), ρσξίο αλαγθαζηηθά ε επζεία πνπ πξνζαξκφδεηαη ζηα δεδνκέλα ησλ δχν κεηαβιεηψλ λα 

δηέξρεηαη απφ ηελ αξρή ησλ αμφλσλ. Ο νξηζκφο ηνπ εθηηκεηή βαζίδεηαη ζηελ επζεία παιηλδξφκεζεο πνπ 

πξνζαξκφδεηαη ζηα ζεκεία   𝑌11 , 𝑌21 ,  𝑌12 , 𝑌22 , … ,  𝑌1𝑁 , 𝑌2𝑁  , δειαδή ηα δεχγε ησλ παξαηεξήζεσλ γηα ηηο 

κνλάδεο πνπ πιεζπζκνχ ζηηο δχν κεηαβιεηέο 𝑌1 θαη 𝑌2. Τπνζέηνληαο ζηαζεξή θιίζε ηεο επζείαο γηα φιν ην 

εχξνο ηνπ πιεζπζκνχ, ην κνληέιν: 

𝑌1 = 𝛼 + 𝛽𝑌2 

είλαη ην γξακκηθφ κνληέιν πνπ πεξηγξάθεη ηε ζρέζε κεηαμχ ησλ κεηαβιεηψλ 𝑌1 θαη 𝑌2, θαη ηζνδχλακα: 

 𝑌1 − 𝑌  1 = 𝛽(𝑌2 − 𝑌  2) (7.16) 

φπνπ  𝑌  1 , 𝑌  2  ην ζεκείν ησλ δεηγκαηηθψλ κέζσλ ησλ δχν κεηαβιεηψλ. Ο εθηηκεηήο παιηλδξφκεζεο ηεο 

πιεζπζκηαθήο κέζεο ηηκήο 𝑌 1 ζηε ζπλέρεηα, νξίδεηαη σο ε πξφβιεςε ζχκθσλα κε ην κνληέιν (7.16) ηεο 𝑌1 

κεηαβιεηήο, εάλ ε 𝑌2 κεηαβιεηή πάξεη ηηκή ίζε κε ηελ πιεζπζκηαθή κέζε ηηκή ηεο, δει. 𝑌2 = 𝑌 2. Αλαιπηηθά, 

ν εθηηκεηήο παιηλδξφκεζεο (linear regression) ηνπ 𝑌 1, αο ηνλ ζπκβνιίζνπκε κε 𝑌  1,𝑙𝑟  (κε δείθηε lr, απφ ην 

linear regression), δίλεηαη απφ ηε ζρέζε: 

 𝑌  1,𝑙𝑟  = 𝑌  1 + 𝛽(𝑌 2 − 𝑌  2) (7.17) 

Όπσο θαη ζηελ πεξίπησζε ηνπ εθηηκεηή ιφγνπ ηεο κέζεο ηηκήο 𝑌 1 ελφο ραξαθηεξηζηηθνχ, είλαη απαξαίηεην 

θαη γηα ηνλ εθηηκεηή παιηλδξφκεζεο λα γλσξίδνπκε ηελ πιεζπζκηαθή κέζε ηηκή ηνπ βνεζεηηθνχ 

ραξαθηεξηζηηθνχ 𝑌2 θαη επηπιένλ λα δηαζέηνπκε ηα ζηνηρεία ηεο έξεπλαο ζην δείγκα, ηφζν γηα ηε κεηαβιεηή 

𝑌1, φζν θαη γηα ηελ 𝑌2. Αθφκα πεξηζζφηεξν, ζηελ πεξίπησζε ηνπ εθηηκεηή παιηλδξφκεζεο ν νξηζκφο (7.17) 

ππνδειψλεη φηη είλαη απαξαίηεηε ε γλψζε ηεο θιίζεο 𝛽 ηεο επζείαο πνπ πξνζαξκφδεηαη κεηαμχ ησλ 

κεηξήζεσλ ησλ 𝑌1 θαη 𝑌2 κεηαβιεηψλ ζηνλ πιεζπζκφ. ΢ηελ πξάμε, ν ζπληειεζηήο 𝛽 ζηε γξακκή 

παιηλδξφκεζεο εθηηκάηαη απφ ηνλ αληίζηνηρν ζπληειεζηή, έζησ 𝑏, φηαλ πξνζαξκφδνπκε κηα γξακκή 

παιηλδξφκεζεο ζηα 𝑛 δεχγε ηνπ δείγκαηνο αληί γηα εθείλα ηνπ πιεζπζκνχ. Άξα, γηα ηελ πεξίπησζε φπνπ ε 

θιίζε ηεο επζείαο παιηλδξφκεζεο γηα ηνλ πιεζπζκφ είλαη άγλσζηε, ν εθηηκεηήο παιηλδξφκεζεο ππνινγίδεηαη 

απφ ηε ζρέζε: 

 𝑌  1,𝑙𝑟  = 𝑌  1 +  𝑏(𝑌 2 − 𝑌  2) (7.18) 

Μία ηξίηε εθδνρή γηα ηνλ ζπληειεζηή 𝛽 ζηνλ νξηζκφ ηνπ εθηηκεηή είλαη φηαλ ν ζπληειεζηήο είλαη γλσζηφο 

θαη πξνθαζνξηζκέλνο πξηλ απφ ηελ έξεπλα. Σν ελδερφκελν απηφ κπνξεί λα ζπκβεί ζε έξεπλεο πνπ 

επαλαιακβάλνληαη ζε ηαθηά ρξνληθά δηαζηήκαηα θαη ζηηο νπνίεο έρεη δηαπηζησζεί φηη ν ζπληειεζηήο 𝛽 δελ 

κεηαβάιιεηαη, αιιά παξακέλεη ζηαζεξφο ζηελ πάξνδν ηνπ ρξφλνπ. Αλ 𝛽0 είλαη ε ζηαζεξή απηή ηηκή, ηφηε ν 

εθηηκεηήο παιηλδξφκεζεο 𝑌  1,𝑙𝑟  ππνινγίδεηαη απφ ηε ζρέζε (7.16), ρξεζηκνπνηψληαο ην 𝛽0 ζηε ζέζε ηνπ 

ζπληειεζηή 𝛽. 
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Αλ ν εθηηκεηήο παιηλδξφκεζεο νξίδεηαη κέζσ ηεο αιεζηλήο ηηκήο ηεο θιίζεο ηεο επζείαο παιηλδξφκεζεο 𝛽 ή 

κηαο πξνθαζνξηζκέλεο ηηκήο 𝛽0 πνπ δελ εμαξηάηαη απφ ηα δεδνκέλα ηεο ηξέρνπζαο έξεπλαο, ηφηε 

απνδεηθλχεηαη φηη ν εθηηκεηήο είλαη ακεξφιεπηνο. ΢πλνιηθά, γηα ηνλ εθηηκεηή 𝑌  1,𝑙𝑟  πνπ νξίδεηαη απφ ηελ 

(7.16), ηζρχνπλ ηα απνηειέζκαηα ηεο Πξφηαζεο πνπ αθνινπζεί. 

Πξόηαζε 7.7 

Ο εθηηκεηήο παιηλδξφκεζεο 𝑌  1,𝑙𝑟  ελφο α.η. δείγκαηνο πνπ επηιέγεηαη απφ ηνλ πιεζπζκφ είλαη ακεξφιεπηνο 

εθηηκεηήο ηεο πιεζπζκηαθήο κέζεο ηηκήο 𝑌 1 θαη έρεη δηαθχκαλζε: 

 Var 𝑌  1,𝑙𝑟 =
1 − 𝑓

𝑛
 𝑆1

2 − 2𝛽𝑆12 + 𝛽2𝑆2
2  (7.19) 

Απόδεημε 

Γηα ηελ αλακελφκελε ηηκή, ιφγσ ηεο α.η.δ. θαη επεηδή ην 𝛽 είλαη ζηαζεξφ θαη δελ εμαξηάηαη απφ ην δείγκα, 

ηζρχεη: 

Ε 𝑌  1,𝑙𝑟 = Ε 𝑌  1 + 𝛽Ε(𝑌 2 − 𝑌  2) =  𝑌 1 + 𝛽(𝑌 2 − E(𝑌  2)) =  𝑌 1 

επεηδή E(𝑌  2) = 𝑌 2. 

΢πλεπψο, ν 𝑌  1,𝑙𝑟  είλαη ακεξφιεπηνο εθηηκεηήο ηνπ 𝑌 1. Γηα ηε δηαθχκαλζε ηνπ εθηηκεηή, ζεσξνχκε σο ηηκέο 

ηνπ δείγκαηνο ηηο παξαηεξήζεηο 𝛸1𝑖 + 𝛽(𝑌 2 − 𝛸2𝑖), 𝑖 = 1,2, … , 𝑛, νη νπνίεο, ζχκθσλα κε ην πξνεγνχκελν 

απνηέιεζκα, πξνέξρνληαη απφ έλαλ πιεζπζκφ κε κέζε ηηκή 𝑌 1, θαη, κε βάζε ηα απνηειέζκαηα πνπ ηζρχνπλ 

ζηελ α.η.δ. γηα ηε δηαθχκαλζε, ζα είλαη: 

Var 𝑌  1,𝑙𝑟 =
1 − 𝑓

𝑛
 

 𝑌1𝑖 − 𝛽 𝑌2𝑖 − 𝑌 2 −𝑌 1 2

𝑁 − 1

𝑁

𝑖=1

=
1 − 𝑓

𝑛
 

  𝑌1𝑖−𝑌 1 − 𝛽 𝑌2𝑖 − 𝑌 2  2

𝑁 − 1

𝑁

𝑖=1

 

=
1 − 𝑓

𝑛
 𝑆1

2 − 2𝛽𝑆12 + 𝛽2𝑆2
2  

■ 

Πόξηζκα 7.6 

΢χκθσλα κε ηελ α.η.δ. γηα ηελ επηινγή ηνπ δείγκαηνο ησλ παξαηεξήζεσλ ησλ κεηαβιεηψλ 𝑌1 θαη 𝑌2 έλαο 

ακεξφιεπηνο εθηηκεηήο ηεο Var 𝑌  1,𝑙𝑟  είλαη ν: 

Va r 𝑌  1,𝑙𝑟 =
1 − 𝑓

𝑛
 𝑠1

2 − 2𝛽𝑠12 + 𝛽2𝑠2
2  

΢ηελ πεξίπησζε θαηά ηελ νπνία ν εθηηκεηήο παιηλδξφκεζεο νξίδεηαη κέζσ ηεο ζρέζεο (7.18), φπνπ ν 

ζπληειεζηήο 𝛽 εθηηκάηαη απφ ηα δεδνκέλα ηεο ηξέρνπζαο έξεπλαο, απνδεηθλχεηαη φηη ν εθηηκεηήο 𝑌  1,𝑙𝑟  δελ 

είλαη ακεξφιεπηνο, θαη ην πνζφ κεξνιεςίαο ηνπ είλαη ηεο ηάμεο 1/𝑛, φπνπ 𝑛 ην κέγεζνο ηνπ δείγκαηνο (γηα 

ηελ απφδεημε, βι. Cochran, 1977, παξάγξαθνο 7.7). Καηά ζπλέπεηα, γηα κεγάια κεγέζε δείγκαηνο, ν 

εθηηκεηήο παιηλδξφκεζεο κπνξεί λα ζεσξεζεί ακεξφιεπηνο, αθφκα θαη φηαλ γίλεηαη εθηίκεζε ηνπ 

ζπληειεζηή β απφ ηα δεδνκέλα. 
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7.6. ΢ύγθξηζε ηνπ εθηηκεηή παιηλδξόκεζεο θαη ηνπ εθηηκεηή από ηελ α.η.δ. 

΢ηελ παξάγξαθν απηή, ζπγθξίλνπκε σο πξνο ηελ αθξίβεηα ηνλ εθηηκεηή παιηλδξφκεζεο ηεο πιεζπζκηαθήο 

κέζεο ηηκήο (θαη ηζνδχλακα ηνπ ζπλφινπ) ελφο ραξαθηεξηζηηθνχ θαη ηνλ εθηηκεηή πνπ ππνινγίδεηαη απφ έλα 

α.η.δ. ρσξίο ρξήζε βνεζεηηθήο κεηαβιεηήο. ΢ηελ πεξίπησζε ηνπ εθηηκεηή ιφγνπ, ε παξαπάλσ ζχγθξηζε 

έδεημε φηη ν εθηηκεηήο έρεη βειηησκέλν ηππηθφ ζθάικα κφλν θάησ απφ πξνυπνζέζεηο. Οη πξνυπνζέζεηο 

αθνξνχλ ηε ζπζρέηηζε κεηαμχ ηεο θχξηαο θαη ηεο βνεζεηηθήο κεηαβιεηήο. Παξνπζηάδεη ινηπφλ ελδηαθέξνλ ην 

εξψηεκα εάλ θάηη αλάινγν ηζρχεη θαη ζηελ πεξίπησζε ηνπ εθηηκεηή παιηλδξφκεζεο. Ζ Πξφηαζε πνπ 

αθνινπζεί απαληά ζην εξψηεκα θαη απνηειεί ηε βάζε γηα ηελ πεξαηηέξσ ζχγθξηζε ηνπ εθηηκεηή ιφγνπ θαη 

ηνπ εθηηκεηή παιηλδξφκεζεο. 

Πξόηαζε 7.8 

Ο εθηηκεηήο παιηλδξφκεζεο 𝑌  1,𝑙𝑟  έρεη δηαθχκαλζε κηθξφηεξε απφ ηε δηαθχκαλζε ηνπ 𝑌  1 ζχκθσλα κε ηελ 

α.η.δ. 

Απόδεημε 

Ο πιεζπζκηαθφο εθηηκεηήο ειαρίζησλ ηεηξαγψλσλ ηνπ ζπληειεζηή 𝛽 ηνπ κε-ζηαζεξνχ φξνπ ζην γξακκηθφ 

κνληέιν 𝑌1 = 𝛼 + 𝛽𝑌2 φηαλ απηφ πξνζαξκφδεηαη ζηα 𝑁 δεχγε παξαηεξήζεσλ ηνπ πιεζπζκνχ, o νπνίνο 

νλνκάδεηαη θαη ζπληειεζηήο γξακκηθήο παιηλδξφκεζεο (linear regression coefficient) γηα πεπεξαζκέλνπο 

πιεζπζκνχο, δίλεηαη απφ ηε ζρέζε: 

𝛽 =
𝑆12

𝑆2
2 =

  𝑌1𝑖−𝑌 1  𝑌2𝑖−𝑌 2 𝑁
𝑖=1

  𝑌2𝑖−𝑌 2 2𝑁
𝑖=1

 

Δπίζεο, 

 𝛽 = 𝜌 
𝑆1

2

𝑆2
2 (7.20) 

φπνπ 𝜌 ν ζπληειεζηήο ζπζρέηηζεο γηα πεπεξαζκέλνπο πιεζπζκνχο. Με ηε βνήζεηα ηεο ηειεπηαίαο ζρέζεο, ε 

δηαθχκαλζε ηνπ εθηηκεηή 𝑌  1,𝑙𝑟  πνπ δίλεηαη απφ ηελ (7.19) γίλεηαη: 

Var 𝑌  1,𝑙𝑟 =
1 − 𝑓

𝑛
 𝑆1

2 − 2𝛽𝑆12 + 𝛽2𝑆2
2 =

1 − 𝑓

𝑛
 𝑆1

2 − 2𝛽2𝑆2
2 + 𝛽2𝑆2

2 =
1 − 𝑓

𝑛
 𝑆1

2 − 𝛽2𝑆2
2  

ή: 

 Var 𝑌  1,𝑙𝑟 =
1 − 𝑓

𝑛
𝑆1

2 1 − 𝜌2  (7.21) 

ελψ ε δηαθχκαλζε ηνπ απινχ δεηγκαηηθνχ κέζνπ φξνπ κε βάζε ηελ α.η.δ.  είλαη Var 𝑌  1 =
1−𝑓

𝑛
𝑆1

2. 

Γηαηξψληαο ηηο δχν δηαθπκάλζεηο, πξνθχπηεη φηη: 

Var 𝑌  1,𝑙𝑟 

Var 𝑌  1 
= 1 − 𝜌2  (< 1) 

αθνχ 0 < 𝜌2 < 1.  

Απηφ ζεκαίλεη φηη Var 𝑌  1 >  Var 𝑌  1,𝑙𝑟  θαη, ζπλεπψο, ν εθηηκεηήο 𝑌  1,𝑙𝑟  έρεη κεγαιχηεξε αθξίβεηα απφ ηνλ 

εθηηκεηή 𝑌  1 ■ 
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΢χκθσλα κε ην απνηέιεζκα ηεο Πξφηαζεο 7.8, αλεμάξηεηα απφ ην κέγεζνο ηεο γξακκηθήο ζπζρέηηζεο ησλ 

κεηαβιεηψλ 𝑌1 θαη 𝑌2, ν εθηηκεηήο παιηλδξφκεζεο είλαη πην αθξηβήο απφ ηνλ δεηγκαηηθφ κέζν γηα ηε 

κεηαβιεηή 𝑌1 πνπ πξνθχπηεη απφ κηα α.η. δεηγκαηνιεςία. Χζηφζν, ην φθεινο ζηε δηαθχκαλζε ηνπ εθηηκεηή 

κε  ηε ρξήζε ηεο βνεζεηηθήο κεηαβιεηήο ζα είλαη ηφζν κεγαιχηεξν, φζν κεγαιχηεξνο, θαη‟ απφιπηε ηηκή, 

είλαη ν ζπληειεζηήο ζπζρέηηζεο κεηαμχ ηεο θχξηαο θαη ηεο βνεζεηηθήο κεηαβιεηήο. 

Ο εθηηκεηήο παιηλδξφκεζεο ππεξηεξεί πάληα σο πξνο ηελ αθξίβεηα ηνπ απινχ δεηγκαηηθνχ κέζνπ, ελψ ν 

εθηηκεηήο ιφγνπ φρη απαξαίηεηα. Ζ ζρέζε κεηαμχ ησλ εθηηκεηψλ ιφγνπ θαη παιηλδξφκεζεο, σο πξνο ηελ 

αθξίβεηα ηεο εθηίκεζεο, ζπλνςίδεηαη ζηελ Πξφηαζε πνπ αθνινπζεί. 

Πξόηαζε 7.9 

Ο εθηηκεηήο παιηλδξφκεζεο 𝑌  1,𝑙𝑟  είλαη πην αθξηβήο απφ ηνλ εθηηκεηή ιφγνπ 𝑌  1,𝑅 πνπ θάλεη ρξήζε ηεο ίδηαο 

βνεζεηηθήο κεηαβιεηήο. Οη δχν εθηηκεηέο είλαη ηζνδχλακνη σο πξνο ηελ αθξίβεηα, αλ, θαη κφλνλ αλ, ε επζεία 

παιηλδξφκεζεο δηέξρεηαη απφ ηελ αξρή ησλ αμφλσλ. 

Απόδεημε 

Οη δηαθπκάλζεηο ησλ 𝑌  1,𝑙𝑟  θαη 𝑌  1,𝑅 είλαη: 

Var 𝑌  1,𝑙𝑟 =
1−𝑓

𝑛
𝑆1

2 1 − 𝜌2   θαη 

Var 𝑌  1,𝑅 =
1 − 𝑓

𝑛
 𝑆1

2 − 2𝜌𝑅𝑆1𝑆2 + 𝑅2𝑆2
2  

αληίζηνηρα. Θεσξψληαο ηε δηαθνξά ηνπο, πξνθχπηεη: 

Var 𝑌  1,𝑅 − Var 𝑌  1,𝑙𝑟 =
1 − 𝑓

𝑛
 𝜌2𝑆1

2 − 2𝜌𝑅𝑆1𝑆2 + 𝑅2𝑆2
2 =

1 − 𝑓

𝑛
 𝜌𝑆1 − 𝑅𝑆2 2 

Δπεηδή 𝜌𝑆1 = 𝛽𝑆2 απφ ηελ (7.20), ε δηαθνξά δηαθπκάλζεσλ ηζνχηαη κε: 

Var 𝑌  1,𝑅 − Var 𝑌  1,𝑙𝑟 =
1 − 𝑓

𝑛
𝑆2

2 𝛽 − 𝑅 2 

Άξα: 

Var 𝑌  1,𝑅 ≥ Var 𝑌  1,𝑙𝑟  

δει. γηα κεγάια δείγκαηα, ν εθηηκεηήο παιηλδξφκεζεο έρεη κηθξφηεξε δηαθχκαλζε ζε ζρέζε κε ηνλ εθηηκεηή 

ιφγνπ. Δπίζεο, νη δχν δηαθπκάλζεηο ηαπηίδνληαη φηαλ 𝛽 = 𝑅. Ζ ηειεπηαία ηζφηεηα ηζρχεη φηαλ ε γξακκή 

παιηλδξφκεζεο ησλ δχν κεηαβιεηψλ (θχξηαο θαη βνεζεηηθήο) δηέξρεηαη απφ ηελ αξρή ησλ αμφλσλ. Πξάγκαηη, 

αλ ε γξακκή παιηλδξφκεζεο είλαη 𝑌1 = 𝛽𝑌2 ηφηε γηα ην ζεκείν ησλ κέζσλ  𝑌 1 ,  𝑌 2  ηζρχεη 𝑌 1 = 𝛽𝑌 2, απ‟ φπνπ 

𝛽 =
𝑌 1

𝑌 2
= 𝑅 ■ 

Γηα ηνλ εθηηκεηή ηεο δηαθχκαλζεο  ηνπ εθηηκεηή παιηλδξφκεζεο, φπσο θαη ζηελ πεξίπησζε ηνπ εθηηκεηή 

ιφγνπ, αληηθαζηζηνχκε ηηο πιεζπζκηαθέο πνζφηεηεο π.ρ. 𝑆1
2 θαη 𝜌2ζηελ έθθξαζε (7.21) κε ηηο αληίζηνηρεο 

δεηγκαηηθέο, πνπ ππνινγίδνληαη κε ηε βνήζεηα ησλ ζηνηρείσλ ηνπ δείγκαηνο. 

Παξάδεηγκα 7.4 

΢πλερίδνληαο ην Παξάδεηγκα 7.2, εάλ ππνινγίζνπκε ηνλ εθηηκεηή παιηλδξφκεζεο γηα ην κέζν εηήζην θφζηνο 

ηαηξηθήο θξνληίδαο ησλ θαηνηθίδησλ δψσλ, απηφο πξνθχπηεη 

 

> lm(cost ~ visits) 
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Call: 

lm(formula = cost ~ visits) 

 

Coefficients: 

(Intercept)       visits   

     22.148        5.459   

Άξα, ν ζπληειεζηήο 𝛽, φπσο εθηηκάηαη απφ ηα δεδνκέλα, είλαη 5.46. Ηζνδχλακα: 

 

> beta<-s12/var(visits) 

> beta 

[1] 5.458748 

 

Ζ ηηκή ηνπ εθηηκεηή παιηλδξφκεζεο ηνπ κέζνπ θφζηνπο είλαη: 

> cost_lr<-mean(cost)+beta*(PopMeanVisits-mean(visits)) 

> cost_lr 

[1] 39.36448 

 

Γειαδή, ην κέζν θφζηνο θάλνληαο ρξήζε ηεο κεηαβιεηήο ηνπ αξηζκνχ επηζθέςεσλ, εθηηκάηαη σο 39.364$ 

ελψ ρσξίο ρξήζε ηεο βνεζεηηθήο, ν απιφο δεηγκαηηθφο κέζνο γηα ηα δεδνκέλα είλαη 39.726$. Γηα ηε 

δηαθχκαλζε, ππνινγίδνπκε αξρηθά ηνλ ζπληειεζηή ζπζρέηηζεο 𝜌, θαη ζηε ζπλέρεηα εθαξκφδνπκε ηε ζρέζε 

(7.21). 

> rho<-s12/sqrt(var(cost)*var(visits)) 

> var_cost_lr<-(1-50/1300)*(1/49)*var(cost)*(1-rho^2) 

> var_cost_lr 

[1] 3.812648 

 

Άξα, ε δηαθχκαλζε ηνπ εθηηκεηή παιηλδξφκεζεο είλαη 3.81, ελψ ε δηαθχκαλζε ηνπ εθηηκεηή ρσξίο ρξήζε 

βνεζεηηθήο κεηαβιεηήο, φπσο ππνινγίζηεθε ζην Παξάδεηγκα 7.2, είλαη 4.936. 

7.7. Δθηηκεηήο παιηλδξόκεζεο θαη ζηξσκαηνπνηεκέλε δεηγκαηνιεςία 

Γηα ηνλ εθηηκεηή παιηλδξφκεζεο, φηαλ πξφθεηηαη λα εθαξκνζηεί ζε ζηξσκαηνπνηεκέλν πιεζπζκφ, ππάξρνπλ 

νη δχν αλάινγνη ηξφπνη εθαξκνγήο πνπ κειεηήζακε θαη ζηελ πεξίπησζε ηεο εθηίκεζεο ιφγνπ: Ζ απφ θνηλνχ 

ή ζπλδπαζκέλε εθηίκεζε θαη ε αλεμάξηεηε. Δλ ζπληνκία, ν εθηηκεηήο γηα ηηο δχν δπλαηέο εθαξκνγέο ηνπ 

είλαη: 

 

Α. ΢πλδπαζκέλνο ή από θνηλνύ εθηηκεηήο παιηλδξόκεζεο (combined regression estimate). 

Αθξηβψο φπσο θαη ζηελ πεξίπησζε ηνπ ζπλδπαζκέλνπ εθηηκεηή ιφγνπ, αξρηθά εθαξκφδεηαη ε εθηίκεζε θάησ 

απφ ην ζηξσκαηνπνηεκέλν ζρέδην γηα ηελ εθηίκεζε ησλ κέζσλ ηηκψλ ηνπ θχξηνπ θαη ηνπ βνεζεηηθνχ 

ραξαθηεξηζηηθνχ, θαη ζηε ζπλέρεηα εθαξκφδεηαη ν νξηζκφο ηνπ εθηηκεηή παιηλδξφκεζεο. Αλ ζπκβνιίζνπκε 

ηνλ εθηηκεηή κε 𝑌  1,𝑙𝑟 ,𝑐 , ζα είλαη: 

𝑌  1,𝑙𝑟 ,𝑐 = 𝑌  1,𝑠𝑡 + 𝛽(𝑌 2 − 𝑌  2,𝑠𝑡) 

φπνπ 𝑌  1,𝑠𝑡  θαη 𝑌  2,𝑠𝑡  είλαη νη εθηηκεηέο πνπ πξνθχπηνπλ απφ ηε ζηξσκαηνπνηεκέλε δεηγκαηνιεςία. 
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Ζ δηαθχκαλζε ηνπ ζπλδπαζκέλνπ, ή απφ θνηλνχ, εθηηκεηή παιηλδξφκεζεο 𝑌  1,𝑙𝑟 ,𝑐  δίλεηαη απφ ηε ζρέζε: 

Var 𝑌  1,𝑅𝑐 ≅  
1 − 𝑓ℎ

𝑛ℎ
𝑊ℎ

2 𝑆1ℎ
2 − 2𝛽𝑆12,ℎ + 𝛽2𝑆2ℎ

2  

𝐿

ℎ=1

 

 

B. Αλεμάξηεηνο εθηηκεηήο παιηλδξόκεζεο (separate regression estimate). 

Γηα ηνλ ππνινγηζκφ ηνπ αλεμάξηεηνπ εθηηκεηή παιηλδξφκεζεο, αξρηθά ππνινγίδεηαη ν εθηηκεηήο 

παιηλδξφκεζεο ζε θάζε ζηξψκα ρσξηζηά, θαη ζηε ζπλέρεηα γίλεηαη ν ζπλδπαζκφο φισλ ησλ επηκέξνπο 𝐿 

εθηηκήζεσλ πνπ έρνπλ πξνθχςεη, θάλνληαο ρξήζε ηνπ ζηαζκηζκέλνπ εθηηκεηή πνπ ηζρχεη γηα ηε 

ζηξσκαηνπνηεκέλε. Αλ ζπκβνιίζνπκε ηνλ εθηηκεηή κε 𝑌  1,𝑙𝑟 ,𝑠, ζα είλαη: 

𝑌  1,𝑙𝑟 ,𝑠 =  𝑊ℎ𝑌  1,𝑙𝑟 ,ℎ

𝐿

ℎ=1

=  𝑊ℎ  𝑌  1,𝑠𝑡,ℎ + 𝛽ℎ(𝑌 2ℎ − 𝑌  2,𝑠𝑡,ℎ ) 

𝐿

ℎ=1

 

φπνπ 𝑌  1,𝑙𝑟 ,ℎ  είλαη ν εθηηκεηήο παιηλδξφκεζεο ηεο κέζεο ηηκήο γηα ην 𝑌1 ραξαθηεξηζηηθφ ζην ζηξψκα ℎ, 𝑌  1,𝑠𝑡,ℎ   

θαη 𝑌  2,𝑠𝑡,ℎ  νη δεηγκαηηθνί κέζνη ησλ δχν ραξαθηεξηζηηθψλ γηα ην ζηξψκα ℎ, 𝛽ℎ  ν ζπληειεζηήο παιηλδξφκεζεο 

γηα ην ζηξψκα ℎ, θαη 𝑌 2ℎ  ν πιεζπζκηαθφο κέζνο ηεο βνεζεηηθήο κεηαβιεηήο γηα ην ζηξψκα ℎ. 

Όπσο είλαη θαλεξφ απφ ηνλ νξηζκφ ηνπ εθηηκεηή, γηα ηελ εθαξκνγή ηνπ απαηηείηαη λα γλσξίδνπκε ηηο 

πιεζπζκηαθέο κέζεο ηηκέο 𝑌 2ℎ  γηα θάζε ζηξψκα ℎ ηνπ πιεζπζκνχ ρσξηζηά. Παξάιιεια, ν ζπληειεζηήο 𝛽 

εκθαλίδεηαη κε δείθηε ℎ, δει. νξίδεηαη αλεμάξηεηα απφ ζηξψκα ζε ζηξψκα. Απηφ κπνξεί λα απνηειέζεη έλα 

πιενλέθηεκα γηα ηνλ εθηηκεηή παιηλδξφκεζεο, επεηδή κπνξεί λα θαιχςεη κε θαιχηεξν ηξφπν πεξηπηψζεηο 

πιεζπζκψλ γηα ηνπο νπνίνπο ε γξακκή παιηλδξφκεζεο ησλ δχν κεηαβιεηψλ δελ έρεη ζηαζεξή θιίζε ζε φιν 

ην εχξνο ηνπ πιεζπζκνχ, αιιά δηαθέξεη απφ ζηξψκα ζε ζηξψκα. 

Ζ δηαθχκαλζε ηνπ αλεμάξηεηνπ εθηηκεηή παιηλδξφκεζεο 𝑌  1,𝑙𝑟 ,𝑠, ζηελ πεξίπησζε πνπ ν ζπληειεζηήο 𝛽ℎ , ή 

ηζνδχλακα ν ζπληειεζηήο ζπζρέηηζεο 𝜌ℎ , αλά ζηξψκα, είλαη γλσζηφο ή πξνθαζνξηζκέλνο, δίλεηαη απφ ηε 

ζρέζε: 

Var 𝑌  1,𝑙𝑟 ,𝑠 ≅  
1 − 𝑓ℎ

𝑛ℎ
𝑊ℎ

2 𝑆1ℎ
2 − 2𝛽ℎ𝑆12ℎ +  𝛽ℎ

2𝑆2ℎ
2  

𝐿

ℎ=1

 

Όπσο θαη ζηα πξνεγνχκελα, νη εθηηκεηέο ησλ δηαθπκάλζεσλ ησλ εθηηκεηψλ παιηλδξφκεζεο ζηε 

ζηξσκαηνπνηεκέλε ππνινγίδνληαη εθηηκψληαο ηηο πιεζπζκηαθέο πνζφηεηεο πνπ εκθαλίδνληαη ζηηο εθθξάζεηο 

ησλ δηαθπκάλζεσλ κε ηε βνήζεηα ηνπ δείγκαηνο.  

Απνδεηθλχεηαη φηη νη δηαθπκάλζεηο ησλ δχν εθηηκεηψλ παιηλδξφκεζεο γηα έλα ζηξσκαηνπνηεκέλν ζρήκα 

ηαπηίδνληαη φηαλ ∀ ℎ, 𝛽ℎ = 𝛽, δειαδή ν ζπληειεζηήο παιηλδξφκεζεο είλαη ίδηνο γηα φια ηα ζηξψκαηα, ελψ, 

φηαλ νη ζπληειεζηέο 𝛽ℎ  δηαθέξνπλ, ν αλεμάξηεηνο εθηηκεηήο παιηλδξφκεζεο 𝑌  1,𝑙𝑟 ,𝑠 είλαη πην 

απνηειεζκαηηθφο.  

Παξάδεηγκα 7.5 

Οη θνηηεηέο ηνπ 3
νπ

 έηνπο ζε έλα Σκήκα Μαζεκαηηθψλ πξνζέξρνληαη γηα ηηο εμεηάζεηο ζην κάζεκα ηεο 

΢ηαηηζηηθήο. ΢πλνιηθά εμεηάδνληαη 210 θνηηεηέο. Δπηιέγνπκε έλα αλαινγηθφ ζηξσκαηνπνηεκέλν δείγκα 

κεγέζνπο 30 θνηηεηψλ κε βνεζεηηθή κεηαβιεηή ηνλ κέζν φξν (κ.ν.) ηεο κέρξη ηψξα βαζκνινγίαο ηνπο ζηα 

καζήκαηα πνπ έρνπλ εμεηαζηεί επηηπρψο. Σα φξηα ρσξηζκνχ ησλ δχν ζηξσκάησλ είλαη: 1ν ζηξψκα νη 

θνηηεηέο κε κ.ν. βαζκνινγίαο θάησ απφ 6 θαη 2ν ζηξψκα νη θνηηεηέο κε κ.ν. 6 ή παξαπάλσ. Σα ζηνηρεία ηνπ 

κ.ν. ηεο βαζκνινγίαο ηνπ θάζε θνηηεηή είλαη δηαζέζηκα απφ ηε Γξακκαηεία ηνπ Σκήκαηνο, θαζψο επίζεο θαη 

ε πιεξνθνξία φηη ην 60% ησλ θνηηεηψλ αλήθεη ζην 1ν ζηξψκα. Ο κ.ν. ηεο γεληθήο βαζκνινγίαο φισλ ησλ 

θνηηεηψλ ηνπ Σκήκαηνο είλαη 7.4.  
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Γηα έλα δείγκα κεγέζνπο 30 θαη βάζεη ησλ πιεζπζκηαθψλ βαξψλ ησλ ζηξσκάησλ, επηιέγνληαη 18 θνηηεηέο κε 

κ.ν. βαζκνινγίαο θάησ απφ 6 θαη 12 θνηηεηέο κε κ.ν. 6 ή παξαπάλσ. Γηα ηνπο θνηηεηέο ηνπ δείγκαηνο, δεηάκε 

απφ ηνλ εμεηαζηή ηε βαζκνινγία ηνπο ζην κάζεκα ηεο ΢ηαηηζηηθήο.  

΢πκβνιίδνπκε κε y1 ηε βαζκνινγία ζηε ΢ηαηηζηηθή θαη κε y2 ηε γεληθή βαζκνινγία, κε a ην πξψην ζηξψκα 

θαη κε b ην δεχηεξν. 

Οη βαζκνί ησλ θνηηεηψλ ηνπ 1νπ ζηξψκαηνο, καδί κε ηνλ γεληθφ κ.ν. ηνπο είλαη: 

 

y1a 7.00  0.00  4.00  7.50  0.00  0.00  2.00  2.50  3.00  2.00  3.50  2.50  5.00  1.50  3.50  7.00  2.50  4.00 

y2a 5.67  5.20  5.38  5.95  5.25  5.40  5.74  5.53  5.90  5.60  5.39   5.80  5.24  5.60  5.85  5.76  5.20  5.35 

 

Οη βαζκνί ηνπ 2νπ ζηξψκαηνο είλαη, αληίζηνηρα: 

 

y1b 7.50  9.50  7.00  6.50  7.50  7.00  8.50  5.00  8.50  9.00  8.00 10.00 

y2b 8.21  9.20  8.65  6.23  8.20  6.90  8.80  6.21  8.57  8.30  8.50   8.76 

 

Θα ππνινγίζνπκε ηελ εθηίκεζε ηεο κέζεο βαζκνινγίαο ησλ θνηηεηψλ ζηε ΢ηαηηζηηθή κε εθηηκεηή 

παιηλδξφκεζεο, ρξεζηκνπνηψληαο ηε κεηαβιεηή ηνπ κέζνπ φξνπ (κ.ν.) ηεο γεληθήο βαζκνινγίαο ησλ 

θνηηεηψλ σο βνεζεηηθή κεηαβιεηή. Θα ππνινγηζηνχλ: (i) ν ζπλδπαζκέλνο θαη (ii) ν αλεμάξηεηνο εθηηκεηήο 

παιηλδξφκεζεο θαη ηέινο, (iii) νη δχν εθηηκεηέο ζα ζπγθξηζνχλ σο πξνο ηελ αθξίβεηα.  

 

Γηα ηνλ ζπλδπαζκέλν εθηηκεηή παιηλδξφκεζεο, εθηηκνχκε ηνλ ζπληειεζηή παιηλδξφκεζεο βάζεη ηνπ 

ζπλνιηθνχ δείγκαηνο θαη εθαξκφδνπκε ηνλ νξηζκφ ηνπ 𝑌  1,𝑙𝑟 ,𝑐 . Σα πιεζπζκηαθά βάξε ησλ δχν ζηξσκάησλ 

είλαη 0.60 θαη 0.40 αληίζηνηρα. Θα είλαη αλαιπηηθά: 

 

> y1<-c(y1a,y1b) 

> y2<-c(y2a,y2b) 

> lm(y1~y2) 

 

Call: 

lm(formula = y1 ~ y2) 

Coefficients: 

(Intercept)           y2   

     -6.408        1.751   

 

Άξα, ν εθηηκεηήο ηνπ ζπλνιηθνχ ζπληειεζηή παιηλδξφκεζεο, δειαδή γηα ηνπο θνηηεηέο ρσξίο ηνλ ρσξηζκφ 

ηνπο ζε ζηξψκαηα, είλαη 1.751. Με βάζε ην απνηέιεζκα απηφ, ηα βάξε ησλ ζηξσκάησλ θαη ηνλ νξηζκφ ηνπ 

εθηηκεηή παιηλδξφκεζεο 𝑌  1,𝑙𝑟 ,𝑐 , ζα είλαη: 

> beta<-1.751   

> y1_lr_c<-(.6*mean(y1a)+.4*mean(y1b)) + beta*(7.4- 

(.6*mean(y2a)+.4*mean(y2b)) ) 

> y1_lr_c 

[1] 6.547689 
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Ο ζπλδπαζκέλνο εθηηκεηήο παιηλδξφκεζεο γηα ηε κέζε βαζκνινγία ζην κάζεκα ηεο ΢ηαηηζηηθήο είλαη, 

επνκέλσο, 6.55. Ζ εθηίκεζε ηεο δηαθχκαλζεο ηνπ εθηηκεηή ππνινγίδεηαη απφ ηνλ ηχπν ηεο Var 𝑌  1,𝑙𝑟 ,𝑐  

εθηηκψληαο ηηο πνζφηεηεο ηνπ πιεζπζκνχ πνπ εκθαλίδνληαη θαη είλαη άγλσζηεο, απφ ηηο αληίζηνηρεο ηνπ 

δείγκαηνο. Θα είλαη αλαιπηηθφηεξα: 

> f1=f2=30/210 

> n1<-18 

> n2<-12 

>  var_c<-((1-f1)/n1)*.6^2*(var(y1a)-

2*beta*cov(y1a,y2a)+beta^2*var(y2a))+((1-f2)/n2)*.4^2*(var(y1b)-

2*beta*cov(y1b,y2b)+beta^2*var(y2b)) 

> var_c 

[1] 0.09084781 

> sqrt(var_c) 

[1] 0.3014097 

 

Άξα, ην ηππηθφ ζθάικα ηεο εθηίκεζεο ηεο κέζεο βαζκνινγίαο ζηε ΢ηαηηζηηθή γηα ηελ πεξίπησζε (i) είλαη 

0.30.  

 

Γηα ηνλ αλεμάξηεην εθηηκεηή παιηλδξφκεζεο, ρξεηάδεηαη λα δεηήζνπκε απφ ηε Γξακκαηεία ηα ζηαηηζηηθά γηα 

ηνπο κ.ν. ησλ θνηηεηψλ ζε θάζε ζηξψκα. Έζησ φηη ν κ.ν. ησλ θνηηεηψλ ζην 1
ν
 ζηξψκα είλαη 5.38 θαη ν κ.ν. 

ηεο γεληθήο βαζκνινγίαο ησλ θνηηεηψλ ζην 2
ν
 ζηξψκα είλαη 7.62. Τπνινγίδνπκε ζηε ζπλέρεηα ηνπο 

ζπληειεζηέο παιηλδξφκεζεο αλά ζηξψκα θαη εθαξκφδνπκε ηνλ νξηζκφ ηνπ 𝑌  1,𝑙𝑟 ,𝑠. ΢πγθεθξηκέλα: 

> lm(y1a~y2a) 

Call: 

lm(formula = y1a ~ y2a) 

 

Coefficients: 

(Intercept)          y2a   

    -19.149        4.029   

> beta1<-4.029 

 

> lm(y1b~y2b) 

Call: 

lm(formula = y1b ~ y2b) 

Coefficients: 

(Intercept)          y2b   

     -1.140        1.115   

> beta2<-1.115 

 

> y1_lr_s<-.6*(mean(y1a)+beta1*(5.38-mean(y2a)))+ 

.4*(mean(y1b)+beta2*(7.62-mean(y2b))) 

> y1_lr_s 

[1] 4.461951 

 

Άξα, ε εθηίκεζε κε ηελ εθαξκνγή ηνπ αλεμάξηεηνπ ζηξσκαηνπνηεκέλνπ εθηηκεηή παιηλδξφκεζεο είλαη 4.46.  
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Γηα ηελ ηππηθή ηνπ απφθιηζε, ιακβάλνληαο ππφςε ηνπο εθηηκεηέο ησλ πιεζπζκηαθψλ πνζνζηήησλ αλά 

ζηξψκα, ζα έρνπκε:  

>  var_s<-((1-f1)/n1)*.6^2*(var(y1a)-

2*beta1*cov(y1a,y2a)+beta1^2*var(y2a))+((1-f2)/n2)*.4^2*(var(y1b)-

2*beta2*cov(y1b,y2b)+beta2^2*var(y2b)) 

> sqrt(var_s) 

[1] 0.2835768 

 

Σν ηππηθφ ζθάικα ηνπ αλεμάξηεηνπ εθηηκεηή παιηλδξφκεζεο πξνθχπηεη ινηπφλ 0.28. Ζ γξαθηθή παξάζηαζε 

ησλ κεηξήζεσλ ηνπ δείγκαηνο γηα ηηο δχν κεηαβιεηέο είλαη ε αθφινπζε: 

 

 

Στήμα 7.1  Γξαθηθή παξάζηαζε ησλ βαζκνινγηώλ ηνπ δείγκαηνο θνηηεηώλ. 

7.8. Δθηηκεηέο παιηλδξόκεζεο θαη ιόγνπ γηα πεξηζζόηεξεο από κία βνεζεηηθέο 

κεηαβιεηέο 

Ζ επέθηαζε ηνπ πξνβιήκαηνο ηεο εθηίκεζεο ιφγνπ ή παιηλδξφκεζεο γηα πεξηζζφηεξα απφ έλα βνεζεηηθά 

ραξαθηεξηζηηθά είλαη άκεζε. Έζησ φηη 𝑌1 είλαη ην θχξην ραξαθηεξηζηηθφ θαη 𝑌1
′ , 𝑌2

′ , ..., 𝑌𝑝
′  , 𝑝 βνεζεηηθέο 

κεηαβιεηέο γηα ηηο νπνίεο είλαη εθηθηή ε θαηαγξαθή ησλ απαληήζεσλ θαηά ηε δηάξθεηα ηεο έξεπλαο θαη έζησ 

επίζεο φηη γλσξίδνπκε ηηο πιεζπζκηαθέο κέζεο ηηκέο ηνπο 𝑌 1
′ , 𝑌 2

′ , ...,  𝑌 𝑝
′  αληίζηνηρα. Ο πνιπκεηαβιεηφο 

εθηηκεηήο ιφγνπ (multivariate ratio estimate) 𝑌  1,𝑀𝑅  ηεο κέζεο ηηκήο ηνπ ραξαθηεξηζηηθνχ 𝑌1 νξίδεηαη σο: 

𝑌  1,𝑀𝑅 = 𝑤1

𝑌  1

𝑌  1
′
𝑌 1

′ + 𝑤2

𝑌  1

𝑌  2
′
𝑌 2

′ + ⋯ + 𝑤𝑝

𝑌  1

𝑌  𝑝
′
𝑌 𝑝

′  

= 𝑤1 𝑅 1𝑌 1
′ + 𝑤2𝑅 2𝑌 2

′ + ⋯ + 𝑤𝑝𝑅 𝑝𝑌 𝑝
′  

φπνπ 𝑅 𝑖  (𝑖 = 1,2, … , 𝑝), είλαη νη εθηηκψκελνη απφ ην δείγκα ιφγνη ηνπ θχξηνπ ραξαθηεξηζηηθνχ κε ην θαζέλα 

απφ ηα 𝑌𝑖
′  βνεζεηηθά θαη 𝑤1,𝑤2, ..., 𝑤𝑝  είλαη βάξε, ηέηνηα ψζηε  𝑤𝑖 = 1

𝑝
𝑖=1 . Σα βάξε θαζνξίδνληαη απφ ηνλ 

εξεπλεηή, ν νπνίνο ηα επηιέγεη είηε ππνθεηκεληθά, αλάινγα κε ηε ζπνπδαηφηεηα ηεο θάζε βνεζεηηθήο 

κεηαβιεηήο σο πξνο ηελ θχξηα, είηε βάζεη ησλ εθηηκήζεσλ ησλ ιφγσλ 𝑅 𝑖 . Έλα θξηηήξην θαζνξηζκνχ ησλ 
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βαξψλ κπνξεί λα είλαη, γηα παξάδεηγκα, λα δίλεηαη κεγαιχηεξν βάξνο ζε βνεζεηηθέο κεηαβιεηέο κε 

κεγαιχηεξν 𝑅 , θαη αληίζηξνθα. Έλαο άιινο ηξφπνο λα θαζνξηζηνχλ ηα βάξε είλαη λα πξνθχςνπλ σο ε ιχζε 

ηνπ πξνβιήκαηνο ειαρηζηνπνίεζεο ηεο ηειηθήο δηαζπνξάο ηνπ εθηηκεηή σο ζπλάξηεζεο ησλ βαξψλ: 

min
𝑤

 Var 𝑌  1,𝑀𝑅   

Αληίζηνηρα, θαη αξθεηά άκεζα, πξνθχπηεη ε επέθηαζε ηνπ εθηηκεηή παιηλδξφκεζεο γηα ηελ πεξίπησζε 

πνιιψλ βνεζεηηθψλ κεηαβιεηψλ. Ζ επέθηαζε είλαη ηαπηφζεκε κε ηελ επέθηαζε ηνπ πξνβιήκαηνο ηεο απιήο 

γξακκηθήο παιηλδξφκεζεο ζηελ πνιιαπιή γξακκηθή (multiple linear regression). ΢πγθεθξηκέλα, 

ππνζέηνπκε ην κνληέιν: 

𝑌1 = 𝛼 + 𝛽1𝑌1
′ + 𝛽2𝑌2

′ + ⋯ + 𝛽𝑝  𝑌𝑝
′  

γηα ηνλ πιεζπζκφ, θαη ν πνιπκεηαβιεηφο εθηηκεηήο παιηλδξφκεζεο (multivariate regression estimate) ηνπ 

κέζνπ ηεο 𝑌1, έζησ 𝑌  1,𝛭𝑙𝑟  , νξίδεηαη σο: 

𝑌  1,𝑀𝑙𝑟  = 𝑌  1 + 𝛽1 𝑌1
′ − 𝑌 1

′  + 𝛽2 𝑌2
′ − 𝑌 2

′  + ⋯ + 𝛽𝑝 𝑌𝑝
′   − 𝑌 𝑝

′   

Παξάδεηγκα 7.6 

Έλα ηειενπηηθφ θαλάιη έξρεηαη ζε ζπκθσλία κε έλα εξεπλεηηθφ ηλζηηηνχην, γηα ηελ παξαγσγή ησλ 

πξνβιέςεσλ ησλ απνηειεζκάησλ πνπ ζα πάξεη ην θφκκα Α ζηηο εθινγέο. Σν ηλζηηηνχην ζα πξέπεη λα δψζεη 

ζην θαλάιη θάπνηνπο πξψηνπο εθηηκεηέο γηα ην πνζνζηφ ηνπ θφκκαηνο Α ζηηο 8 ην βξάδπ ησλ εθινγψλ, ελψ 

νξηζηηθά απνηειέζκαηα γηα ηνλ πιεζπζκφ ζα είλαη γλσζηά κεηά ηηο 10 ην βξάδπ. Σν ηλζηηηνχην, γηα ηνλ 

ζθνπφ απηφ, επηιέγεη ηπραία 𝑚 exit polls απφ εθινγηθά ηκήκαηα, θαη ζηηο 7:50 είλαη ζε ζέζε λα γλσξίδεη ην 

𝑡𝑖  (𝑖 = 1,2, . . , 𝑚), πνπ είλαη ν αξηζκφο ησλ ςήθσλ πνπ πήξε ην θφκκα Α ζηελ πιήξε θαηακέηξεζε ηνπ exit 

poll ηνπ ηκήκαηνο 𝑖. Έζησ φηη 𝛭 = 500 είλαη ζπλνιηθά ηα εθινγηθά ηκήκαηα, ηα νπνία έρνπλ ίζν αξηζκφ 

ςεθνθφξσλ 𝛫 = 1000. Γηα ηελ έξεπλα, επηιέγνληαη 𝑚 = 15 ηκήκαηα θαη νη ηηκέο ησλ 𝑡𝑖  ηνπ δείγκαηνο κε ηηο 

ζεηηθέο απαληήζεηο ησλ ςεθνθφξσλ γηα ην θφκκα Α είλαη: 

 

Exit poll 𝒊 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 

𝒕𝒊 302 336 278 305 290 250 340 319 306 325 295 282 293 314 340 

 

Με βάζε ηα δεδνκέλα, ζέινπκε λα απαληήζνπκε ζηα εξσηήκαηα: 

(i) λα δνζεί ε εθηίκεζε πνζνζηνχ ηνπ θφκκαηνο Α πνπ ζα πξνζθέξεη ην ηλζηηηνχην ζηηο 8 ην 

βξάδπ βάζεη ησλ exit polls ησλ ηκεκάησλ, θαζψο θη έλα εθηηκψκελν ηππηθφ ζθάικα ηεο 

εθηίκεζεο. 

(ii) ην ηλζηηηνχην δηαζέηεη ηα ζηνηρεία γηα ηνλ αξηζκφ ησλ ςεθνθφξσλ ηνπ θφκκαηνο Α ζηα ίδηα 

εθινγηθά ηκήκαηα ζηηο πξνεγνχκελεο εθινγέο. Δπίζεο, είλαη γλσζηφ φηη ην θφκκα Α ζηηο 

πξνεγνχκελεο εθινγέο είρε πνζνζηφ επηηπρίαο 26%. Πσο ζα ηξνπνπνηεζεί ν εθηηκεηήο θαη ην 

ηππηθφ ζθάικα ηνπ πξνεγνχκελνπ εξσηήκαηνο, εάλ ην ηλζηηηνχην εθαξκφζεη α) εθηηκεηή 

ιφγνπ θαη β) εθηηκεηή παιηλδξφκεζεο γηα ην πνζνζηφ; Σα ζηνηρεία ησλ πξνεγνπκέλσλ 

εθινγψλ είλαη: 

 

Exit poll 𝒊 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 

𝒕𝒊 245 287 252 236 197 168 245 210 230 215 195 202 210 235 265 
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Απάληεζε 

(i)  Γηα ηελ εθηίκεζε ηνπ πνζνζηνχ ζηελ πεξίπησζε ηεο ηπραίαο επηινγήο ησλ εθινγηθψλ ηκεκάησλ θάλνπκε 

ρξήζε ηεο ζεσξίαο γηα ηελ θαηά νκάδεο δεηγκαηνιεςία ζε έλα ζηάδην κε ίζν κέγεζνο νκάδσλ θαη ίζε 

πηζαλφηεηα επηινγήο. Έζησ 𝑡 ην δηάλπζκα κε ηηο ςήθνπο πνπ ζπγθέληξσζε ην θφκκα Α. Δηζάγνπκε αξρηθά ηα 

δεδνκέλα θαη ζηε ζπλέρεηα ππνινγίδνπκε ηνλ εθηηκεηή απφ ηε ζρέζε (6.2). Θα είλαη αλαιπηηθά: 

> t<-c(302, 336, 278, 305, 290, 250, 340, 319, 306, 325, 295, 282, 

293, 314, 340) 

> p<-sum(t)/(14*1000) 

> p 

[1] 0.3267857 

 

Άξα, ην πνζνζηφ πνπ ζα ζπγθεληξψζεη ην θφκκα Α ζηηο εθινγέο εθηηκάηαη ζε 32.68%. Ζ εθηηκψκελε 

δηαθχκαλζε ηνπ εθηηκεηή ππνινγίδεηαη απφ ηε ζρέζε (6.3). Ζ εθαξκνγή ηνπ ηχπνπ ζηα δεδνκέλα δίλεη: 

> Κ<-1000 

> m<-15 

> f<-15/500 

> pi<-t/1000 

> var_a<-(1-f)*(1/m)*var(pi) 

> se_a<-sqrt(var_a) 

> se_a 

[1] 0.006393635 

 

Καηά ζπλέπεηα, ην ηππηθφ ζθάικα ηνπ εθηηκεηή ηνπ πνζνζηνχ γηα ην πξψην εξψηεκα, φπνπ δελ γίλεηαη 

ρξήζε βνεζεηηθνχ ραξαθηεξηζηηθνχ, εθηηκάηαη φηη είλαη 0.64%. 

 

(ii)  Έζησ φηη 𝑡0 είλαη ην δηάλπζκα ησλ ςήθσλ ηνπ θφκκαηνο Α θαηά ηηο πξνεγνχκελεο εθινγέο. Ο 

δεηγκαηηθφο εθηηκεηήο ηνπ πνζνζηνχ ηνπ θφκκαηνο Α ζηηο πξνεγνχκελεο εθινγέο, βάζεη ηνπ δείγκαηνο ησλ 

εθινγηθψλ ηκεκάησλ, ππνινγίδεηαη φπσο θαη ζην πξνεγνχκελν εξψηεκα. 

 

>t0<-c(245,287,252,236,197,168,245,210,230,215,195,202,210,235,265) 

> p0<-sum(t0)/(14*1000) 

> p0 

[1] 0.2422857 

 

α) O εθηηκεηήο ιφγνπ ηνπ πνζνζηνχ ηνπ θφκκαηνο Α ζηηο ησξηλέο εθινγέο είλαη: 

> p_ratio<-(p/p0)*.26 

> > p_ratio 

[1] 0.3506781 

 

άξα, ε εθηίκεζε ιφγνπ ηνπ πνζνζηνχ είλαη 35.06% θαη ην ηππηθφ ηνπ ζθάικα εθηηκάηαη κε ηε βνήζεηα ηεο 

έθθξαζεο (7.15), ή ηζνδχλακα απφ ηελ (7.6). Θα είλαη 

> pi<-t/1000 

> pi0<-t0/1000 

> R<-p/p0 

> var_2R<-(1-f)*(1/m)*sum((pi-R*pi0)^2)/14 
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> sqrt(var_2R) 

[1] 0.007659517 

 

Σν ηππηθφ ζθάικα ηνπ εθηηκεηή ιφγνπ ηνπ πνζνζηνχ είλαη 0.77%, αληί γηα 0.64% ζην πξψην εξψηεκα, άξα ν 

εθηηκεηήο ιφγνπ ηνπ δεηνχκελνπ πνζνζηνχ είλαη ιηγφηεξν αθξηβήο. 

 

β) Γηα ηνλ εθηηκεηή παιηλδξφκεζεο, εθηηκνχκε αξρηθά ηελ θιίζε b ηεο γξακκήο παιηλδξφκεζεο πνπ 

πξνζαξκφδεηαη ζηα δεδνκέλα. Θα είλαη 

> lm(pi~pi0) 

 

Call: 

lm(formula = pi ~ pi0) 

 

Coefficients: 

(Intercept)          pi0   

     0.1769       0.5663   

 

άξα ν ζπληειεζηήο ηεο αλεμάξηεηεο κεηαβιεηήο ηνπ κνληέινπ εθηηκάηαη ζε 0.56 θαη, κε ηε βνήζεηά ηνπ, 

ππνινγίδεηαη ν εθηηκεηήο παιηλδξφκεζεο απφ ηε ζρέζε (7.17). Αλαιπηηθά: 

> b<-0.56 

> p_lr<-p+b*(p0-.26) 

> p_lr 

[1] 0.3168657 

 

΢πλεπψο, ε εθηίκεζε ηνπ πνζνζηνχ ηνπ θφκκαηνο Α είλαη 31.69%. Σν εθηηκψκελν ηππηθφ ζθάικα ηεο 

εθηίκεζεο ππνινγίδεηαη απφ ηε ζρέζε (7.21). 

> rho<-cor(pi, pi0) 

> rho 

[1] 0.6919364 

> var_2lr<-var_a*(1-rho^2) 

> sqrt(var_2lr) 

[1] 0.004615939 

Άξα ν εθηηκεηήο παιηλδξφκεζεο ηνπ πνζνζηνχ έρεη ηππηθφ ζθάικα 0.46% θαη είλαη ζπλεπψο πην αθξηβήο απφ 

φινπο ηνπο πξνεγνχκελνπο εθηηκεηέο. 

 

Απόδεημε Πξόηαζεο 7.2 

Γηα ηελ απφδεημε ηνπ απνηειέζκαηνο, γίλεηαη ρξήζε ηνπ αλαπηχγκαηνο ζε ζεηξά Taylor ηεο πνζφηεηαο 𝑅 −
𝑅. Θα είλαη: 

𝑅 − 𝑅 =
𝑋 1 − 𝑋 2𝑅

𝑌 2
 

𝑌 2

𝑋 2
 =

𝑋 1 − 𝑋 2𝑅

𝑌 2
 1 +

𝑋 2 − 𝑌 2

𝑌 2
 

−1

 

=
𝑋 1 − 𝑋 2𝑅

𝑌 2
 1 −

𝑋 2 − 𝑌 2

𝑌 2

+  
𝑋 2 − 𝑌 2

𝑌 2
 

2

− ⋯   
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𝑅 − 𝑅 =
𝑋 1

𝑋 2

− 𝑅 =
𝑋 1 − 𝑋 2𝑅

𝑋 2

=
𝑋 1 − 𝑋 2𝑅

𝑌 2
 

𝑌 2

𝑋 2
 =

𝑋 1 − 𝑋 2𝑅

𝑌 2
 1 +

𝑋 2 − 𝑌 2

𝑌 2
 

−1

 

=
𝑋 1 − 𝑋 2𝑅

𝑌 2
 1 −

𝑋 2 − 𝑌 2

𝑌 2

+  
𝑋 2 − 𝑌 2

𝑌 2
 

2

− ⋯   

 

Αλ θξαηήζνπκε ηνπο δχν πξψηνπο φξνπο ηνπ αλαπηχγκαηνο, ην πνζφ κεξνιεςίαο ηνπ 𝑅  είλαη θαηά 

πξνζέγγηζε: 

Bias 𝑅  = E 𝑅 − 𝑅 = E  
𝑋 1 − 𝑋 2𝑅

𝑌 2
 − E   

𝑋 1 − 𝑋 2𝑅

𝑌 2
  

𝑋 2 − 𝑌 2

𝑌 2
   

= 0 −
1

𝑌 2
2 E  𝑋 1 − 𝑋 2𝑅  𝑋 2 − 𝑌 2  = −

1

𝑌 2
2
 E 𝑋 1 𝑋 2 − 𝑌 2  + 𝑅E 𝑋 2 𝑋 2 − 𝑌 2    

=
1

𝑌 2
2
 𝑅 E(𝑋 2

2) − 𝑌 2
2 − Cov(𝑋 1, 𝑋 2) =

1 − 𝑓

𝑛𝑌 2
2

 𝑅𝑆2
2 − 𝜌𝑆1𝑆2  

 

γηαηί Var 𝑋 2 = E(𝑋 2
2) − 𝑌 2

2 =  
1−𝑓

𝑛
 𝑆2

2 θαη Var 𝑋 1 =
1−𝑓

𝑛
 𝑆1

2 ■ 
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Κεθάιαην 8 - Α΢ΚΖ΢ΔΗ΢ 

8.1. Απφ έλαλ πεπεξαζκέλν πιεζπζκφ κεγέζνπο Ν λα εθιεγεί, κε ηε βνήζεηα ελφο πξνγξάκκαηνο 

παξαγσγήο ηπραίσλ αξηζκψλ, έλα ηπραίν δείγκα κεγέζνπο n = 10, α) φηαλ Ν = 100 θαη β) φηαλ Ν = 500. 

8.2. Ο παξαθάησ πίλαθαο είλαη ην ζρεδηάγξακκα κηαο ηάμεο. ΢ε θάζε ζέζε, εκθαλίδεηαη ην θχιν ηνπ 

καζεηή (Α=αγφξη, Κ=θνξίηζη), ην χςνο (ζε cm - ην πξαγκαηηθφ χςνο πξνθχπηεη αλ ζηελ ηηκή πνπ 

ππάξρεη ζηνλ πίλαθα πξνζζέζνπκε 100) θαη ην βάξνο (ζε kg). 

Δπηιέγνληαο έλα δείγκα κεγέζνπο n = 7, λα εθηηκήζεηε: 

α) ην πνζνζηφ ησλ αγνξηψλ,  

β) ην κέζν χςνο ησλ καζεηψλ θαη  

γ) ην κέζν βάξνο ησλ καζεηψλ. 

Γηα θάζε κία απφ ηηο παξαπάλσ πεξηπηψζεηο, λα δνζεί ην ηππηθφ ζθάικα ησλ εθηηκήζεσλ. 

δ) Πνην ζα πξέπεη λα είλαη ην κέγεζνο ηνπ δείγκαηνο ην νπνίν ζα πξέπεη λα επηιέμνπκε απφ ηνλ 

πιεζπζκφ ησλ καζεηψλ, έηζη ψζηε νη πξνεγνχκελεο εθηηκήηξηεο λα κε δηαθέξνπλ πεξηζζφηεξν απφ 5% 
ησλ αληίζηνηρσλ πξαγκαηηθψλ ηηκψλ, κε πηζαλφηεηα 0,95; 

[Οη πιεζπζκηαθέο ηηκέο γηα ζχγθξηζε είλαη: πνζνζηφ αγνξηψλ ΡΑ = 0.62 

κέζν χςνο καζεηψλ 𝑌 Ύ𝜓𝜊𝜎   = 71,09 cm, δηαζπνξά χςνπο 𝑆Ύ𝜓𝜊𝜎
2  = 52,92 cm

2
 

κέζν βάξνο καζεηψλ 𝑌 𝛣ά𝜌𝜊𝜎  = 67,95 kg, δηαζπνξά βάξνπο 𝑆𝛣ά𝜌𝜊𝜎
2  = 117,9 kg

2
]. 
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8.3. Να απνδεηρζεί φηη ζηελ απιή ηπραία δεηγκαηνιεςία ρσξίο επαλαηνπνζέηεζε απφ έλα πεπεξαζκέλν 

πιεζπζκφ κεγέζνπο Ν, ε ζπζρέηηζε κεηαμχ δχν νπνησλδήπνηε κνλάδσλ ηζνχηαη κε -1/(Ν-1). 

8.4. Να δεηρζεί φηη ζηελ απιή ηπραία δεηγκαηνιεςία ρσξίο επαλαηνπνζέηεζε απφ έλα πεπεξαζκέλν 

πιεζπζκφ κεγέζνπο Ν, ε πηζαλφηεηα εθινγήο κηαο νπνηαζδήπνηε κνλάδαο είλαη ζηαζεξή θαη ίζε κε 

1/Ν. 

8.5. ΢ε έλα Internet Café κε 98 ππνινγηζηέο, ν ηδηνθηήηεο επέιεμε ζηελ ηχρε έλα δείγκα 8 ππνινγηζηψλ θαη 

κέηξεζε ηνπο ρξφλνπο ρξήζεο ηνπ δηαδηθηχνπ απφ θάζε ρξήζηε. Οη ρξφλνη απηνί (ζε ιεπηά) είλαη νη 

εμήο: 

4,2   5,1   7,9   3,8   5,3   4,6   5,1   4,1. 

Να εθηηκήζεηε ηνλ κέζν ρξφλν ρξήζεο ηνπ δηαδηθηχνπ ζην ζπγθεθξηκέλν Internet Café θαη λα δψζεηε 

ην ηππηθφ ζθάικα ηεο εθηίκεζήο ζαο. 

8.6. Έλα γξαθείν ηεο ΓΔΖ γλσξίδεη φηη 400 θαηαλαισηέο δελ έρνπλ πιεξψζεη ηνπο ινγαξηαζκνχο ηνπο. Γηα 

λα εθηηκήζεη ην ζπλνιηθφ πνζφ πνπ νθείινπλ νη πειάηεο απηνί, επέιεμε ζηελ ηχρε 10 απφ απηνχο θαη 

βξήθε φηη ηα νθεηιφκελα πνζά (ζε δεθάδεο επξψ) ήηαλ ηα εμήο: 

33,  32,  52,  43,  40,  41,  45,  42,  39,  28. 

Να εθηηκήζεηε ην νιηθφ νθεηιφκελν πνζφ θαη λα δψζεηε ην ηππηθφ ζθάικα ηεο εθηίκεζήο ζαο. 

8.7. Γηα ηελ εθηίκεζε ηεο κέζεο ηηκήο ελφο πεπεξαζκέλνπ πιεζπζκνχ κεγέζνπο Ν, ζπλερίδνπκε λα 

επηιέγνπκε κνλάδεο κε ίζεο πηζαλφηεηεο θαη κε επαλαηνπνζέηεζε, έσο φηνπ πεηχρνπκε d δηαθεθξηκέλεο 

κνλάδεο. Αλ n είλαη ν ζπλνιηθφο αξηζκφο ησλ κνλάδσλ πνπ επηιέμακε θαη 𝑘𝑟  ε ζπρλφηεηα εκθάληζεο 

ηεο r δηαθεθξηκέλεο κνλάδαο ζην δείγκα, λα δεηρζεί φηη: 

α) νη εθηηκεηέο 𝑦 𝑛 =  
𝑘𝑟𝑦𝑟 

𝑛
𝑑
𝑟=1  θαη 𝑦 𝑑 =  

𝑦𝑟 

𝑑
𝑑
𝑟=1  είλαη ακεξφιεπηνη 

β) Var 𝑦 𝑛 = E
1

𝑛
𝜍𝑦

2 

γ) E 𝑛 = 𝑁(
1

𝑁
+

1

𝑁−1
+ 𝐿 +

1

𝑁−𝑑−1
) 

δ) E  
1

𝑛
 >

1

E 𝑛 
>  𝑁 − 𝑑 [𝑑 𝑁 − 1 ]−1 

Με βάζε ηα παξαπάλσ, ή κε νπνηνδήπνηε άιιν ηξφπν, λα δεηρζεί φηη: 

Var 𝑦 𝑛 ≥ Var 𝑦 𝑑 . 

8.8. Έλαο πιεζπζκφο απνηειείηαη απφ Ν κνλάδεο. Ζ ηηκή ηνχ ππφ κειέηε ραξαθηεξηζηηθνχ γηα ηελ πξψηε 

κνλάδα είλαη γλσζηή θαη ίζε κε 𝑦1. Απφ ηηο ππφινηπεο Ν - 1 κνλάδεο, επηιέγνπκε, ρσξίο 

επαλαηνπνζέηεζε, έλα ηπραίν δείγκα κεγέζνπο n. Να δεηρζεί φηη ν εθηηκεηήο 𝑦1 + (𝑁 − 1)𝑦 𝑛  έρεη 

κηθξφηεξε δηαθχκαλζε απφ ηνλ εθηηκεηή 𝑁𝑦 𝑛 , ν νπνίνο βαζίδεηαη επίζεο ζε έλα ηπραίν δείγκα ρσξίο 

επαλαηνπνζέηεζε, αιιά απφ νιφθιεξν ηνλ πιεζπζκφ. (Σν δεχηεξν δείγκα δειαδή, δελ ιακβάλεη 

ππφςε ηνπ ηελ επηπιένλ πιεξνθνξία γηα ην 𝑦1). 

8.9. α) Γηα θάπνην ζέκα ζπγθεληξψζεθαλ ππνγξαθέο ζε 676 ζειίδεο. Κάζε ζειίδα έρεη αξθεηφ ρψξν γηα 42 

ππνγξαθέο, αιιά αξθεηά θχιια έρνπλ κηθξφηεξν αξηζκφ ππνγξαθψλ. Ο αξηζκφο ησλ ππνγξαθψλ αλά 

ζειίδα, ζε έλα ηπραίν δείγκα 50 θχιισλ, παξνπζηάδεηαη ζηνλ επφκελν πίλαθα. 
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Αξηζκόο 

ππνγξαθώλ 

Yi 

΢πρλόηεηα 

fi 

42 23 

41 4 

36 1 

32 1 

29 1 

27 2 

23 1 

19 1 

16 2 

15 2 

14 1 

11 1 

10 1 

9 1 

7 1 

6 3 

5 2 

4 1 

3 1 

Πίνακας 8.2 Πιήζνο ππνγξαθώλ ζε 50 ηπραία επηιεγκέλεο ζειίδεο 

Να εθηηκήζεηε ηνλ ζπλνιηθφ αξηζκφ ησλ ππνγξαθψλ θαη λα δψζεηε έλα 95% δηάζηεκα εκπηζηνζχλεο.  

β) Μεηά απφ ηελ επηινγή ηνπ δείγκαηνο, ν αξηζκφο ησλ ζειίδσλ κε πιήξε αξηζκφ ππνγξαθψλ (δειαδή 

42) κεηξήζεθε θαη βξέζεθε ίζνο κε 326. Κάλνληαο ρξήζε ηεο πιεξνθνξίαο απηήο, λα βξείηε έλαλ 

βειηησκέλν εθηηκεηή ηνπ ζπλνιηθνχ αξηζκνχ ησλ ππνγξαθψλ πνπ ζπγθεληξψζεθαλ, θαη λα 
ππνινγίζεηε ηελ ηππηθή ηνπ απφθιηζε. 

8.10. ΢ε έλαλ πιεζπζκφ κε Ν = 6, νη ηηκέο ηνπ πιεζπζκνχ είλαη 8, 3, 1, 11, 4 θαη 7. (i) Τπνινγίζηε ηε 

δεηγκαηηθή κέζε ηηκή γηα φια ηα δπλαηά δείγκαηα κεγέζνπο 2 θαη δείμηε φηη ν εθηηκεηήο απηφο εθηηκά 

ακεξφιεπηα ηελ πιεζπζκηαθή κέζε ηηκή. Δπηβεβαηψζηε φηη ε δηαθχκαλζε ηνπ εθηηκεηή δίλεηαη απφ ηε 

ζρέζε 
(1−𝑓)

𝑛
𝑆2. (ii) Γηα ηνλ ίδην πιεζπζκφ, λα ππνινγηζζεί ε ηηκή ηνχ s

2
 γηα φια ηα δπλαηά δείγκαηα 

κεγέζνπο 3 θαη λα επαιεζεπζεί φηη Δ(s
2
) = S

2. 
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8.11. Έλα απιφ ηπραίν δείγκα 30 λνηθνθπξηψλ επηιέρζεθε ηπραία, απφ κία πεξηνρή κηαο πφιεο πνπ πεξηέρεη 

14.848 λνηθνθπξηά. Ο αξηζκφο ησλ αηφκσλ ζε θάζε λνηθνθπξηφ ζην δείγκα έρεη σο εμήο: 

5, 6, 3, 3, 2, 3, 3, 3, 4, 4, 3, 2, 7, 4, 3, 5, 4, 4, 3, 3, 4, 3, 3, 1, 2, 4, 3, 4, 2, 4 

Να εθηηκήζεηε ηνλ ζπλνιηθφ αξηζκφ ησλ αηφκσλ ζηελ πεξηνρή θαη λα ππνινγίζεηε ηελ πηζαλφηεηα ν 

εθηηκεηήο απηφο λα κε δηαθέξεη πεξηζζφηεξν απφ 10% απφ ηελ αιεζηλή ηηκή. 

8.12. ΢ε κηα κειέηε γηα ηελ πηζαλή ρξήζε ηεο δεηγκαηνιεςίαο ζηελ ειάηησζε ησλ απαξαίηεησλ εξγαζηψλ 

γηα ηελ απνζήθεπζε ελφο ζπλφινπ πξντφλησλ, ε ηηκή ησλ πξντφλησλ απηψλ, ζε θάζε έλα απφ ηα 36 

ξάθηα ηεο απνζήθεο, κεηξήζεθε θαη, ζε ζηξνγγπινπνηεκέλε κνξθή ζην πιεζηέζηεξν επξψ, έρεη σο 

εμήο: 

29,  38,  42,  44,  45,  47,  51,  53,  53,  54,  56,  56,  56,  58,  58,  59,  60,  60, 

60,  60,  61,  61,  61,  62,  64,  65,  65,  67,  67,  68,  69,  71,  74,  77,  82,  85. 

Ο εθηηκεηήο ηεο ζπλνιηθήο αμίαο, ν νπνίνο ζα βαζίδεηαη ζε έλα ηπραίν δείγκα, ζα πξέπεη λα είλαη 

ζσζηφο ζηα 200 επξψ κε πηζαλφηεηα 1 ζηα 20. Έλαο εηδηθφο ζπληζηά φηη κηα απιή ηπραία 
δεηγκαηνιεςία κε κέγεζνο δείγκαηνο 12 ζα ήηαλ ηθαλνπνηεηηθή. ΢πκθσλείηε κε ηε γλψκε ηνπ; 

[Γίλεηαη φηη  𝑦 = 2.138 θαη  𝑦2 =131.682]. 

8.13. Γχν νδνληίαηξνη, νη θ.θ. Α θαη Β, ζέινπλ λα εθηηκήζνπλ ηελ θαηάζηαζε ησλ δνληηψλ ζηα 200 παηδηά 

ελφο ρσξηνχ. Ο θ. Α επηιέγεη έλα ηπραίν δείγκα 20 παηδηψλ θαη κεηξάεη ηνλ αξηζκφ ησλ ραιαζκέλσλ 

δνληηψλ ζην θαζέλα. Σα απνηειέζκαηα έρνπλ σο εμήο: 

Πλήθοσ. χαλαςμζνων 
δοντιϊν/παιδί 

0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 

Πλήθοσ Παιδιϊν 8 4 2 2 1 1 0 0 0 1 1 

Πίνακας 8.3 Γεδνκέλα γηα ηελ άζθεζε 8.13 

Ο θ. Β, ρξεζηκνπνηψληαο ηηο ίδηεο ηαηξηθέο ηερληθέο, εμεηάδεη θαη ηα 200 παηδηά θαη θαηαγξάθεη εθείλα 

πνπ δελ είραλ θαλέλα ραιαζκέλν δφληη. Ο αξηζκφο ησλ παηδηψλ απηψλ ήηαλ ζπλνιηθά 60. Να 

εθηηκήζεηε ηνλ ζπλνιηθφ αξηζκφ ησλ παηδηψλ ηνπ ρσξηνχ κε ραιαζκέλα δφληηα (α) ρξεζηκνπνηψληαο 

κφλν ηα απνηειέζκαηα ηνπ θ. Α, (β) ρξεζηκνπνηψληαο ηα απνηειέζκαηα ηνπ θ. Α θαη ηνπ θ. Β. (γ) Δίλαη 

νη εθηηκεηέο απηνί ακεξφιεπηνη; (δ) Πνηνο απφ ηνπο δχν εθηηκεηέο πεξηκέλεηε λα είλαη πην αθξηβήο θαη 
γηαηί; 

8.14. ΢ε έλαλ πιεζπζκφ, είλαη γλσζηφ φηη 𝛶  = 19 θαη 𝑆2 = 85,6. ΢ηελ πεξίπησζε ηεο απιήο ηπραίαο 

δεηγκαηνιεςίαο, πφζν ζα πξέπεη λα είλαη ην κέγεζνο ηνπ δείγκαηνο, έηζη ψζηε ε ηηκή ηνπ εθηηκεηή καο 

λα δηαθέξεη απφ ηελ 𝛶  ην πνιχ 10%, κε πηζαλφηεηα 1 ζηα 20; 

8.15. ΢ε κία πεξηνρή ππάξρνπλ 4000 ζπίηηα. Θέινπκε λα εθηηκήζνπκε α) ην πνζνζηφ ησλ αηφκσλ πνπ έρνπλ 

ηδηφθηεην ζπίηη, κε ηππηθφ ζθάικα φρη κεγαιχηεξν ηνπ 2% θαη β) ην πνζνζηφ ησλ νηθνγελεηψλ πνπ 

έρνπλ πεξηζζφηεξα απφ δχν απηνθίλεηα, κε ηππηθφ ζθάικα φρη κεγαιχηεξν ηνπ 1%. Γηα ηνλ πιεζπζκφ 

απηφλ, είλαη γλσζηφ φηη ην αιεζηλφ πνζνζηφ απηψλ πνπ έρνπλ ηδηφθηεην ζπίηη βξίζθεηαη κεηαμχ 45 θαη 

65%, ελψ απηφ ησλ νηθνγελεηψλ κε πεξηζζφηεξα απφ δχν απηνθίλεηα, κεηαμχ 5 θαη 10%. Αλ 

ρξεζηκνπνηήζνπκε απιή ηπραία δεηγκαηνιεςία, πφζν κεγάιν ζα πξέπεη λα είλαη ην δείγκα, ψζηε λα 

ηθαλνπνηεί θαη ηηο δχν απαηηήζεηο; 
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8.16. Απφ έλαλ θαηάινγν κε 3042 νλφκαηα θαη δηεπζχλζεηο, επηιέμακε έλα ηπραίν (ρσξίο επαλαηνπνζέηεζε) 

δείγκα 200 νλνκάησλ. ΢ην δείγκα απηφ, βξέζεθε φηη 38 δηεπζχλζεηο ήηαλ ιάζνο. Να εθηηκήζεηε ηνλ 

ζπλνιηθφ αξηζκφ ησλ ιαλζαζκέλσλ δηεπζχλζεσλ ζηνλ θαηάινγν απηφ, θαη λα δψζεηε θαη ην ηππηθφ 

ζθάικα ηεο εθηίκεζήο ζαο. 

8.17.  (Πιεζπζκνί κε γξακκηθή ηάζε) Αο ππνζέζνπκε φηη νη δηαδνρηθέο ηηκέο ηνπ ππφ κειέηε 

ραξαθηεξηζηηθνχ y, ζε έλαλ πεπεξαζκέλν πιεζπζκφ κεγέζνπο Ν, απμάλνληαη ζχκθσλα κε ην κνληέιν  

𝑦𝑖 = 𝜇 + 𝑖𝜃 

φπνπ κ θαη ζ είλαη ζηαζεξέο θαη ην i κεηαβάιιεηαη απφ 1 έσο Ν. Να δεηρζεί φηη ζηελ πεξίπησζε απηή, ε 

ζπζηεκαηηθή είλαη θαιχηεξε απφ ηελ απιή ηπραία δεηγκαηνιεςία ρσξίο επαλαηνπνζέηεζε. [Ζ 
έθθξαζε "θαιχηεξε" αλαθέξεηαη ζηηο δηαθπκάλζεηο ησλ εθηηκεηψλ]. 

8.18. (Πιεζπζκνί κε πεξηνδηθόηεηα) Τπνζέηνπκε φηη νη ηηκέο ελφο πεπεξαζκέλνπ πιεζπζκνχ παξνπζηάδνπλ 

πεξηνδηθφηεηα (π.ρ. απιήο εκηηνλνεηδνχο κνξθήο). Έλα γξάθεκα ελφο ηέηνηνπ πιεζπζκνχ είλαη ην 

επφκελν. 

 

Στήμα 8.1 Πεξηνδηθή κεηαβιεηόηεηα 

Απφ ηνλ πιεζπζκφ απηφλ επηιέγνπκε δχν ζπζηεκαηηθά δείγκαηα. ΢ην πξψην (ε πεξίπησζε πνπ 

αληηζηνηρεί ζην Α) ην k είλαη ίζν κε ηελ πεξίνδν ℓ ηεο θχκαλζεο. ΢ην δεχηεξν (πνπ αληηζηνηρεί ζην 

δείγκα Β) ην k είλαη ίζν κε ην κηζφ ηεο πεξηφδνπ. Να ζρνιηάζεηε πνην θαηά ηε γλψκε ζαο δείγκα είλαη 

θαιχηεξν θαη γηαηί. 

8.19. Ζ δηεχζπλζε ελφο θηλεκαηνγξάθνπ ζέιεη λα εθηηκήζεη ην πνζνζηφ p ησλ ζεαηψλ πνπ είραλ ζεηηθέο 

θξίζεηο γηα κηα ζπγθεθξηκέλε ηαηλία. Γηα ην ζθνπφ απηφ, απφ ην ζχλνιν ησλ ζεαηψλ πνπ 

παξαθνινχζεζαλ ηε ζπγθεθξηκέλε ηαηλία ζηε δηάξθεηα κηαο εβδνκάδαο, εθιέγεη έλα ηπραίν δείγκα 

θαηά ηελ έμνδν ησλ ζεαηψλ, κε ηνλ εμήο ηξφπν. Αλά δέθα άηνκα, εθιέγεη έλα θαη ξσηάεη ηε γλψκε ηνπ 

γηα ηελ ηαηλία. Αλ ππνζέζνπκε φηη ζηε δηάξθεηα κηαο εβδνκάδαο 2.000 άηνκα παξαθνινχζεζαλ ηελ 

ηαηλία, λα εθηηκήζεηε ην πνζνζηφ ησλ ζεαηψλ πνπ έρνπλ ζεηηθέο θξίζεηο θαη λα δψζεηε έλα 95% 

δηάζηεκα εκπηζηνζχλεο. ΢ηε ζπλέρεηα, ππνινγίζηε ην κέγεζνο ηνπ δείγκαηνο πνπ απαηηείηαη γηα ηελ 

εθηίκεζε ηνπ p αλ ην ζθάικα ηεο εθηίκεζεο δελ πξέπεη λα ππεξβαίλεη ην 0.01. [Με 𝑦𝑖 = 1 

παξηζηάλεηαη ε απάληεζε ηνπ i-νζηνχ ζεαηή πνπ έρεη ζεηηθέο θξίζεηο γηα ηελ ηαηλία θαη κε 𝑦𝑖 = 0 ε 

απάληεζε ηνπ i-νζηνχ ζεαηή πνπ έρεη αξλεηηθέο θξίζεηο. Γίλεηαη φηη ζπλνιηθά 232 ζεαηέο είραλ ζεηηθέο 

θξίζεηο γηα ηελ ηαηλία.] 
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8.20. ΢θνπφο κηαο έξεπλαο ήηαλ ε εθηίκεζε ηνπ κέζνπ αξηζκνχ αηφκσλ αλά απηνθίλεην πνπ δηέξρεηαη απφ 

ηνλ Ηζζκφ θαηά ηε δηάξθεηα κηαο ψξαο, ζε πεξίνδν αηρκήο. Ζ εθηίκεζε απηή βαζίζηεθε ζε έλα ηπραίν 

δείγκα απηνθηλήησλ θαη κεηξήζεθε ν αξηζκφο ησλ επηβαηψλ ζε θάζε έλα απφ απηά. Ζ ιήςε ηνπ 

δείγκαηνο έγηλε κε επαλαιακβαλφκελε ζπζηεκαηηθή δεηγκαηνιεςία, παίξλνληαο 10 δείγκαηα ησλ 8 

απηνθηλήησλ ην θαζέλα. Απφ πξνεγνχκελεο ρξνληέο, είλαη γλσζηφ φηη πεξίπνπ 400 απηνθίλεηα 

δηέξρνληαη απφ ηνλ Ηζζκφ κέζα ζε 1 ψξα ζε πεξίνδν αηρκήο. Με βάζε ηα αθφινπζα δεδνκέλα, λα 

εθηηκήζεηε ηνλ κέζν αξηζκφ επηβαηψλ αλά απηνθίλεην θαη λα δψζεηε έλα 95% δηάζηεκα εκπηζηνζχλεο 

γηα ηελ εθηίκεζή ζαο. 

 

Δείγμα # επιβατϊν 𝒚𝒊 𝒚  

1 4 5 3 6 1 4 4 3 3.75 

2 5 3 4 2 4 2 3 4 3.38 

3 2 4 6 2 3 2 1 3 2.88 

4 6 4 6 7 2 3 2 7 4.62 

5 4 5 7 4 2 6 2 6 4.50 

6 7 6 4 4 3 6 7 5 5.25 

7 3 3 2 3 6 5 6 8 4.50 

8 2 6 2 5 5 4 4 5 4.12 

9 2 6 3 6 4 4 5 4 4.25 

10 6 5 4 6 3 3 5 3 4.38 

Πίνακας 8.4 Γεδνκέλα γηα ηελ άζθεζε 8.20 

8.21. ΢ε έλα εξγνζηάζην πνπ παξάγεη βίδεο, ρξεζηκνπνηείηαη ζπζηεκαηηθή δεηγκαηνιεςία γηα ηελ εθηίκεζε 

ηνπ κέζνπ κήθνπο ηνπο. Γηα ηνλ ζθνπφ απηφ, ιακβάλεηαη 1 βίδα θάζε 50 βίδεο πνπ παξάγνληαη θαη 

κεηξηέηαη ην κήθνο ηεο. Αλ ζε 1 ψξα παξάγνληαη 1800 βίδεο, εθηηκήζηε ην κέζν κήθνο ηνπο 

ρξεζηκνπνηψληαο ηα δεδνκέλα ηνπ αθφινπζνπ Πίλαθα, θαη δψζηε έλα 99% δηάζηεκα εκπηζηνζχλεο γηα 

ηελ εθηίκεζε. Ση κέγεζνο δείγκαηνο απαηηείηαη γηα ηελ εθηίκεζε ηνπ κέζνπ, φηαλ ην ζθάικα είλαη 0.03; 

12,00 11,97 12,01 12,01 11,80 12,03 11,91 11,98 12,03 11,98 12,00 11,83 

11,87 12,01 11,98 11,87 11,90 11,88 12,05 11,87 11,91 11,93 11,94 11,89 

11,72 11,93 11,95 11,97 11,93 12,05 11,85 11,98 11,87 12,05 12,02 12,04 

Πίνακας 8.5 Γεδνκέλα γηα ηελ άζθεζε 8.21 - Μήθνο Βηδώλ 

8.22. ΢ε έξεπλα πνπ έγηλε γηα ηελ εθηίκεζε ηνπ νιηθνχ αξηζκνχ ηνπξηζηψλ πνπ επηζθέπηνληαη έλα 

αξραηνινγηθφ κνπζείν ζε κηα πεξίνδν 180 εκεξψλ, ρξεζηκνπνηήζεθε ζπζηεκαηηθή δεηγκαηνιεςία κε 

πεξίνδν δεηγκαηνιεςίαο ηηο 10 κέξεο. 0 αξηζκφο ησλ μέλσλ επηζθεπηψλ θάζε δέθαηε κέξα, κε ηπραίν 

μεθίλεκα ηελ ηξίηε κέξα, δίλεηαη ζηνλ παξαθάησ πίλαθα. Εεηείηαη λα εθηηκεζεί ν νιηθφο αξηζκφο 

ηνπξηζηψλ πνπ επηζθέθζεθαλ ην αξραηνινγηθφ κνπζείν ζηε ζπγθεθξηκέλε ρξνληθή πεξίνδν, θαη λα 

δνζεί έλα 95% δηάζηεκα εκπηζηνζχλεο γηα ηελ εθηίκεζε απηή. 
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Ημζρα # τουριςτϊν Ημζρα # τουριςτϊν 

3 160 93 410 

13 350 103 270 

23 245 113 330 

33 225 123 500 

43 180 133 120 

53 270 143 110 

63 340 153 150 

73 420 163 280 

83 210 173 290 

Πίνακας 8.6 Γεδνκέλα γηα ηελ άζθεζε 8.22 

8.23. ΢ηνλ παξαθάησ πίλαθα, δίλεηαη ν αξηζκφο ησλ ρακέλσλ εκεξψλ εξγαζίαο απφ αζζέλεηα, γηα ηνπο 162 

ππαιιήινπο κηαο εηαηξείαο. Ζ εηαηξεία ζέιεη λα γλσξίδεη ηνλ κέζν αξηζκφ ησλ εκεξψλ άδεηαο ιφγσ 

αζζέλεηαο. Γηα ηνλ ζθνπφ απηφ, απνθαζίδεη λα πάξεη έλα ηπραίν ζπζηεκαηηθφ δείγκα κεγέζνπο n = 18. 

Με βάζε έλα ηέηνην δείγκα, λα εθηηκήζεηε ηνλ κέζν αξηζκφ ησλ ρακέλσλ εκεξψλ εξγαζίαο ιφγσ 

αζζέλεηαο, θαη λα δψζεηε έλα 95% δηάζηεκα εκπηζηνζχλεο γηα ηνλ εθηηκεηή απηφλ. 

Κωδ. 
Εργ. 

Ημζρ. 
Άδειασ 

Κωδ. 
Εργ. 

Ημζρ. 
Άδειασ 

Κωδ. 
Εργ. 

Ημζρ. 
Άδειασ 

Κωδ. 
Εργ. 

Ημζρ. 
Άδειασ 

1 7 42 5 83 3 123 6 

2 6 43 3 84 5 124 3 

3 10 44 6 85 4 125 9 

4 11 45 11 86 0 126 9 

5 3 46 6 87 11 127 6 

6 8 47 5 88 3 128 5 

7 0 48 5 89 4 129 4 

8 5 49 0 90 11 130 1 

9 8 50 8 91 0 131 1 

10 4 51 1 92 6 132 11 

11 7 52 10 93 1 133 3 

12 13 53 7 94 9 134 5 

13 4 54 9 95 6 135 9 

14 5 55 8 96 0 136 5 

15 2 56 2 97 3 137 1 
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Κωδ. 
Εργ. 

Ημζρ. 
Άδειασ 

Κωδ. 
Εργ. 

Ημζρ. 
Άδειασ 

Κωδ. 
Εργ. 

Ημζρ. 
Άδειασ 

Κωδ. 
Εργ. 

Ημζρ. 
Άδειασ 

16 0 57 9 98 6 138 15 

17 7 58 9 99 0 139 2 

18 17 59 8 100 12 140 10 

19 5 60 6 101 11 141 8 

20 6 61 5 102 6 142 2 

21 1 62 3 103 1 143 6 

22 7 63 9 104 3 144 14 

23 9 64 6 105 2 145 10 

24 3 65 3 106 5 146 8 

25 8 66 3 107 3 147 7 

26 9 67 4 108 12 148 9 

27 4 68 9 109 1 149 1 

28 8 69 5 110 7 150 2 

29 4 70 8 111 9 151 6 

30 17 71 5 112 6 152 4 

31 6 72 11 113 6 153 6 

32 9 73 5 114 3 154 3 

33 9 74 9 115 4 155 1 

34 5 75 8 116 2 156 8 

35 8 76 7 117 5 157 0 

36 5 77 6 118 10 158 3 

37 8 78 4 119 10 159 2 

38 5 79 3 120 15 160 8 

39 8 80 9 121 5 161 0 

40 0 81 5 122 5 162 15 

41 3 82 5     

Πίνακας 8.7 Γεδνκέλα γηα ηελ άζθεζε 8.23 

8.24. Αο ππνζέζνπκε φηη πξφθεηηαη λα θάλνπκε κηα κειέηε γηα ηνλ πξνζδηνξηζκφ ηεο πεξηεθηηθφηεηαο ησλ 

λεξψλ ελφο πνηακνχ ζε κηα θαξθηλνγφλν νπζία. Ο έιεγρνο απηφο αθνξά έλα ηκήκα ηνπ πνηακνχ, πνπ 

θαίλεηαη ζην επφκελν ζρήκα. Γηα ηνλ ζθνπφ ηεο κειέηεο, ρσξίζακε ην ηκήκα απηφ ηνπ πνηακνχ ζε 36 

δψλεο, φπσο παξνπζηάδεηαη ζην ζρήκα, θαη ζηε ζπλέρεηα επηιέμακε έλα ηπραίν ζπζηεκαηηθφ δείγκα, κε 
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βήκα 1 ζηα 4. ΢ηηο επηιεγκέλεο δψλεο κεηξήζακε ηελ πνζφηεηα (ζε ρηιηνζηφγξακκα αλά ιίηξν) ηεο 

θαξθηλνγφλνπ νπζίαο. (Οη ηηκέο απηέο, γηα φιεο ηηο δψλεο, δίλνληαη ζην ζρήκα εληφο ησλ παξελζέζεσλ). 

 

Στήμα 8.2 Γεδνκέλα γηα ηελ άζθεζε 8.24 

Να εθηηκεζεί ε κέζε πεξηεθηηθφηεηα ησλ λεξψλ ηνπ πνηακνχ ζηε ζπγθεθξηκέλε θαξθηλνγφλν νπζία θαη 
λα δνζεί έλα 90% δηάζηεκα εκπηζηνζχλεο γηα ηελ ηηκή απηή. 

8.25. Μηα δηαθεκηζηηθή εηαηξεία ζέιεη λα δηαθεκίζεη έλα πξντφλ ζηελ ηειεφξαζε. Γηα ηνλ ζθνπφ απηφ, ζέιεη 

λα εθηηκήζεη πφζεο ψξεο ηελ εβδνκάδα νη θάηνηθνη κηαο πφιεο παξαθνινπζνχλ ηειεφξαζε. Γηα ηε 

δηεμαγσγή ηεο έξεπλαο, απνθαζίδεη λα ρξεζηκνπνηήζεη ζηξσκαηνπνηεκέλε δεηγκαηνιεςία. Έηζη, ε 

πφιε ρσξίδεηαη ζε ηξία ζηξψκαηα: ην θέληξν (Κ), ηα θνληηλά πξνάζηηα (ΚΠ) θαη ηα απνκαθξπζκέλα 

πξνάζηηα (ΑΠ). ΢ηνπο θαηαιφγνπο είλαη εγγεγξακκέλεο 155 νηθνγέλεηεο ζην ζηξψκα Κ, 62 ζην ζηξψκα 

ΚΠ θαη 93 ζην ζηξψκα ΑΠ. Απφ ηα ηξία απηά ζηξψκαηα, επηιέγνπκε ζηελ ηχρε ηπραία δείγκαηα 8, 4 

θαη 6 νηθνγελεηψλ, αληίζηνηρα. Οη ψξεο παξαθνινχζεζεο ηειεφξαζεο, ζε εβδνκαδηαία βάζε, γηα θάζε 

νηθνγέλεηα ζην δείγκα, είλαη 

Κζντρο (Κ):  10, 20, 12, 16, 30, 13, 4, 9 

Κοντινά προάςτια (ΚΠ):  36, 12,  1, 10 

Απομακρυςμζνα προάςτια (ΑΠ):  22, 12,  2, 31, 21, 14 

Πίνακας 8.8 Γεδνκέλα γηα ηελ άζθεζε 8.25 

Να εθηηκεζεί ν κέζνο ρξφλνο παξαθνινχζεζεο ηειεφξαζεο ησλ θαηνίθσλ ηεο ζπγθεθξηκέλεο πφιεο 
θαη λα δνζεί ην ηππηθφ ζθάικα εθηίκεζεο. 

8.26. Με βάζε ηα δεδνκέλα ηεο πξνεγνχκελεο άζθεζεο, λα εθηηκεζεί ην πνζνζηφ ησλ θαηνίθσλ ηεο πφιεο 

απηήο πνπ παξαθνινπζνχλ ηειεφξαζε πεξηζζφηεξν απφ 15 ψξεο εβδνκαδηαίσο. 

8.27. Να βξεζνχλ ηα 95% δηαζηήκαηα εκπηζηνζχλεο α) γηα ηνλ κέζν εβδνκαδηαίν ρξφλν παξαθνινχζεζεο 

ηειεφξαζεο ζηελ άζθεζε 4.1 θαη β) γηα ην πνζνζηφ ησλ θαηνίθσλ ηεο πφιεο πνπ παξαθνινπζνχλ 

ηειεφξαζε πεξηζζφηεξν απφ 15 ψξεο ζηελ άζθεζε 4.2. 
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8.28. Υσξίδνπκε ηνλ πιεζπζκφ κηαο πφιεο ζε ηξία ζηξψκαηα, κε βάζε ην εηζφδεκα. ΢ηνλ πίλαθα πνπ 

αθνινπζεί, 𝑌 ℎ  θαη 𝑆ℎ
2 είλαη, αληίζηνηρα, ην κέζν εηζφδεκα (ζε ρηιηάδεο επξψ) θαη ε δηαθχκαλζε ηνπ h 

ζηξψκαηνο (h = 1,2,3). Αθφκε, 𝑊ℎ  είλαη ην βάξνο θάζε ζηξψκαηνο θαη 𝑃ℎ  ην πνζνζηφ ησλ αηφκσλ, ζην 

h ζηξψκα, κε εηζφδεκα κηθξφηεξν απφ 3000€. 

΢τρϊμα 𝑾𝒉 𝒀 𝒉 𝑺𝒉
𝟐  𝑷𝒉 

1 0,35 3,1 4 0,54 

2 0,55 3,9 11 0,39 

3 0,10 7,8 128 0,24 

Για ολόκληρο 
τον πληθυςμό 

1,00 4 21,98 0,43 

Πίνακας 8.9 Γεδνκέλα γηα ηελ άζθεζε 8.28 

α) Υξεζηκνπνηψληαο απιή ηπραία δεηγκαηνιεςία κε κέγεζνο δείγκαηνο n = 1000, λα εθηηκήζεηε ην 

κέζν εηζφδεκα ηνπ πιεζπζκνχ θαη ην πνζνζηφ ησλ αηφκσλ κε εηζφδεκα κηθξφηεξν απφ 3000 επξψ. 

Γηα θάζε ζαο εθηίκεζε, λα δψζεηε θαη ηελ εθηηκψκελε ηππηθή ηεο απφθιηζε. 

β) Να εθηηκεζνχλ νη ίδηεο πνζφηεηεο ηνπ εξσηήκαηνο (α), αλ ρξεζηκνπνηήζνπκε ζηξσκαηνπνηεκέλε 

ηπραία δεηγκαηνιεςία κε αλαινγηθφ θαηακεξηζκφ θαη n = 1000. ΢ηελ πεξίπησζε απηή, πνην είλαη ην 
ζρεηηθφ θέξδνο σο πξνο ηελ πεξίπησζε (α); 

γ) Να βξεζεί ν βέιηηζηνο θαηακεξηζκφο ηνπ δείγκαηνο n = 1000 ζηα ηξία ζηξψκαηα, έηζη ψζηε λα 

ειαρηζηνπνηείηαη ε δηαθχκαλζε ηνπ εθηηκεηή ηνπ κέζνπ εηζνδήκαηνο ηνπ πιεζπζκνχ. Γηα ηνλ 

ζπγθεθξηκέλν θαηακεξηζκφ ηνπ δείγκαηνο, λα βξείηε ηηο δηαθπκάλζεηο ησλ εθηηκεηψλ ζην εξψηεκα (β) 

θαη λα ηηο ζπγθξίλεηε κε απηέο ζηα εξσηήκαηα (α) θαη (β). [Να αγλνεζεί ε δηφξζσζε ηνπ πεπεξαζκέλνπ 
πιεζπζκνχ]. 

8.29. ΢ηελ άζθεζε 8.25, ππνζέηνπκε φηη νη δηαθπκάλζεηο ζε θάζε ζηξψκα είλαη γλσζηέο θαη ίζεο κε 𝑆𝐾
2 = 25, 

𝑆𝐾𝛱
2  = 225, 𝑆𝛢𝛱

2  = 100. Να βξεζνχλ ην νιηθφ κέγεζνο ηνπ δείγκαηνο θαη ν θαηακεξηζκφο ηνπ, έηζη ψζηε 

κε ειάρηζην θφζηνο λα εθηηκήζνπκε ηνλ πιεζπζκηαθφ κέζν ρξφλν παξαθνινχζεζεο ηειεφξαζεο (ζε 

ψξεο) ζηελ πφιε απηή, δνζέληνο φηη ε δηαθχκαλζε ηνπ εθηηκεηή καο ζέινπκε λα είλαη ίζε κε ηε 

κνλάδα. 

8.30. Έλαο δεηγκαηνιήπηεο έρεη δχν ζηξψκαηα θαη ζα ήζειε, γηα ιφγνπο επθνιίαο, λα έρεη n1 = n2, αληί λα 

ρξεζηκνπνηήζεη ηνλ θαηακεξηζκφ Neyman. Αλ κε Var(𝑦 𝑠𝑡 ) θαη VarNeyman (𝑦 𝑠𝑡 ) ζπκβνιίζνπκε ηηο 

δηαθπκάλζεηο ηνπ εθηηκεηή καο ζηελ πεξίπησζε φπνπ n1 = n2 θαη ζηνλ θαηακεξηζκφ Neyman, 

αληίζηνηρα, λα δεηρζεί φηη ε θιαζκαηηθή αχμεζε ηεο δηαθχκαλζεο δίλεηαη απφ ηε ζρέζε 

Var (𝑦 𝑠𝑡 )−Var Neyman (𝑦 𝑠𝑡 )

Var Neyman (𝑦 𝑠𝑡 )
=  

𝑟−1

𝑟+1
 

2

, 

φπνπ r = n1/n2. 

8.31. Σα απνηειέζκαηα απφ κία απιή ηπραία δεηγκαηνιεςία ρσξίο επαλαηνπνζέηεζε κε n = 1000 κπνξνχλ 

λα ηαμηλνκεζνχλ ζε ηξία ζηξψκαηα, κε 𝑦 ℎ  = 10,2, 12,6 θαη 17,1, 𝑠ℎ
2 =10,82 (ην ίδην θαη γηα ηα ηξία 

ζηξψκαηα) θαη s
2
 = 17,66. Οη εθηηκεηέο ησλ 𝑊ℎ  είλαη νη 𝑤ℎ  =0,5, 0,3 θαη 0,2. Δίλαη γλσζηφ φηη ηα βάξε 

απηά δελ είλαη αθξηβή, αιιά πηζηεχεηαη φηη είλαη ζσζηά κε έλα ζθάικα 5%. Απηφ ζεκαίλεη φηη ζηε 

ρεηξφηεξε πεξίπησζε, ηα πξαγκαηηθά βάξε ζα είλαη είηε 𝑊ℎ  = 0,525, 0,285 θαη 0,190 ή 𝑊ℎ  = 0,475, 

0,285 θαη 0,210. Με βάζε ηα ζηνηρεία απηά, ζα πξνηείλαηε ηε ζηξσκαηνπνηεκέλε δεηγκαηνιεςία 

έλαληη ηεο απιήο ηπραίαο; [Όπνπ απαηηείηαη, ζεσξνχκε φηη 𝑦 ℎ  = 𝑌 ℎ  θαη 𝑠ℎ
2 = 𝑆ℎ

2]. 
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8.32. Σα δεδνκέλα πνπ αθνινπζνχλ πξνέθπςαλ απφ κία ζηξσκαηνπνηεκέλε δεηγκαηνιεςία κε ηέζζεξα 

ζηξψκαηα. Σα 𝑦 ℎ  είλαη νη κέζεο ηηκέο ηνχ ππφ κειέηε ραξαθηεξηζηηθνχ ζε θάζε ζηξψκα. 

΢τρϊμα 𝑵𝒉 𝑾𝒉 𝒚 
𝒉

 𝒔𝒉
𝟐 𝒏𝒉 

1 19.850 0,8032 4,1 34,8 3.000 

2 3.250 0,1315 13,0 92,2 600 

3 1.007 0,0407 25,0 174,2 340 

4 606 0,0245 38,2 320,4 230 

΢φνολα 24.713 0,9999   4.170 

Πίνακας 8.10 Γεδνκέλα γηα ηελ άζθεζε 8.32 

α) Να εθηηκήζεηε ην θέξδνο ζηελ αθξίβεηα πνπ νθείιεηαη ζηε ζηξσκαηνπνίεζε. 

β) Να ζπγθξίλεηε απηφ ην απνηέιεζκα κε ην θέξδνο ζηελ αθξίβεηα ηελ νπνία ζα πεηπραίλακε αλ 

ρξεζηκνπνηνχζακε αλαινγηθφ θαηακεξηζκφ. 

8.33. Έλαο εξεπλεηήο ελδηαθέξεηαη λα εθηηκήζεη ηνλ κέζν αξηζκφ ησλ εθεκεξίδσλ πνπ αγνξάδνπλ νη 

νηθνγέλεηεο ζε κηα θνηλφηεηα 4.000 θαηνίθσλ. Ζ θνηλφηεηα ρσξίζηεθε ζε 400 ζπζηάδεο κε 10 

νηθνγέλεηεο ε θάζε κία. Απφ ηηο ζπζηάδεο απηέο, επηιέμακε ζηελ ηχρε θαη ρσξίο επαλαηνπνζέηεζε 

ηέζζεξεηο ζπζηάδεο θαη πήξακε ηα απνηειέζκαηα πνπ δίλνληαη ζηνλ επφκελν πίλαθα. 

΢υςτάδα Αριθμόσ εφημερίδων που αγόραςε η οικογζνεια 

i 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 

1 1 2 1 3 3 2 1 4 1 1 

2 1 3 2 2 3 1 4 1 1 2 

3 2 1 1 1 1 3 2 1 3 1 

4 1 1 3 2 1 5 1 2 3 1 

Πίνακας 8.11 Γεδνκέλα γηα ηελ άζθεζε 8.33 

Με βάζε ηα ζηνηρεία απηά, λα εθηηκεζεί ν κέζνο αξηζκφο ησλ εθεκεξίδσλ αλά νηθνγέλεηα. 

8.34. Μηα εηαηξεία, ε νπνία δηαζέηεη ππεξεζηαθά απηνθίλεηα ζηνπο ππαιιήινπο ηεο, ζέιεη λα εθηηκήζεη ηνλ 

κέζν αξηζκφ ρηιηνκέηξσλ ηα νπνία έρνπλ δηαλπζεί απφ θάζε απηνθίλεην. Ζ εηαηξεία έρεη 12 

ππνθαηαζηήκαηα θαη ν αξηζκφο ησλ απηνθηλήησλ 𝑁𝑖 , θαζψο θαη νη κέζεο ηηκέο θαη δηαθπκάλζεηο (𝑌 𝑖  θαη 

𝑆𝑖
2) ηνπ αξηζκνχ ησλ δηαλπζέλησλ ρηιηνκέηξσλ ηνλ ηειεπηαίν ρξφλν (ζε ρηιηάδεο ρηιηφκεηξα) ζε θάζε 

ππνθαηάζηεκα, έρνπλ σο εμήο: 

Τποκατάςτημα 𝑵𝒊 𝒀 𝒊 𝑺𝒊
𝟐 

1 6 24,32 5,07 

2 2 27,06 5,53 

3 11 27,6 6,24 

4 7 28,01 6,59 

5 8 27,56 6,21 
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Τποκατάςτημα 𝑵𝒊 𝒀 𝒊 𝑺𝒊
𝟐 

6 14 29,07 6,12 

7 6 32,03 5,97 

8 2 28,41 6,01 

9 2 28,91 5,74 

10 5 25,55 6,78 

11 12 28,58 5,87 

12 6 27,27 5,38 

Πίνακας 8.12 Γεδνκέλα γηα ηελ άζθεζε 8.34 

Δπηιέγνληαο ηπραία ηέζζεξα (4) απφ ηα παξαπάλσ ππνθαηαζηήκαηα θαη παίξλνληαο φια ηα απηνθίλεηα 

ζε απηά, λα εθηηκήζεηε ηνλ κέζν αξηζκφ ησλ δηαλπζέλησλ ρηιηνκέηξσλ, ρξεζηκνπνηψληαο σο εθηηκεηή 

ιφγνπ 𝑌  𝑐𝑙 ,𝑟 . ΢ηε ζπλέρεηα, λα επηιέμεηε έλα ηπραίν δείγκα κεγέζνπο 27 (ηφζνο είλαη ν αλακελφκελνο 

ζπλνιηθφο αξηζκφο ησλ απηνθηλήησλ γηα ηα ηέζζεξα ππνθαηαζηήκαηα πνπ επηιέμακε) θαη λα 

ππνινγίζεηε ηελ απνηειεζκαηηθφηεηα ηεο απιήο ηπραίαο δεηγκαηνιεςίαο σο πξνο απηή ηεο θαηά 
ζπζηάδεο. 

8.35. ΢θνπφο κηαο έξεπλαο είλαη λα εθηηκήζεη ην ζπλνιηθφ κεληαίν εηζφδεκα ησλ νηθνγελεηψλ κηαο πφιεο. 

Δίλαη γλσζηφ φηη ε πφιε απηή απνηειείηαη απφ 415 νηθνδνκηθά ηεηξάγσλα. Θεσξψληαο ηα νηθνδνκηθά 

ηεηξάγσλα σο ζπζηάδεο, επηιέγνπκε ζηελ ηχρε θαη ρσξίο επαλαηνπνζέηεζε 25 ζπζηάδεο. ΢ε θάζε 

ζπζηάδα, δεηνχκε απφ φια ηα ελήιηθα άηνκα λα καο πνπλ: 1νλ) ην ζπλνιηθφ εηζφδεκά ηνπο (ζε 

ρξεκαηηθέο κνλάδεο, ρ.κ.) θαη 2νλ) αλ είλαη ελνηθηαζηέο ή φρη. Σα απνηειέζκαηα ηεο έξεπλαο δίλνληαη 

ζηνλ επφκελν πίλαθα. Δάλ είλαη γλσζηφ φηη ζηελ πφιε απηή ππάξρνπλ 2500 ελήιηθεο, λα εθηηκεζεί α) 

ην κέζν κεληαίν εηζφδεκα, θαζψο θαη β) ην ζπλνιηθφ κεληαίν εηζφδεκα ησλ θαηνίθσλ θαη γ) ην 

πνζνζηφ ησλ ελνηθηαζηψλ. 

΢υςτάδα 
i 

Αριθμόσ 
Ενηλίκων 

𝑵𝒊 

Ολικό 
Ειςόδημα 

𝒚𝒊 

Αριθμόσ 
Ενοικιαςτϊν 

𝑴𝒊 

1 8 96.000 4 

2 12 121.000 7 

3 4 42.000 1 

4 5 65.000 3 

5 6 52.000 3 

6 6 40.000 4 

7 7 75.000 4 

8 5 65.000 2 

9 8 45.000 3 

10 3 50.000 2 

11 2 85.000 1 
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΢υςτάδα 
i 

Αριθμόσ 
Ενηλίκων 

𝑵𝒊 

Ολικό 
Ειςόδημα 

𝒚𝒊 

Αριθμόσ 
Ενοικιαςτϊν 

𝑴𝒊 

12 6 43.000 3 

13 5 54.000 2 

14 10 49.000 5 

15 9 53.000 4 

16 3 50.000 1 

17 6 32.000 4 

18 5 22.000 2 

19 5 45.000 3 

20 4 37.000 1 

21 6 51.000 3 

22 8 30.000 3 

23 7 39.000 4 

24 3 47.000 0 

25 8 41.000 3 

΢φνολο 151 1.329.000 72 

Πίνακας 8.13 Γεδνκέλα γηα ηελ άζθεζε 8.35 

8.36. Έλαο βηνηέρλεο παηδηθψλ ελδπκάησλ ζέιεη λα εθηηκήζεη ηελ αμία ησλ εκπνξεπκάησλ πνπ βξίζθνληαη 

ζηελ απνζήθε ηνπ. Ζ απνζήθε ηνπ έρεη 48 ξάθηα. Απφ ηα ξάθηα απηά, εθιέγεη ζηελ ηχρε θαη ρσξίο 

επαλαηνπνζέηεζε, 10 ξάθηα θαη κεηξάεη ην πιήζνο ησλ ελδπκάησλ (𝑁𝑖) θαη ηε ζπλνιηθή ηνπο αμία (𝑦
𝑖
) 

ζε ρηιηάδεο επξψ. Με βάζε ηα απνηειέζκαηα ζηνλ παξαθάησ πίλαθα, λα εθηηκεζεί ε ζπλνιηθή αμία 

ησλ εκπνξεπκάησλ ηνπ βηνηέρλε. 

Ράφι 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 

𝑵𝒊 
42 27 38 63 72 12 24 14 32 41 

𝒚𝒊 
83 62 45 112 96 58 75 58 67 80 

Πίνακας 8.14 Γεδνκέλα γηα ηελ άζθεζε 8.36 
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Παξάξηεκα Η - ΔΗ΢ΑΓΧΓΖ ΢ΣΖΝ R 

Ζ R είλαη κηα νινθιεξσκέλε ζνπίηα γηα δηαρείξηζε δεδνκέλσλ, ζηαηηζηηθνχο ππνινγηζκνχο θαη δεκηνπξγία 

γξαθεκάησλ. Απνηειεί κέξνο ηνπ GNU project θαη είλαη παξφκνηα ηεο ζνπίηαο S, ε νπνία έρεη αλαπηπρζεί 

ζηα Bell Laboratories (πξψελ AT&T, λπλ Lucent Technologies) απφ ηνπο J. Chambers θαη ζπλεξγάηεο. Ζ 

ζνπίηα R πεξηιακβάλεη ηε γιψζζα πξνγξακκαηηζκνχ R θαη ην ζρεηηθφ γξαθηθφ πεξηβάιινλ θαη ζεσξείηαη κηα 

ελαιιαθηηθή πινπνίεζε ηεο S. Οη πεξηζζφηεξεο ξνπηίλεο ηεο S είλαη εθηειέζηκεο θαη ζηελ R, παξά ηηο 

αξθεηέο δηαθνξέο κεηαμχ ησλ δχν. 

Ζ R είλαη κηα εθαξκνγή Αλνηθηνχ Κψδηθα (Open Source), δηαζέζηκε σο Διεχζεξν Λνγηζκηθφ (Free 

Software), δίρσο θφζηνο δηθαησκάησλ θηήζεο ή ρξήζεο θαη δηέπεηαη απφ ηνπο φξνπο ηνπ Free Software 

Foundation GNU General Public License. Δίλαη εθηειέζηκε ζε έλα κεγάιν εχξνο απφ UNIX πιαηθφξκεο θαη 

παξφκνηα ζπζηήκαηα (φπσο FreeBSD θαη Linux), ζε Windows, αιιά θαη ζε Mac OS. 

Ζ R πεξηιακβάλεη: 

 απνηειεζκαηηθφ ζχζηεκα δηαρείξηζεο θαη απνζήθεπζεο δεδνκέλσλ, 

 πιήξεο ζχλνιν ιεηηνπξγηψλ γηα ππνινγηζκνχο κε πνιπδηάζηαηα δεδνκέλα (array, matrix, 

vector), 

 δηεπξπκέλν θαη ζπλεθηηθφ ζχλνιν ελδηάκεζσλ εξγαιείσλ γηα αλάιπζε δεδνκέλσλ, 

 ιεηηνπξγίεο γξαθηθψλ γηα on-screen εκθάληζε, απνζήθεπζε ή εθηχπσζε θαη 

 θαιψο νξηζκέλε, απιή θαη απνηειεζκαηηθή γιψζζα πξνγξακκαηηζκνχ γηα user-defined functions. 

Ζ R είλαη ζρεδηαζκέλε ζηε βάζε κηαο γιψζζαο πξνγξακκαηηζκνχ, γεγνλφο πνπ δίλεη κεγάιε επεθηαζηκφηεηα, 

θαζψο επηηξέπεη ζηνπο ρξήζηεο λα πξνζζέζνπλ επηπιένλ ιεηηνπξγηθφηεηα κε ηε δεκηνπξγία λέσλ, ζχγρξνλσλ 

εξγαιείσλ (packages). Μεγάιν κέξνο ηνπ ίδηνπ ηνπ ζπζηήκαηνο είλαη δνκεκέλν πάλσ ζηε γιψζζα R 

("δηάιεθην" ηεο S), γεγνλφο πνπ δηεπθνιχλεη ηνπο ρξήζηεο ζηελ θαηαλφεζε θαη ηελ επέθηαζή ηεο. Δπηπιένλ, 

γηα εξγαζίεο κε κεγάιεο ππνινγηζηηθέο απαηηήζεηο, κπνξνχλ λα ρξεζηκνπνηεζνχλ άιιεο γιψζζεο, φπσο C, 

C++ θαη Fortran, γηα ηε βειηίσζε ησλ επηδφζεψλ ηεο. Σέινο, νη ρξήζηεο κπνξνχλ λα γξάςνπλ θψδηθα ζηε C 

θαη λα ρεηξίδνληαη αληηθείκελα R απεπζείαο. 

Δθδόζεηο R 

Οη ιεηηνπξγηθέο εθδφζεηο ηεο R, ε νπνία ππνζηεξίδεηαη απφ κηα νκάδα πξνγξακκαηηζηψλ αλά ηνλ θφζκν, 

αξηζκνχλ θάπνηεο δεθάδεο, ιφγσ ηνπ φηη ζπλεζίδεηαη ε επίζεκε έθδνζε ηεο R λα αλαλεψλεηαη δχν θνξέο ην 

ρξφλν (Απξίιην θαη Οθηψβξην - ηξέρνπζα έθδνζε 3.2.2, 2015-08-14, Fire Safety). Χζηφζν, ε R δελ έρεη 

αιιάμεη δξακαηηθά ηα ηειεπηαία ρξφληα, δεδνκέλνπ φηη κηα λέα έθδνζε πεξηιακβάλεη κηθξέο δηνξζψζεηο 

ζθαικάησλ (bugs), θαζψο θαη κεξηθέο βειηηψζεηο θαη ελδερφκελα θάπνηεο πξνζζήθεο λέσλ ιεηηνπξγηψλ. 

Έρνπλ γίλεη θαη νξηζκέλεο αιιαγέο ζηε γιψζζα πξνγξακκαηηζκνχ, αιιά νη πεξηζζφηεξεο απφ απηέο είλαη ζε 

ιεηηνπξγίεο πνπ δελ επεξεάδνπλ ηνλ κέζν ρξήζηε. Πξνθαλψο, δελ είλαη αλάγθε θάπνηνο λα ρξεζηκνπνηεί ηελ 

έθδνζε ηεο R ε νπνία ρξεζηκνπνηήζεθε θαηά ηε ζπγγξαθή ηνπ ζπγθεθξηκέλνπ βηβιίνπ, θαζψο ηα 

απνηειέζκαηα πνπ παξάγνληαη απφ δηαθνξεηηθέο εθδφζεηο ζα πξέπεη λα είλαη, αλ φρη ηαπηφζεκα, πάξα πνιχ 

παξφκνηα. 

Λήςε θαη Δγθαηάζηαζε ηεο R 

Ζ R είλαη δπλαηφλ λα εγθαηαζηαζεί ζε φιεο ηηο (θχξηεο) πιαηθφξκεο ειεθηξνληθψλ ππνινγηζηψλ. Γηα ηνπο 

ρξήζηεο ιεηηνπξγηθνχ ζπζηήκαηνο Mac ή Windows, ε ιήςε θαη εγθαηάζηαζε ηεο R είλαη κηα απινπνηεκέλε, 

ηππηθή δηαδηθαζία εγθαηάζηαζεο ινγηζκηθνχ. Γηα ηνπο ρξήζηεο Linux/Unix, είλαη απαξαίηεηα ηα δηθαηψκαηα 

sudo (ή ν root θσδηθφο) θαη ζπληζηάηαη ε ρξήζε ζπζηεκάησλ port management, φπσο ην Yum, γηα ηελ 

απινπνίεζε ησλ δηαδηθαζηψλ εγθαηάζηαζεο θαη αλαβάζκηζεο. 
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Ζ ιήςε ησλ απαξαίηεησλ αξρείσλ, ζε θάζε πεξίπησζε, γίλεηαη κέζσ ηεο ηζηνζειίδαο, http://www.r-

project.org, απφ ην ζχλδεζκν "CRAN" (θάησ απφ ην "Download"). Ο ζχλδεζκνο "CRAN" νδεγεί ζε κηα 

ιίζηα ηζηoηφπσλ, ηαμηλνκεκέλνπο θαηά ρψξα, απφ ηνπο νπνίνπο επηιέγεηαη ν πιεζηέζηεξνο γεσγξαθηθά γηα 

ηελ ηαρχηεξε ιήςε. ΢ηε λέα ζειίδα πνπ αλνίγεη, κπνξεί θαλείο λα επηιέμεη γηα ιήςε εθηειέζηκν αξρείν πνπ 

αληηζηνηρεί ζην ιεηηνπξγηθφ ζχζηεκα πνπ ηνλ ελδηαθέξεη. Όηαλ ην αξρείν απνζεθεπηεί ηνπηθά, απιή 

εθηέιεζή ηνπ ζα αλνίμεη έλαλ νδεγφ εγθαηάζηαζεο, ν νπνίνο ζα θαζνδεγήζεη ηνλ ρξήζηε ζηελ νινθιήξσζε 

ηεο εγθαηάζηαζεο. 

Τπάξρνπλ νξηζκέλεο ιεπηνκέξεηεο πνπ πξέπεη λα ιάβεη θαλείο ππφςε, αλάινγα κε ην ιεηηνπξγηθφ ζχζηεκα, 

γηα παξάδεηγκα πξνβιήκαηα δηθαησκάησλ ζε Windows Vista θαη XP, ή αθφκα ζπκβαηφηεηα λέσλ εθδφζεσλ 

R κε παιαηφηεξεο εθδφζεηο Mac OS. Πηζαλέο απαληήζεηο ζε ηέηνηα πξνβιήκαηα βξίζθνληαη αλαξηεκέλεο ζηε 

δηεχζπλζε https://cran.r-project.org/faqs.html 

Δηζαγσγή Γεδνκέλσλ ζηελ R κε πιεθηξνιόγεζε 

΢ηελ πεξίπησζε κηθξψλ ζε κέγεζνο ζπλφισλ δεδνκέλσλ, ε πιεθηξνιφγεζή ηνπο κπνξεί λα γίλεη θαηεπζείαλ 

θαη κάιηζηα ε R παξέρεη πεξηζζφηεξνπο απφ έλαλ ηξφπνπο γηα λα επηηεπρζεί θάηη ηέηνην. 

Δηζαγσγή Γεδνκέλσλ κε εληνιέο R 

H εληνιή c ρξεζηκνπνηείηαη θαηά θφξνλ γηα ηε δεκηνπξγία δηαλπζκάησλ (vector), 

 

> age <- c(25, 27, 26, 29, 31) 

 

Δλαιιαθηηθά, κπνξεί λα ρξεζηκνπνηεζεί ε εληνιή scan, 

 

> salary <- scan() 

1: 18700000 14626720 14137500 13980000 12916666 

6: 

 

΢πλεζίδεηαη ηα δηαλχζκαηα ελφο data set λα εληάζζνληαη ζε έλα data frame, 

 

> top.salaries <- data.frame(age, salary) 

> top.salaries 

  age   salary 

1  25 18700000 

2  27 14626720 

3  26 14137500 

4  29 13980000 

5  31 12916666 

Δηζαγσγή Γεδνκέλσλ κε ην Edit GUI 

Ζ εηζαγσγή δεδνκέλσλ ζε δηαλχζκαηα δελ είλαη θαη ηφζν εχρξεζηε φηαλ απηά πξνέξρνληαη απφ ην 

πξσηνγελέο πιηθφ. Ζ R, κέζσ ελφο επεμεξγαζηή (data editor), δίλεη ηε δπλαηφηεηα εηζαγσγήο (θαη θπξίσο 

επεμεξγαζίαο) δεδνκέλσλ πνιιψλ κεηαβιεηψλ. Με ηελ εληνιή edit, ν data editor αλνίγεη γηα εηζαγσγή 

http://www.r-project.org/
http://www.r-project.org/
https://cran.r-project.org/faqs.html
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(ή/θαη επεμεξγαζία) δεδνκέλσλ. Γηα παξάδεηγκα, γηα λα εηζαγάγεη θαλείο δεδνκέλα, κπνξεί λα 

ρξεζηκνπνηήζεη ηελ εληνιή: 

 

> new.dt <- edit(data.frame()) 

 

ή γηα λα επεμεξγαζηεί θαλείο ην top.salaries data frame: 

 

> top.salaries <- edit(top.salaries) 

 

Να ζεκεησζεί φηη ζα πξέπεη λα γίλεη εθρψξεζε ησλ απνηειεζκάησλ (output) ηεο εληνιήο edit ζε έλα 

αληηθείκελν, δηαθνξεηηθά, ε φπνηα επεμεξγαζία γίλεη ζα ραζεί. Γηα ηελ απνθπγή απσιεηψλ επεμεξγαζίαο, 

ζπζηήλεηαη ε ρξήζε ηεο εληνιήο fix, ε νπνία απνζεθεχεη ηηο φπνηεο επεμεξγαζίεο ζην ίδην αληηθείκελν δίρσο 

ηελ αλάγθε εθρψξεζεο: 

 

> fix(top.salaries) 

 

Έλαο ελαιιαθηηθφο ηξφπνο ρξήζεο ηεο εληνιήο fix γηα ηα Microsoft Windows γίλεηαη κέζσ ηεο 

παξαζπξηαθήο επηινγήο "Data Editor..." απφ ην βαζηθφ κελνχ "Edit". Μεηαμχ ιεηηνπξγηθψλ ζπζηεκάησλ, 

ππάξρνπλ κηθξέο δηαθνξνπνηήζεηο ζηελ εκθάληζε θαη ζηηο ιεηηνπξγίεο ηνπ data editor, ν νπνίνο, γεληθά, δελ 

ζπληζηάηαη γηα εξγαζίεο κε πνιιά δεδνκέλα. 

Δηζαγσγή Γεδνκέλσλ από Δμσηεξηθά Αξρεία 

Έλα απφ ηα πιενλεθηήκαηα ηεο R είλαη ε επθνιία κε ηελ νπνία εηζάγνληαη δεδνκέλα απφ δηαθνξεηηθά 

πξνγξάκκαηα. Ζ R κπνξεί λα πξνζπειάζεη δεδνκέλα απφ αξρεία θεηκέλνπ (text), απφ άιια ζηαηηζηηθά 

πξνγξάκκαηα, αθφκα θαη απφ ππνινγηζηηθά θχιια (spreadsheets). Γελ ρξεηάδεηαη θαλ έλα αληίγξαθν ηνπ 

αξρείνπ ηνπηθά, απιά κπνξεί θαλείο λα θαζνξίζεη έλα αξρείν ζε κηα URL δηεχζπλζε, θαη ε R ζα πξνζπειάζεη 

ην αξρείν δηαδηθηπαθά. 

Text Files 

Σα πεξηζζφηεξα text αξρεία δεδνκέλσλ έρνπλ παξφκνηα κνξθνπνίεζε, φπνπ θάζε γξακκή αληηζηνηρεί ζε κία 

παξαηήξεζε (εγγξαθή) θαη έλα ζχλνιν ζηειψλ πνπ αληηζηνηρνχλ ζηηο κεηαβιεηέο. Οη γξακκέο δηαθξίλνληαη 

κε ην ραξαθηήξα "Enter", ελψ νη ζηήιεο κπνξνχλ λα δηαθξίλνληαη απφ δηάθνξνπο ραξαθηήξεο (delimiter), 

φπσο ην δηάζηεκα, ν ραξαθηήξαο "tab", ην θφκκα, ε ηειεία, θηι. θαη ραξαθηεξίδνληαη αληηζηνίρσο (space-

delimited, tab-delimited, comma-delimited, dot-delimited, θηι.). Δλίνηε, νη ζηήιεο δηαθξίλνληαη απφ ηε ζέζε 

ηνπο ζε θάζε γξακκή (fixed-width). 

Delimited files 

Ζ R πεξηιακβάλεη κηα νηθνγέλεηα εληνιψλ γηα ηελ εηζαγσγή delimited text αξρείσλ, βάζεη ηεο εληνιήο 

read.table. Ζ πιήξεο ζχληαμε κε ην ζχλνιν ησλ νξηζκάησλ ηεο εληνιήο δίλεηαη παξαθάησ. Χζηφζν, γηα 

ηελ εθαξκνγή ηεο, αξθνχλ ζπλήζσο 2 - 3 νξίζκαηα, θπξίσο ην φξηζκα sep, κε ην νπνίν θαζνξίδεηαη ν 

νξηνζέηεο ησλ ηηκψλ ηνπ αξρείνπ (separator / delimiter), θαη ην header, κε ην νπνίν θαζνξίδεηαη αλ ην 

αξρείν πεξηέρεη νλφκαηα κεηαβιεηψλ (header). Μηα πιήξεο πεξηγξαθή ησλ δηαζέζηκσλ νξηζκάησλ γηα ηε 

read.table είλαη δηαζέζηκε ζην βνεζεηηθφ αξρείν (documentation) ηεο εληνιήο, πιεθηξνινγψληαο 

help(read.table) ή ?read.table ζηελ R. 
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read.table(file, header = FALSE, sep = "", quote = "\"'", 

           dec = ".", numerals = c("allow.loss", "warn.loss", 

"no.loss"), 

           row.names, col.names, as.is = !stringsAsFactors, 

           na.strings = "NA", colClasses = NA, nrows = -1, 

           skip = 0, check.names = TRUE, fill = !blank.lines.skip, 

           strip.white = FALSE, blank.lines.skip = TRUE, 

           comment.char = "#", 

           allowEscapes = FALSE, flush = FALSE, 

           stringsAsFactors = default.stringsAsFactors(), 

           fileEncoding = "", encoding = "unknown", text, skipNul = 

FALSE) 

 

Γηα παξάδεηγκα, 

 

data <- read.table(file = "C:/Users/Laptop/prices.txt", 

sep = "\t", header = TRUE) 

data <- read.table("C:/Users/Laptop/prices.txt", TRUE, "\t") 

 

Οη δχν πξνεγνχκελεο εληνιέο έρνπλ αθξηβψο ην ίδην απνηέιεζκα: δηαβάδνπλ, δειαδή, ην text αξρείν prices.txt 

θαη ην εθρσξνχλ ζην data.frame data. ΢ηελ πξψηε πεξίπησζε, ρξεζηκνπνηνχληαη ηα νλφκαηα ησλ 

νξηζκάησλ (ζε απζαίξεηε ζεηξά), ελψ ζηε δεχηεξε, παξαιείπνληαη, δηαηεξείηαη φκσο ε ζεηξά κε ηελ νπνία 

εκθαλίδνληαη ζηελ πιήξε ζχληαμε ηεο εληνιήο. Με ην φξηζκα file (ή ην πξψην ζηε ζεηξά φξηζκα) 

θαζνξίδεηαη ε αθξηβήο δηεχζπλζε ηνπ αξρείνπ ησλ δεδνκέλσλ ζηνλ ειεθηξνληθφ ππνινγηζηή, ή αθφκα θαη 

δηαδηθηπαθά. Ζ δηεχζπλζε πξέπεη λα βξίζθεηαη κέζα ζε εηζαγσγηθά, "…", θαη γηα ηε ζχληαμή ηεο λα 

ρξεζηκνπνηνχληαη θάζεηεο (slash, "/") ή δηπιέο αληίζηξνθεο θάζεηεο (backslash "\\"). Δίλαη δπλαηφλ λα 

ρξεζηκνπνηεζνχλ φια ζρεδφλ ηα είδε text επεθηάζεσλ (π.ρ. .txt, .dat, .asc, θηι.) σο input αξρείν ζηελ R, φπνπ 

θάζε γξακκή ηνπ αξρείνπ ζεσξείηαη σο κηα παξαηήξεζε θαη θάζε ζηήιε κηα κεηαβιεηή. Ζ εληνιή 

read.table είλαη πνιπ-ιεηηνπξγηθή θαη κπνξεί λα δηαβάζεη δεδνκέλα απφ αξρεία κε πνιιά δηαθνξεηηθά 

ραξαθηεξηζηηθά. 

΢πλεζέζηεξα, σζηφζν, ηα δεδνκέλα βξίζθνληαη ζε αξρεία ινγηζηηθψλ θχιισλ (.xls, .xlsx αξρεία). ΢ε απηή ηελ 

πεξίπησζε, κπνξεί θαλείο λα εμαγάγεη ηα δεδνκέλα ζε κνξθή .txt αξρείνπ θαη λα ηα εηζαγάγεη ζηελ R κε ηελ 

εληνιή read.table ή, πξνηηκφηεξα, ζε κνξθή .csv αξρείνπ κε ηε ρξήζε ηεο εληνιήο read.csv, 

θαηάιιειεο γηα comma-separated αξρεία. ΢ε απηή ηελ θαηεγνξία ππάξρεη θαη ε εληνιή read.delim γηα 

tab-delimited αξρεία. Καη ζηηο δχν πεξηπηψζεηο, δελ ρξεηάδεηαη λα θαζνξηζηεί ην ζρεηηθφ φξηζκα sep. 

(Δμαηξψληαο φζνπο ρξεζηκνπνηνχλ ην θφκκα σο decimal point, νη εληνιέο read.csv2 θαη read.delim2 

κπνξνχλ εμίζνπ λα ρξεζηκνπνηεζνχλ). 

Fixed-width files 

Γηα λα πξνζπειαζηνχλ fixed-width text αξρεία, κπνξεί θάπνηνο λα ρξεζηκνπνηήζεη ηελ εληνιή read.fwf: 

 

read.fwf(file, widths, header = FALSE, sep = "\t", 

         skip = 0, row.names, col.names, n = -1, 

         buffersize = 2000, ...) 
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Μηα πεξηεθηηθή πεξηγξαθή ησλ νξηζκάησλ θαη απηήο ηεο εληνιήο ππάξρεη ζην βνεζεηηθφ αξρείν 

(documentation) ηεο εληνιήο, θαη εκθαλίδεηαη φηαλ θαλείο πιεθηξνινγήζεη help(read.fwf) ή 

?read.fwf. 

Δλαιιαθηηθέο Δληνιέο γηα Δηζαγσγή Γεδνκέλσλ 

Δλαιιαθηηθά ηεο εληνιήο read.table, δηαηίζεληαη νη εληνιέο readLines, ε νπνία δεκηνπξγεί 

δηάλπζκα ραξαθηήξσλ (mode character) θαη ε εληνιή scan, ε νπνία πέξα απφ ηε ιεηηνπξγία 

εηζαγσγήο δεδνκέλσλ κε πιεθηξνιφγεζε, επηηξέπεη λα αλαγλσζζεί ην πεξηερφκελν αξρείνπ ζηελ R. 

 

readLines(con = stdin(), n = -1L, ok = TRUE, warn = TRUE, 

          encoding = "unknown", skipNul = FALSE) 

 

scan(file = "", what = double(), nmax = -1, n = -1, sep = "", 

     quote = if(identical(sep, "\n")) "" else "'\"", dec = ".", 

     skip = 0, nlines = 0, na.strings = "NA", 

     flush = FALSE, fill = FALSE, strip.white = FALSE, 

     quiet = FALSE, blank.lines.skip = TRUE, multi.line = TRUE, 

     comment.char = "", allowEscapes = FALSE, 

     fileEncoding = "", encoding = "unknown", text, skipNul = FALSE) 

 

Πεξηζζφηεξεο πιεξνθνξίεο, ζην documentation ηεο θάζε εληνιήο. 

Άιια Πξνγξάκκαηα 

Παξ' φηη ζρεδφλ φια ηα πξνγξάκκαηα κπνξνχλ λα εμάγνπλ δεδνκέλα ζε text αξρεία, ε δηαδηθαζία είλαη ζπρλά 

πεξηηηή, δεδνκέλνπ φηη ε R κπνξεί λα δηαβάζεη αξρεία δηαθνξεηηθψλ πξνγξακκάησλ (π.ρ. Minitab, Stata, 

SPSS), κέζσ ηνπ παθέηνπ foreign. Μηα ιίζηα εληνιψλ γηα αλάγλσζε (θαη εγγξαθή) αξρείσλ δηαθνξεηηθψλ 

πξνγξακκάησλ δίλεηαη ζηνλ πίλαθα πνπ αθνινπζεί. 

 

File format Reading Writing 

ARFF read.arff write.arff 

DBF read.dbf write.dbf 

Stata read.dta write.dta 

Epi Info read.epiinfo  

Minitab read.mtp  

Octave read.octave  

S3 binary files, data.dump files read.S  

SPSS read.spss  

SAS Permanent Dataset read.ssd  

Systat read.sys stat  

SAS XPORT File read.xport  
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Eθηφο απφ ην foreign, ππάξρνπλ θαη άιια παθέηα ηεο R πνπ έρνπλ σο ζηφρν είηε ηελ απινχζηεπζε ηεο 

δηαδηθαζίαο εηζαγσγήο, είηε ηελ εηζαγσγή/εμαγσγή δεδνκέλσλ ζηελ/απφ ηελ R, απφ/ζε πεξηζζφηεξν 

εμεηδηθεπκέλα πξνγξάκκαηα (π.ρ. ην R.matlab παθέην γηα εηζαγσγή θαη απνζήθεπζε αξρείσλ ζε κνξθή 

Matlab). 

Βαζηθέο Πξάμεηο ζηελ R 

Απιέο πξάμεηο, φπσο ε πξφζζεζε θαη ν πνιιαπιαζηαζκφο, θαζψο θαη άιιεο βαζηθέο αξηζκεηηθέο πξάμεηο, 

εθηεινχληαη κε ηε ρξήζε αξηζκεηηθψλ ηειεζηψλ. Έηζη, κε ηνπο ηππηθνχο ηειεζηέο +, -, *, /, ^ 

επηηπγράλνληαη ε πξφζζεζε, ε αθαίξεζε, ν πνιιαπιαζηαζκφο, ε δηαίξεζε θαη ε χςσζε ζε δχλακε, 

αληίζηνηρα. Σν ζχκβνιν %/% ρξεζηκνπνηείηαη γηα ηελ αθέξαηα δηαίξεζε, θαη ην ζχκβνιν %% γηα ην ππφινηπν 

ηεο αθέξαηεο δηαίξεζεο. Οη βαζηθέο πξάμεηο έρνπλ αξηζκεηηθφ απνηέιεζκα. Ζ R ρξεζηκνπνηεί ηνλ ηππηθφ 

θαλφλα ζεηξάο ησλ πξάμεσλ BODMAS. 

Γηα ινγηθέο πξάμεηο ρξεζηκνπνηνχληαη νη ινγηθνί ηειεζηέο <, <=, >, => γηα αληζφηεηεο θαη αληζντζφηεηεο, θαη 

νη ηειεζηέο ==, != γηα ηζφηεηα θαη άξλεζε ηζφηεηαο, αληίζηνηρα. Δπηπιένλ, ην ζχκβνιν & ρξεζηκνπνηείηαη 

γηα ηελ ηνκή, ην | γηα ηελ έλσζε θαη ην! γηα ηελ άξλεζε. Οη ινγηθέο πξάμεηο έρνπλ απνηέιεζκα TRUE ή 

FALSE, πνπ αληηζηνηρνχλ ζηηο αξηζκεηηθέο ηηκέο 1 θαη 0. 

Δπηπξφζζεηα, ζηελ R είλαη δηαζέζηκε κηα ζεηξά απφ βαζηθέο καζεκαηηθέο ζπλαξηήζεηο, φπσο abs, sign, 

log, sqrt, exp, sin, cos, tan κε ηηο αληίζηνηρεο πξνθαλείο εξκελείεο. Οη καζεκαηηθέο 

ζηαζεξέο, επίζεο, pi, e θαη i είλαη δηαζέζηκεο κέζσ ησλ εληνιψλ pi, exp(1) θαη 1i, ελψ ππάξρνπλ θαη 

νη εηδηθέο ηηκέο NA γηα ηηο ειιείπνπζεο ηηκέο (not available), Inf γηα ην άπεηξν (infinity), θαη NaN γηα ηηο 

απξνζδηνξηζηίεο (not a number). Σέινο, ην ζχκβνιν # είλαη ρξήζηκν γηα ζρνιηαζκφ, θαζψο ε R δελ 

αλαγλσξίδεη νηηδήπνηε έπεηαη απηνχ. 

Γνκέο Γεδνκέλσλ 

΢ηελ R ππάξρνπλ πέληε δνκέο δεδνκέλσλ (ή αληηθείκελα δεδνκέλσλ): ην δηάλπζκα (vector), ν πίλαθαο 

(matrix), ν πνιπεπίπεδνο πίλαθαο (array), ε ιίζηα (list) θαη ε νξζνγψληα ιίζηα δεδνκέλσλ (data 

frame). 

 

vector 

Σν vector είλαη κηα δηαηεηαγκέλε ζπιινγή ζηνηρείσλ ηδίνπ ηχπνπ (mode numeric, character, logical) θαη 

απνηειεί θχξην ζηνηρείν γηα ηελ R. Σα ζηνηρεία ελφο vector κπνξνχλ λα έρνπλ φλνκα. Κάζε αξηζκφο πνπ 

εηζάγεηαη ζηελ R console ζεσξείηαη δηάλπζκα. ΢πλεζίδεηαη λα ζρεκαηίδνληαη vector κε ηελ εληνιή 

c(...) (ην c πξνέξρεηαη απφ ην “combine”): 

 

> x <- c(0, 1, 1, 2, 3, 5, 8, 13, 21, 34, 55, 89) 

> x 

 [1]  0  1  1  2  3  5  8 13 21 34 55 89 

 

> names(x) <- c("no.1", "no.2", "no.3", "no.4", "no.5", "no.6", 

"no.7", "no.8", "no.9", "no.10", "no.11", "no.12") 

 

> x 

 no.1  no.2  no.3  no.4  no.5  no.6  no.7  no.8  no.9 no.10 no.11 

no.12  
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    0     1     1     2     3     5     8    13    21    34    55    

89 

 

Αλαθνξά ζε ζηνηρείν (ή ζηνηρεία) ελφο vector γίλεηαη ρξεζηκνπνηψληαο ηα ζχκβνια αξηζηεξήο θαη δεμηάο 

αγθχιεο "[ ]" θαη ηε ζέζε ηνπ ζηνηρείνπ ζην δηάλπζκα (ή ην φλνκά ηνπ, εάλ έρεη, ζε εηζαγσγηθά ""): 

 

> x[8] 

no.8  

  13 

 

> x["no.3"] 

no.3  

   1 

 

> smpl <- c(1, 4, 5, 7, 12) 

> x[smpl] 

 no.1  no.4  no.5  no.7 no.12  

    0     2     3     8    89 

 

> x[-c(2, 5)] 

 no.1  no.3  no.4  no.6  no.7  no.8  no.9 no.10 no.11 no.12  

    0     1     2     5     8    13    21    34    55    89 

 

matrix 

Έλα matrix γηα ηελ R είλαη απιά έλα vector δχν δηαζηάζεσλ. Δίλαη, δειαδή, κηα ηαμηλνκεκέλε, ζε δχν 

δηαζηάζεηο (γξακκέο / ζηήιεο), ζπιινγή ζηνηρείσλ ηδίνπ ηχπνπ. Γηα ηνλ ζρεκαηηζκφ matrix, 

ρξεζηκνπνηείηαη θπξίσο ε εληνιή matrix(...). 

 

> m <- matrix(x, nrow = 3, ncol = 4) 

> m 

     [,1] [,2] [,3] [,4] 

[1,]    0    2    8   34 

[2,]    1    3   13   55 

[3,]    1    5   21   89 

 

Οη γξακκέο θαη νη ζηήιεο ελφο πίλαθα κπνξνχλ εμίζνπ λα έρνπλ νλφκαηα, ρξεζηκνπνηψληαο ηελ εληνιή 

dimnames, είηε σο φξηζκα ηεο εληνιήο matrix, είηε σο μερσξηζηή εληνιή: 

 

> dimnames(m) <- list(c("row.1", "row.2", "row.3"), c("col.1", 

"col.2", "col.3", "col.4")) 

> m 

      col.1 col.2 col.3 col.4 

row.1     0     2     8    34 

row.2     1     3    13    55 

row.3     1     5    21    89 
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Αλαθνξά ζε ζηνηρείν (ή ζηνηρεία) ελφο matrix, φπσο θαη παξαπάλσ, γίλεηαη κε ρξήζε ησλ αγθπιψλ [ , ] 

θαη ηεο ζέζεο ηνπ ζηνηρείνπ (γξακκή θαη ζηήιε, δηαρσξηζκέλεο κε θφκκα). 

 

> m[2,3] 

[1] 13 

 

> m[2:3, 3:4] 

      col.3 col.4 

row.2    13    55 

row.3    21    89 

 

> m[, 2] 

row.1 row.2 row.3  

    2     3     5 

 

> m[, 2, drop = FALSE] 

      col.2 

row.1     2 

row.2     3 

row.3     5  

 

> m["row.3",] 

col.1 col.2 col.3 col.4  

    1     5    21    89 

 

array 

Έλα array είλαη έλα πνιπδηάζηαην δηάλπζκα. Πξφθεηηαη γηα κηα γελίθεπζε ηνπ matrix θαη θέξεη ηηο ίδηεο 

ηδηφηεηεο. Γηα ηνλ ζρεκαηηζκφ array ρξεζηκνπνηείηαη θπξίσο ε εληνιή array(...). 

 

> a <- array(x, dim = c(2, 3, 2)) 

> a 

, , 1 

 

     [,1] [,2] [,3] 

[1,]    0    1    3 

[2,]    1    2    5 

 

, , 2 

 

     [,1] [,2] [,3] 

[1,]    8   21   55 

[2,]   13   34   89 
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Αλαθνξά ζε ζηνηρείν (ή ζηνηρεία) ελφο array γίλεηαη αλαιφγσο, 

 

> a[1, 3, 2] 

[1] 55 

 

> a[1, 2:3, 1:2] 

     [,1] [,2] 

[1,]    1   21 

[2,]    3   55 

 

list 

Γηα πεξηζζφηεξν ζχλζεηεο δνκέο δεδνκέλσλ, ε R ρξεζηκνπνηεί ην αληηθείκελν list. Έλα list ζηελ R 

κπνξεί λα πεξηέρεη κηα εηεξνγελή ζπιινγή αληηθεηκέλσλ, φπσο vector, matrix, αθφκα θαη άιιν list. 

Όπσο θαη γηα ην  vector, θάζε ζηνηρείν ηνπ list κπνξεί λα έρεη φλνκα. Γηα ηνλ ζρεκαηηζκφ list 

ρξεζηκνπνηείηαη ε εληνιή list(...). 

 

> l <- list(vec = x, mat = m, array = a, "fibonacci") 

> l 

$vec 

 no.1  no.2  no.3  no.4  no.5  no.6  no.7  no.8  no.9 no.10 no.11 

no.12  

    0     1     1     2     3     5     8    13    21    34    55    

89  

 

$mat 

      col.1 col.2 col.3 col.4 

row.1     0     2     8    34 

row.2     1     3    13    55 

row.3     1     5    21    89 

 

$array 

, , 1 

 

     [,1] [,2] [,3] 

[1,]    0    1    3 

[2,]    1    2    5 

 

, , 2 

 

     [,1] [,2] [,3] 

[1,]    8   21   55 

[2,]   13   34   89 

 

 

[[4]] 
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[1] "fibonacci" 

 

Αλαθνξά ζε ζηνηρείν (ή ζηνηρεία) ελφο list κπνξεί λα γίλεη κε πεξηζζφηεξνπο απφ έλαλ ηξφπνπο. Αξρηθά, 

κε ρξήζε (κνλψλ) αγθπιψλ [ ] θαη ηε ζέζε ηνπ ζηνηρείνπ (ή ην φλνκά ηνπ, εάλ ππάξρεη, ζε εηζαγσγηθά " 

"), νπφηε θαη αλαθηάηαη κηα ππφ-ιίζηα (αληηθείκελν list): 

 

> l[1] 

$vec 

 no.1  no.2  no.3  no.4  no.5  no.6  no.7  no.8  no.9 no.10 no.11 

no.12  

    0     1     1     2     3     5     8    13    21    34    55    

89 

 

> l[4] 

[[1]] 

[1] "fibonacci" 

 

Γηαθνξεηηθά, κε ρξήζε δηπιψλ αγθπιψλ [[ ]], νπφηε αλαθηάηαη ην αληηθείκελν ηεο ζέζεο (ή ηνπ 

νλφκαηνο): 

 

> l[[2]] 

      col.1 col.2 col.3 col.4 

row.1     0     2     8    34 

row.2     1     3    13    55 

row.3     1     5    21    89 

 

> l[['array']] 

, , 1 

 

     [,1] [,2] [,3] 

[1,]    0    1    3 

[2,]    1    2    5 

 

, , 2 

 

     [,1] [,2] [,3] 

[1,]    8   21   55 

[2,]   13   34   89 

 

> l[[4]] 

[1] "fibonacci" 

 

Σέινο, κε ρξήζε ηνπ νλφκαηνο ηνπ ζηνηρείνπ, κε ην ζχκβνιν $ 

 

> l$mat 
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      col.1 col.2 col.3 col.4 

row.1     0     2     8    34 

row.2     1     3    13    55 

row.3     1     5    21    89 

 

data frame 

Σέινο, έλα data frame είλαη έλα list κε ηε δνκή ελφο πίλαθα, δειαδή κε γξακκέο θαη ζηήιεο. Έλα 

data frame είλαη πεξίπνπ ζαλ έλα matrix, δηαηεξψληαο σζηφζν ηηο ηδηφηεηεο ηνπ list. Γηα ηνλ 

ζρεκαηηζκφ data.frame ρξεζηκνπνηείηαη ε εληνιή data.frame(...). 

 

> age <- c(23,43,34,26,56) 

> weight <- c(60, 85, 52, 54, 81) 

> smoke <- c('Yes','No','No','Yes','Yes') 

> dfrm <- data.frame(age,weight,smoke) 

> dfrm 

  age weight smoke 

1  23     60   Yes 

2  43     85    No 

3  34     52    No 

4  26     54   Yes 

5  56     81   Yes 

 

Μπνξεί θάπνηνο λα αλαθηήζεη ζηνηρεία ηνπ data frame, φπσο αθξηβψο ζε έλα αληηθείκελν list, 

ρξεζηκνπνηψληαο δειαδή ην ζχκβνιν $, κνλέο ή δηπιέο αγθχιεο: 

 

> dfrm$age 

[1] 23 43 34 26 56 

 

> dfrm['smoke'] 

  smoke 

1   Yes 

2    No 

3    No 

4   Yes 

5   Yes 

 

> dfrm[[2]] 

[1] 60 85 52 54 81 

Βαζηθέο Πξάμεηο κε Vectors 

Έλα απφ ηα κεγαιχηεξα πιενλεθηήκαηα ηεο R είλαη νη πξάμεηο κε vectors. Οη αξηζκεηηθέο θαη νη ινγηθέο 

πξάμεηο εθαξκφδνληαη ζε θάζε έλα ζηνηρείν ηνπ vector (element-wise). Οη πεξηζζφηεξεο εληνιέο 

ιεηηνπξγνχλ κε βάζε απηή ηε ινγηθή (vectorization), κε ην παξαγφκελν απνηέιεζκα λα δηαηεξεί ηελ αξρηθή 

δνκή ησλ δεδνκέλσλ: 
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> x <- x[1:7] 

> x 

no.1 no.2 no.3 no.4 no.5 no.6 no.7  

   0    1    1    2    3    5    8 

 

> x + 2 

no.1 no.2 no.3 no.4 no.5 no.6 no.7  

   2    3    3    4    5    7   10 

 

> x > 4 

 no.1  no.2  no.3  no.4  no.5  no.6  no.7  

FALSE FALSE FALSE FALSE FALSE  TRUE  TRUE 

 

> 2^x 

no.1 no.2 no.3 no.4 no.5 no.6 no.7  

   1    2    2    4    8   32  256 

 

> log(x) 

     no.1      no.2      no.3      no.4      no.5      no.6      no.7  

     -Inf 0.0000000 0.0000000 0.6931472 1.0986123 1.6094379 2.0794415 

 

To vectorization έρεη δχν κεγάια πιενλεθηήκαηα, ηελ επθνιία ρξήζεο θαη ηελ ηαρχηεηα εθηέιεζεο. 

Ζ ινγηθή ησλ πξάμεσλ κε vectors επεθηείλεηαη θαη κεηαμχ vectors, φηαλ απηά έρνπλ ην ίδην κήθνο. 

Όηαλ ηα vectors έρνπλ δηαθνξεηηθά κήθε, ε R εθαξκφδεη ην Recycling Rule. Με βάζε απηφλ ηνλ θαλφλα, 

ην παξαγφκελν απνηέιεζκα δηαηεξεί ην κήθνο ηνπ κεγαιχηεξνπ δηαλχζκαηνο, θαη ην κηθξφηεξν δηάλπζκα 

"αλαθπθιψλεηαη" φζεο θνξέο ρξεηάδεηαη γηα λα εθηειεζηεί ε αξηζκεηηθή πξάμε. Ζ R παξάγεη πξνεηδνπνηεηηθή 

εηδνπνίεζε γηα ηελ αληζφηεηα ησλ κεθψλ, φηαλ ην κήθνο ηνπ κεγαιχηεξνπ vector δελ είλαη αθέξαην 

πνιιαπιάζην ηνπ κηθξφηεξνπ. 

Όπσο γίλεηαη αληηιεπηφ, φιε ε δνπιεηά ζηελ R γίλεηαη απφ ηηο εληνιέο (ζπλήζσο πξνεγθαηεζηεκέλεο) νη 

νπνίεο ρξεζηκνπνηνχληαη θαηά θφξνλ θαη απνηεινχλ δνκηθά ζηνηρεία απηήο. ΢ηελ νπζία πξφθεηηαη γηα 

πξνγξακκαηηζκέλεο ζπλαξηήζεηο (functions), ηεο γεληθήο δνκήο: 

f(argument1, argument2, ...) 

φπνπ f ην φλνκα ηεο εληνιήο θαη argument1, argument2, . . . ηα νξίζκαηά ηεο. Χζηφζν, 

ππάξρνπλ θαη functions κε ηε κνξθή ηειεζηψλ, φπσο γηα παξάδεηγκα ν ηειεζηήο : (colon), ν νπνίνο 

ρξεζηκνπνηείηαη γηα ηε δεκηνπξγία απιψλ αξηζκεηηθψλ αθνινπζηψλ: 

 

> 5:25 

 [1]  5  6  7  8  9 10 11 12 13 14 15 16 17 18 19 20 21 22 23 24 25 

 

Μεηαμχ ησλ πιένλ δηαδεδνκέλσλ functions είλαη θαη ε γελίθεπζε ηνπ ηειεζηή colon, ε εληνιή seq(), ε 

νπνία έρεη πέληε νξίζκαηα θαη ρξεζηκνπνηείηαη γηα ηε δεκηνπξγία πεξηζζφηεξν ζχλζεησλ αξηζκεηηθψλ 

αθνινπζηψλ: 

 

> seq(5, 25) 

 [1]  5  6  7  8  9 10 11 12 13 14 15 16 17 18 19 20 21 22 23 24 25 
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> seq(5, 20, by = 5) 

[1]  5 10 15 20 

 

Άμηεο αλαθνξάο είλαη επίζεο νη εληνιέο rep(), γηα ηελ επαλάιεςε δνκψλ ηεο R, θαη paste(), γηα ηελ 

έλσζε δηαλπζκάησλ ζε έλα character δηάλπζκα: 

 

> rep(exp(1), 5) 

[1] 2.718282 2.718282 2.718282 2.718282 2.718282 

 

> paste("row", 1:5, sep = ".") 

[1] "row.1" "row.2" "row.3" "row.4" "row.5" 

 

Σέινο, ζπρλήο ρξήζεο ηπγράλνπλ θαη νη εληνιέο order() θαη rank(). Ζ πξψηε ρξεζηκνπνηείηαη γηα ηε 

δηάηαμε (κε αχμνπζα ή θζίλνπζα ζεηξά) δηαλπζκάησλ θαη ε δεχηεξε επηζηξέθεη ηηο ηάμεηο (ranks) ησλ 

ζηνηρείσλ ελφο δηαλχζκαηνο, 

 

> order(dfrm$weight) 

[1] 3 4 1 5 2 

 

> dfrm$weight[order(dfrm$weight)] 

[1] 52 54 60 81 85 

 

> rank(dfrm$weight) 

[1] 3 5 1 2 4 
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Παξάξηεκα II - ΠΑΚΔΣΑ ΢ΣΖΝ R 

Έλα παθέην (package) ηεο R απνηειείηαη απφ έλα ζχλνιν εληνιψλ, βνεζεηηθψλ αξρείσλ (help files) θαη 

ελδερφκελα αξρείσλ δεδνκέλσλ, ηα νπνία δηαλέκνληαη καδί. Πξνθαλψο, φιεο νη εληνιέο ελφο παθέηνπ 

ζρεηίδνληαη κεηαμχ ηνπο. Σα παθέηα απνηεινχλ ηα αληίζηνηρα ησλ modules ηεο Perl, ησλ libraries ζηηο C/C++ 

θαη ησλ classes ηεο Java θαη ζηνρεχνπλ ζηελ επεμεξγαζία δεδνκέλσλ, ηελ εθαξκνγή ζηαηηζηηθψλ αλαιχζεσλ 

ή/θαη ηε δεκηνπξγία γξαθεκάησλ. 

Χο πξνεπηινγή, ε R θαηά ηελ εθθίλεζε θνξηψλεη ηα βαζηθά πξνο ρξήζε, απφ ηα άκεζα δηαζέζηκα, παθέηα. 

Πέξαλ απηψλ, ε R πξνζθέξεη έλα πνιχ κεγάιν αξηζκφ παθέησλ γηα ζηαηηζηηθέο αλαιχζεηο θαη δεκηνπξγία 

γξαθηθψλ: 

(i) νξηζκέλα πεξηιακβάλνληαη ζηελ R θαηά ηελ αξρηθή εγθαηάζηαζε θαη απιά ρξεηάδεηαη λα πεη 

θαλείο ζηελ R φηη ζέιεη λα ηα ρξεζηκνπνηήζεη, 

(ii) πνιιά πεξηζζφηεξα είλαη δηαζέζηκα κέζσ ηνπ δηαδηθηχνπ θαη 

(iii) κπνξεί θαλείο λα δεκηνπξγήζεη θαη ηα δηθά ηνπ παθέηα. 

Δπηζθόπεζε ησλ παθέησλ 

Γηα λα θάλεη θαλείο ρξήζε ελφο παθέηνπ ζηελ R, ζα πξέπεη πξψηα λα βεβαησζεί φηη είλαη εγθαηεζηεκέλν 

ηνπηθά (local library). Έπεηαη ην θφξησκα ησλ παθέησλ θαηά ηελ ηξέρνπζα ζπλεδξία ηεο R (current session). 

Ο ιφγνο γηα ηνλ νπνίν πξέπεη θαλείο λα θνξηψλεη ηα παθέηα ζηελ R γηα λα ηα ρξεζηκνπνηήζεη είλαη, πξψηνλ, 

φηη ην help system ηεο R θαζπζηεξεί φηαλ έρνπλ πξνζηεζεί αξθεηά παθέηα ζηνλ κεραληζκφ αλαδήηεζεο. 

Δπηπιένλ, είλαη πηζαλφ δχν παθέηα λα έρνπλ αληηθείκελα ηνπ ηδίνπ νλφκαηνο, θάηη πνπ δεκηνπξγεί δεηήκαηα 

ζπκβαηφηεηαο (conflicts). Φνξηψλνληαο κφλν παθέηα πνπ ρξεηάδεηαη θαλείο, ειαρηζηνπνηεί ηελ πηζαλφηεηα 

απηή. 

Λίζηα Άκεζα Γηαζέζηκσλ Παθέησλ 

Ζ ιίζηα ησλ παθέησλ πνπ θνξηψλνληαη απηφκαηα θαηά ηελ έλαξμε ηεο R δίλεηαη κε ηελ εληνιή 

getOption, ρξεζηκνπνηψληαο ην φξηζκα defaultPackages, 

 

> getOption("defaultPackages") 

[1] "datasets"  "utils"     "grDevices" "graphics"  "stats"     

"methods" 

 

Με ηελ εληνιή απη, παξαιείπεηαη ην παθέην base ην νπνίν πινπνηεί κηα ζεηξά απφ βαζηθέο ιεηηνπξγίεο γηα 

ηε γιψζζα R θαη ην νπνίν θνξηψλεηαη πάληα. 

 

Δλαιιαθηηθά, κπνξεί θαλείο λα δεη ηε ιίζηα ησλ παθέησλ πνπ είλαη ήδε θνξησκέλα, ρξεζηκνπνηψληαο ηελ 

εληνιή .packages ζε παξελζέζεηο, 

 

> (.packages()) 

[1] "stats"     "graphics"  "grDevices" "utils"     "datasets"  

"methods"   

[7] "base" 

 

Γηα ηελ πιήξε ιίζηα ησλ δηαζέζηκσλ παθέησλ, ρξεζηκνπνηείηαη ην φξηζκα all.available, 
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> (.packages(all.available=TRUE)) 

  [1] "BB"             "boot"           "car"            "class"          

  [5] "cluster"        "codetools"      "coin"           "colorspace"     

  [9]  ... 

[125] "survival"       "tcltk"          "tools"          

"translations"   

[129] "utils" 

 

Δπίζεο, ε εληνιή library() (ρσξίο νξίζκαηα) αλνίγεη έλα παξάζπξν, κε ηε ιίζηα ησλ δηαζέζηκσλ 

παθέησλ, δηαλζηζκέλε κε ζχληνκε πεξηγξαθή γηα ην θάζε έλα απφ απηά. 

Γηαζέζηκα Καηά Σελ Δγθαηάζηαζε Παθέηα 

Ζ R ζπλνδεχεηαη απφ έλαλ αξηζκφ παθέησλ θαηά ηελ εγθαηάζηαζε. Μεξηθά απφ απηά ηα παθέηα (φπσο ηα 

base, graphics, grDevices, methods θαη utils) πινπνηνχλ βαζηθέο ιεηηνπξγίεο ηεο γιψζζαο θαη 

ηνπ πεξηβάιινληνο R. Άιια παθέηα πξνζθέξνπλ θνηλά ζηαηηζηηθά εξγαιεία (φπσο ηα cluster, nnet θαη 

stats). Άιια παθέηα πινπνηνχλ εμεηδηθεπκέλα γξαθήκαηα (grid θαη lattice), πεξηιακβάλνπλ ζχλνια 

δεδνκέλσλ, ή πεξηιακβάλνπλ άιιεο ρξήζηκεο/ζπρλά ρξεζηκνπνηνχκελεο εληνιέο. ΢ηηο πεξηζζφηεξεο 

πεξηπηψζεηο, ηα παθέηα ηεο αξρηθήο εγθαηάζηαζεο είλαη ππεξαξθεηά. Γηα επηπιένλ παθέηα, θαλείο ζα πξέπεη 

λα αθνινπζήζεη ηε δηαδηθαζία αλαδήηεζεο / εγθαηάζηαζεο παθέησλ. 

Αλαδήηεζε Παθέησλ 

Υηιηάδεο παθέηα ηεο R είλαη δηαζέζηκα δηαδηθηπαθά. Ζ κεγαιχηεξε πεγή άληιεζεο παθέησλ είλαη ην CRAN 

(Comprehensive R Archive Network), αιιά νξηζκέλα παθέηα είλαη δηαζέζηκα ζε ελαιιαθηηθέο φπσο ην 

Bioconductor θαη ην R-Forge. Σν CRAN ππνζηεξίδεηαη απφ ην R Foundation (ν κε-θεξδνζθνπηθφο 

νξγαληζκφο πνπ επηβιέπεη θαη ηε ζνπίηα R). Δθεί ζα βξεη θαλείο έλαλ κεγάιν αξηζκφ παθέησλ, πνπ θαιχπηνπλ 

έλα κεγάιν εχξνο απφ δηαθνξεηηθέο εθαξκνγέο. 

Σν CRAN θηινμελείηαη ζε πνιινχο ηζηνηφπνπο αλά ηνλ θφζκν, απφ ηνπο νπνίνπο επηιέγεηαη ν πιεζηέζηεξνο 

γεσγξαθηθά ηζηφηνπνο γηα λα θαηεβάζεη θαλείο παθέηα, ειαρηζηνπνηψληαο κε ηνλ ηξφπν απηφ ηνπο ρξφλνπο 

ιήςεο θαη κεηψλνληαο ην θφξην ηνπ R Foundation server. Σν Bioconductor είλαη έλα open-source project 

δεκηνπξγίαο εξγαιείσλ αλάιπζεο, θαη ην R-Forge είλαη έλαο ηζηφηνπνο, ν νπνίνο πεξηέρεη ελ εμειίμεη, θαηά 

θαλφλα, projects. Πάλησο, ηα πεξηζζφηεξα R projects επηιέγνπλ λα ρξεζηκνπνηνχλ ην CRAN γηα λα 

θνηλνπνηήζνπλ ηα παθέηα ηνπο. 

Γηαδηθηπαθή Αλαδήηεζε Παθέησλ R 

Ζ R δελ πξνζθέξεη θάπνην εμεηδηθεπκέλν εξγαιείν πεξηγξαθηθήο αλαδήηεζεο παθέησλ. Έλαο εχθνινο, 

σζηφζν, ηξφπνο αλαδήηεζεο παθέηνπ είλαη κέζσ κηαο δηαδηθηπαθήο κεραλήο αλαδήηεζεο. Γηα παξάδεηγκα, 

αλαδεηψληαο "R package stratification survey populations" κπνξεί λα νδεγεζεί θαλείο ζην παθέην 

stratification, ην νπνίν πεξηέρεη ηελ εληνιή strata.geo. Μπνξεί θαλείο, επηπιένλ, λα πεξηεγεζεί 

ζην ζχλνιν ησλ δηαζέζηκσλ παθέησλ ζηνπο ηζηφηνπνπο ησλ CRAN, Bioconductor θαη R-Forge. 
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Δγθαηάζηαζε Παθέησλ ζηελ R 

Όηαλ ζα έρεη θαηαιήμεη θαλείο ζην παθέην πνπ ζέιεη λα εγθαηαζηήζεη, ν πην εχθνινο ηξφπνο είλαη λα ην θάλεη 

κέζα απφ ηελ R. 

Windows θαη Linux GUIs 

Ζ εγθαηάζηαζε παθέησλ κέζσ ηνπ Windows GUI είλαη ζρεηηθά άκεζε. 

 Απφ πξνεπηινγή, ε R είλαη πξνγξακκαηηζκέλε λα ιακβάλεη παθέηα απφ ην "CRAN" θαη ην "CRAN 

(extra)". Γηα λα εκπινπηίζεη θαλείο ηε ιίζηα ησλ παθέησλ, επηιέγεη "Select repositories" απφ ην 

βαζηθφ κελνχ Packages, φπνπ κπνξεί λα απμήζεη ηηο επηινγέο ηνπ. (Πξναηξεηηθά). 

 Απφ ην βαζηθφ κελνχ Packages, επηιέγεηαη "Install package(s)". 

 Δάλ είλαη ε πξψηε θνξά πνπ γίλεηαη εγθαηάζηαζε παθέηνπ θαηά ηε δηάξθεηα ηεο ηξέρνπζαο R 

εθαξκνγήο (session), ε R ζα δεηήζεη λα επηιερζεί ηζηφηνπνο απφ φπνπ ζα γίλεη ε ιήςε. 

 Δπηιέγεηαη ην φλνκα ηνπ παθέηνπ πξνο εγθαηάζηαζε θαη, αθνινχζσο, OK. 

 Ζ R ζα θαηεβάζεη θαη ζα εγθαηαζηήζεη ην παθέην πνπ επηιέρζεθε. 

΢εκεηψλεηαη φηη θαηά ηελ εγθαηάζηαζε παθέησλ, ελδέρεηαη λα πξνθχςνπλ νξηζκέλα δεηήκαηα, αλάινγα κε 

ηα δηθαηψκαηα ηνπ θάζε ρξήζηε. Γηα λα νινθιεξσζεί ε εγθαηάζηαζε, ζα πξέπεη ε R λα εθηειείηαη σο 

Administrator. ΢ην Mac OS X, ππάξρεη έλα ειαθξψο δηαθνξεηηθφ UI γηα ηελ εγθαηάζηαζε παθέησλ, φπνπ 

απφ ην βαζηθφ κελνχ Package and Data, επηιέγεηαη ην Package Installer. ΢ηελ επάλσ αξηζηεξή γσλία ηνπ λένπ 

παξαζχξνπ, ππάξρεη ε επηινγή ηεο θαηεγνξίαο ησλ παθέησλ, θαη επηιέγνληαο ην θνπκπί Get List εκθαλίδεηαη 

ην δηαζέζηκν ζχλνιν ησλ παθέησλ. 

R console 

Μπνξεί θαλείο λα εγθαηαζηήζεη ζηελ R παθέηα θαηεπζείαλ απφ ηελ R console. Γηα απηή ηε δηαδηθαζία είλαη 

δηαζέζηκν έλα ζχλνιν εληνιψλ, φπσο installed.packages, available.packages, 

old.packages, new.packages, download.packages, install.packages, 

remove.packages, update.packages, setRepositories. Πεξηζζφηεξεο πιεξνθνξίεο γηα ηηο 

εληνιέο κπνξεί λα αλαθηήζεη θαλείο απφ ηα αληίζηνηρα help files. Έλα απιφ παξάδεηγκα εγθαηάζηαζεο ηνπ 

παθέηνπ stratification ζα είρε ην αθφινπζν outcome: 

 

> install.packages('stratification') 

Installing package into ‘C:/Users/Laptop/Documents/R/win-library/3.1’ 

(as ‘lib’ is unspecified) 

trying URL 

'http://cran.rstudio.com/bin/windows/contrib/3.1/stratification_2.2-

5.zip' 

Content type 'application/zip' length 621991 bytes (607 Kb) 

opened URL 

downloaded 607 Kb 

 

package ‘stratification’ successfully unpacked and MD5 sums checked 

Warning: cannot remove prior installation of package ‘stratification’ 

 

The downloaded binary packages are in 
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C:\Users\Laptop\AppData\Local\Temp\RtmpmIzdPo\downloaded_packages 

 

Ζ αλσηέξσ δηαδηθαζία εγθαηέζηεζε ην παθέην ζε πξνεπηιεγκέλν ζεκείν, ην νπνίν θαζνξίδεη ε κεηαβιεηή 

.Library. Δάλ θαλείο επηζπκεί λα αθαηξέζεη ην ζπγθεθξηκέλν παθέην, κπνξεί λα ρξεζηκνπνηήζεη ηελ 

εληνιή remove.packages. Υξεηάδεηαη σζηφζν λα θαζνξηζηεί θαη πνχ βξίζθεηαη εγθαηεζηεκέλν ην 

παθέην. 

 

> remove.packages('stratification',.Library) 

Φόξησζε Παθέησλ 

Χο πξνεπηινγή, φια ηα άκεζα δηαζέζηκα παθέηα δελ θνξηψλνληαη απηφκαηα ζηελ R. Καηά ηελ εθθίλεζε ηνπ 

πξνγξάκκαηνο, επηά (πεξίπνπ) βαζηθά παθέηα θνξηψλνληαη. Δάλ θαλείο επηρεηξήζεη λα ηξέμεη κηα εληνιή απφ 

έλα παθέην ην νπνίν δελ έρεη θνξησζεί, ε R εκθαλίδεη ην κήλπκα: 

 

> # try to use strata.geo before loading it 

> adjust <- strata.geo(x=USbanks, CV=0.01, Ls=4, 

alloc=c(0.35,0.35,0)) 

Error: could not find function "strata.geo" 

 

΢πλεπψο, θαη ζε αληίζεζε κε ηελ εγθαηάζηαζε ελφο παθέηνπ ε νπνία γίλεηαη άπαμ, ε ρξεζηκνπνίεζε έλαο 

παθέηνπ ζηελ R απαηηεί ηε θφξησζή ηνπ θάζε θνξά πνπ πξφθεηηαη λα ρξεζηκνπνηεζεί (εθηφο απηψλ πνπ 

θνξηψλνληαη σο πξνεπηινγή). Γηα λα θνξηψζεη θαλείο έλα παθέην ζηελ R, κπνξεί λα ρξεζηκνπνηήζεη ηελ 

εληνιή library(). Γηα παξάδεηγκα: 

 

> library(stratification) 

 

Τπάξρεη θαη ε επηινγή ηεο εληνιήο require(), ε νπνία έρεη ειαθξψο δηαθνξεηηθά νξίζκαηα. Γηα 

πεξηζζφηεξα, ζην R help file. 

 

Σέινο, ππάξρεη θαη ε επηινγή ηεο ρξήζεο ηνπ GUI, φπνπ κπνξεί θαλείο λα πεξηεγεζεί θαη λα επηιέμεη παθέην, 

απφ ην λέν παξάζπξν πνπ αλνίγεη επηιέγνληαο "Load Package..."  ζην βαζηθφ κελνχ Packages. ΢ην Mac OS X 

ε επηινγή είλαη "Package Manager" απφ ην βαζηθφ κελνχ "Packages & Data", φπνπ ν Package Manager UI, 

επηηξέπεη λα δηαθξίλεη πνηα παθέηα είλαη θνξησκέλα, πνηα κπνξνχλ λα θνξησζνχλ αθφκα θαη λα πεξηεγεζεί 

ζην help file ελφο παθέηνπ. 

 


